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ouvrages  et  documents  appartenant  au  domaine  public  et  serions  heureux  de  vous  être  utile. 

+  Ne  pas  supprimer  l'attribution  Le  filigrane  Google  contenu  dans  chaque  fichier  est  indispensable  pour  informer  les  internautes  de  notre  projet 
et  leur  permettre  d'accéder  à  davantage  de  documents  par  l'intermédiaire  du  Programme  Google  Recherche  de  Livres.  Ne  le  supprimez  en 
aucun  cas. 

+  Rester  dans  la  légalité  Quelle  que  soit  l'utilisation  que  vous  comptez  faire  des  fichiers,  n'oubliez  pas  qu'il  est  de  votre  responsabilité  de 
veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
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AVERTISSEMENT. 


Lé  troisième  volume  de  la  Théorie  analjrtique  du 
Système  du  monde  devait  paraître  au  conimeDce- 
ment  de  cette  année.  Des  difficultés  typographiques 
résultant  du  grand  nombre  de  formules  qu'il  con- 
tient et  du  format  que  j  ai  adopté ,  ont  retardé  jus^ 
qu'à  ce  jour  sa  publication,  tl  me  parait  donc  juste 
de  prévenir  que  quelques  parties  de  ce  livre ,  qui 
étaient  entièrement  neuves  lorsque  Touvrage  fut 
compose,  ont  pu,  par  ce  fêtard  indépendant  de 
ma  volonté,  se  trouver  déjà  développées  dans  des 
Mémoires  particuliers,  lors  de  son  apparition.  Tel- 
le est,  par  exemple ,  dans  la  théorie  deâ  perturbations 
planétaires,  la  méthode  qui  donne  lés  coefficiens  du 
développement  en  série  de  la  fonction  perturi>atrice 
par  le  moyen  des  quadratures.  M.  Poisson  n'avait  fait 
qu'indiquer  cette  méthode ,  je  Tai  présentée  ici  avec 
assez  d'étendue  pour  né  plus  exiger  que  des  suos- 
litutions  numériques;  à  peine  alors  lavait-on  re- 
marquée, et  aujourd'hui  elle  a  déjà  reçu  d'importantes 
applications. 

J'avais  espéré  aussi  que  ce  volume  comprendrait 
à  la  fois  la  théorie  des  peiturbations  planétaires  et 
celle  des  marées;  mais  la  place  que  la  première  a  oc'* 
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cupée,  les  développemens  qu^elle  a  demandes,  les 
exemples  numériques  que  j'ai  cru  nécessaire  de  don- 
ner, ne  m'ont  plus  laissé  l'espace  que  la  seconde  exi- 
geait. Je  serai  donc  obligé  de  reporter  cette  théorie 
dans  le  quatrième  volume ,  qui  contiendra  en  outre 
celles  de  la  Lune  et  des  Satellites.  Ce  volume  ne  se 
fera  pas  attendre  ,  et  j'aurai  rempli  rengagement  que 
j'ai  pris  de  passer  en  revue  dans  cet  ouvrage  les  prin- 
cipales parties  de  la  théorie  du  système  du  monde. 

Dans  un  supplément  au  second  livre,  qui  paraî- 
tra en  même  temps  que  le  troisième  volume,  j'ai 
réparé  quelques  omissions  qui  m'ont  été  indiquées 
dans  la  théorie  des  perturbations  planétaires. 

Ai-je  besoin  de  rappeler  ici  ce  que  j'ai  dit  dans 
l'Introduction  de  cet  ouvrage  sur  le  but  que  je  me 
suis  proposé  en  le  composant?  Je  n'ai  voulu  ni  refaire 
la  Mécanique  céleste^  ni  simplement  la  commenter. 
La  première  entreprise  m'eût  paru  trop  ambitieuse , 
la  secondé  trop  modeste.  J'ai  voulu  rassembler ,  dans 
un  même  livre,  les  travaux  faits  par  les  géomètres, 
depuis  cinquante  ans,  pour  perfectionner  la  théorie 
du  système  du  monde ,  et  qui  se  trouvent  répandus 
dans  des  Mémoires  épars.  Laplace,  comme  tous  les 
génies  créateurs ,  avait  en  général  préféré  ses  mé- 
thodes à. celles  qu'auraient  pu  lui  fournir  ses  devan- 
ciers et  ses  contemporains  ;  moi ,  dont  la  seule  ambi- 
tion était  de  composer  un  ouvrage  utile,  j'ai  toujours 
préféré  la  méthode  la  plus  simple  et  la  plus  générale,  et 
lorsquej'ai  introduit  quelques  formules  nouvelles,  c'est 
que  leurs  avantages  étaient  bien  démontrés.  Toutes  les 
fois  que   les  cas   l'ont  exigé ,   j'ai    appliqué  à  des 
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«lemples  particuliers  les  théories  générales ,  pour  en 
rendre  l'intelligence  plus  facile.  Souvent ,  en  traitant 
le  même  sujet  que  l'illustre  auteur  de  la  Mécanique 
céleste^  il  ma  fallu  marcher  sur  ses  pas.  Mais  j'ai 
mieux  aimé  m  exposer  à  tous  Ijes  désavantages  de 
cette  position /que  de  chercher  un  ordre  d'idées  moins 
logique  et  moins  rationnel.  Enfin  ^  j'ai  presque  tou- 
jours adopté  les  mêmes  notations  que  notre  grand 
géomètre.  Cette  uniformité  dans  les  notations  est 
un  moyen  de  faciliter  beaucoup  l'étude  des  applica- 
tions de  l'analyse  aux  sciences  naturelles  :  une  langue 
écrite  doit  donner  d'autant  moins  de  peine  à  com- 
prendre, que  ses  caractères  sont  moins  nombreux 
et  mieux  arrêtés  j  et  je  ne  connais  rien  qui  prouve 
plus  la  stérilité  de  l'imagination,  que  cette  manie 
trop  fréquente  d'inventer  des  signes  nouveaux  pour 
rendre  des  idées  communes.  Les  jeunes  géomètres 
qui  liront  mon  ouvrage  ne  seront  pas  dispensés 
pour  cela  d'étudier  la  Mécanique  céleste;  mais  je 
crois  que  je  leur  aurai  facilité  cette  tâche,  et  s'ils 
trouvent  que  j'ai  fait,  sous  ce  rapport ,  un  travail  utile, 
j'aurai  atteint  le  seul  but  que  je  m'étais  proposé. 

Jai  cru  devoir  entrer  dans  ces  détails,  parce 
que  quelques  personnes,  pour  la  plupart  étran- 
gères à  la  science ,  quoique  ce  ne  soit  pas  celles 
qui  en  parlent  le  moins,  m'ont  paru  n'avoir  pas 
bien  jugé  mon  intention  ;  mais  je  dois  dire  en  même 
temps  que  j'ai  eu  la  satisfaction  de  voir  qu'au  con- 
traire les  hommes  qui  connaissent  bien  l'état  actuel 
de  l'astronomie  théorique  m'ont  compris ,  et  c'est  à 
leurs  encouragemens  que  j'ai  du  le  courage  de  pousser 
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jusqu'au  bout  cette  difficile  entreprise.  Ou  me  per* 
mettra  d'en  citer  ici^  pour  preuve,  la  lettre  suivante, 
qui  m'a  été  adressée  par  un  illustre  géomètre,  dont 
la  perte  récente  afflige  encore  la  science.  Je  prie 
qu'on  veuille  bien  ne  la  considérer  que  comme  une 
approbation  donnée  k  mon  ouvrage  sous  le  rapport 
de  son  utilité,  et  qu'on  me  rende  la  justice  de  croire 
que  je  sais  mieux  que  personne  ce  qu'elle  peut  avoir 
de  trop  flatteur  pour  ma  vanité. 


Parif,  ao  décembre  i834* 


Paris,  ce  4  Novembre  i8ag- 
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^ au  -^^eciù  cGrem^/aùre  aue  v^Hi^  a/ve3>  ^lert 
v^Hi/L  m  ac/y^er  eCe  nH}^^  X^oeoûe  cuuxvyt'uiiie 
da  C^^yéteiMS  du  c4v)oiu)ej  ce  Tiauveau  'f^eàuuii/ 
ae  "uod  eéui/eà  dur*  ce^ze  maécere  dû  ecevee  e/  dc 
y  'ne  Âeu/  atie  ^voud  Âu?^  ^eaacoe/A 
ai  Âon^ieur  Âi»^ni  ced  da^4Mi9U^*  u  cof^^*fnef<€s^ 
Âùgt9zef?ten/^  cc^ùncon.  iwatmàaaeiide  au  i^  oti/ 
et^^  conçue  ae  ^vod  àa/»ndj  A€Dr  m  Acece  auc 
a  r^ef9^orï:e  ^  ara/ruC  Arta^  m  c  ty^^cacCeriue  ^  e/ 
di4/i*€o€i/  Aoir  ^  mef/ioi^^^  (hc  "u^oud  a/vez^  h*ed 
Aetù^^eudemen/  ^r^edOM  uc    cu^^ca/fe  ecevee    ené^e 


ty^<y^.  ^€^uice  e/  J^ca/na^  dur  u^^  Aom/ 
lanAaréoâT/  au  dydleme  au  mortae.  t/aâre  au- 
v9^a^j^  <>^ondùeur,  ea/  iù?^i  Arefnter  Acid  o^^k^ 
&>  au/  h*ed  couaâce  cCe  ^^enciff^  Aiud  acc^é^ced 
^  recÂe^cAea  A^c^otiaed  conéenf^eé  aand  m 
Q^\Dec4XÂâKîue  ceusdte)  /-  odeA^^céU^^aue  W€4dderez^ 
ca^^ou^  nayv-defi^men/^  c^  co^?vmenâ»r  ce/^  oei- 


cie  'f^c^^orù j  car  j^  tfuià  aa^  'nofn^^^^  ece  cecia> 
frui^i^nlenan/  ewec  aeaucouA  Auià  c&  e^a€[/nce  e/ 
t^mf,  J^Oi^on^  a  'f<€nfÂ/4ir  ceà/e  âcicne,  mcuà 
derrwùe  Âaa^   U€C  att^  Jin^  ae  A^ecu^céiOTt  au- 

â^ecevez^  j    <^/^onàceùùr^   ù  aJdcù^^€unce  aeâ  defz- 


J  eoeitdte. 


*  On  doit  se  rappeler  quUl  existait  plus  que  de  la  froideur  entre 
Legendre  et  Laplàce  ,  et  certainement  c^est  plutôt  Thomme  qui  parle  ici  que 
le  géomètre.  Sans  doute  on  peut  éclaircir  aujourd'hui  quelques-  unes  des 
parties  de  la  Mécanique  céleste,  mais  c''est  en  protestant  de  son  res- 
pect et  de  son  admiration  pour  ce  monument  éleTé  aux  sciences  mathéma- 
tiques et  astronomiques. 
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de  la  lumière  y  dans  le  rapport  de —  1  à  o, 00033124.  L'impulsion  de  la  lu- 
mière est  insensible  sur  le  mouvement  de  la  Terre ,  et  elle  n Influe  pas  d'un 
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deux  millionièmes  d'altération • n**  74 

Hecherche  de  l'équation  séculaire  qui  résulte,  dans  les  mouvemens  plané- 
uires  de  la  transmission  successive  de  la  pesanteuf ,  en  la  regardant  comme 


xvi  TABLE  DES  MATIÈRES. 

l'effet  de  Timpnbion  d'an  flaide.  £ii  comparant  l'équation  sëcnlaire  de  la 
Lune  dne  à  l'impolsion  de  la  Inmière ,  h  celle  qui  rcsolte  de  la  transmitaîon 
de  la  pesanteur,  on  trouve  qn'il  faut  supposer  au  flaide  gravitiqoe  une 
vitesse  au  moins  cent  millions  de  fois  plus  grande  que  celle  de  la  lumière. 
On  peut  donc  supposer,  comme  on  le  fait  ordinairement,  cette  vitesse 
infinie,  et  regarder  la  transmission  de  la  gravité  comme  instantanée.  L'é- 
quation séeuiatre  de  la  Terre,  due  à  la  même  cause ,  n'étant  qu'un  sixième 
environ  de  cellede  la  Lune ,  on  peut  la  regarder  comme  absolument  insen- 
sible.—  Identité  de  l'action  de  la  pesanteur  sur  tous  les  corps  célestes.  Con- 
sidérations sur  ce  snfet n*  76 

CHAPITRE  YI.  Perturbations  des  mout/emens  des  planètes ,  dues  à  la 
non  sphéricité  du  Soleil pag«  3o6 

Développement  de  la  fonction  perturbatrice ,  en  ayant  égard  à  l'ellipticité  da 
Soleil..£xpre8$ions  des  variAtions  différentielles  des  élémens  elliptiques  qai 
en  résultent.  L'influence  de  ïa  figure  du  Soleil  introduit  des  termes  crois- 
sant comme  le  temps- dans  les  loagitudesde  Tépoque  et  du  périhélie,  tandis 
^e l'excentricité  n'est  assujettie,  en  vertu  de  ces  mêmes  causes,  qu'^  des 
inégalités  périodiques • n<»   76 

Recherche  des  inégalités  séculaires  qui  en  lésaltent  dans  l'expression  elliptique 
du  rayon  vecteur,  de  la  longitude  et  de  la  latitude.  Ces  inégalités  sont 
d'autant  plus  sensibles  que  la  planète  est  plus  voisine  du  Soleil.  Le  calcul 
montre  qu'elles  sont  insensibles  pour  Mercure,  et  à  plus  forte  raison  par 
conséquent  pour  les  autres  planètes n**  77 

L^elHpticicé  du  Soleil  ne  donne  donc  lieu  à  aucune  inégalité  séculaire  appré- 
ciable dans  les  monvemens  planétaires.  Les  formules  précédentes  peuvent 
s'appliquer  à  la  détermination  des  inégalités  lunaires,  résultantes  de  la  non 
sphéricité  de  là  Terre n««  78  et  79 

CHAPITRE  VII.  De  l'action  des  étoiles  sur  le  système  plané- 
taire page  3i7 

Expression  de  la  fonction  perturbatrice,  en  regardant  la  distance  des  étoiles 
au  Soleil  comme  extrêmement  grande,  et  leur  position  comme  invariable 
pendant  un  grand  nombre  de  siècles.  Variations  séculaires  qui  en  résultent 
dans  l'expression  de  Texcentricité  et  dans  la  position  du  périhélie. .      n**  80 

Détermination  des  inégalités  séculaires  que  ces  variations  introduisent  dans 
l'expression  d?i  rayon  vecteur,  et  de  la  longitude  vraie n*  81 

ftecherche  des  inégalités  correspoûdantes  du  mouvement  en  latitude.  Elles 
sont  beaaeonp  pins  considérables  que  celles  du  mouvement  en  longitnde. 
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la  position  dn  plan  invariable,  est  absolument  insensible.  L'action  des  sa- 
tellites ne  pent  y  produire  non  plus  aucune  altération  appréciable.  L'ac- 
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Errata. 


Paff«8  q,  licnet  i ,  1 1  et  ia  »  au  heu  do  —  — r-^—  ,  mcm  +  -?^ — 

ibid,  L    8.     16,  au  heu  £fc  +  — ? ,  M#es  —  — r-^ — 

,.       ,    ■     iTLaînpdK      ,.  /Itsinf  ^ 

10,  a,  au  heude  -4-  — .         j=->  «w««  —  -t t= 

'  '  «m  >    oïl  sm  y   <2n 

^*  sm  y  dn  smyda 

.»       •                      »•       j      .      P     '^      *•               P    ^^ 
23  ,  I ,  au  lieu  de  +  -r^-—  -5= ,  lisez  —  -r^- 5-- 

'  '  sm  y  on  '  sm  y  on 

ai  f  o,  aii  /leu  oe  — uns  -  a  -r-  +  -ï—  -3=1  «#«»— ung  -  >  -r- 

^  '  '  ^  ^     dx>       %\ny  dCV  ^  ^'  dv 

—    I    cm 
siii>  «ni 

a4,  au  /ieu  oe  cos  -  \  -j^  y  ht^^  cos-y  -r- 

5a ,  1 3,  au  lieu  de  aa'2{B(»-«)  +  B<»+0)  cos ... ,  lisez   

2«fl'(B(«-0  -f-  BC+O)  COS. . . 
iWa.  a5,  au  lieu  de  BC-O  +  BC+O ,  lisez  fla'(B(«-04.BC**-«)) 

53 ,  8,  au  lieu  de  —  ii(i —  i) ,  lisez  +  ii(i  —  i) 

54 >  3  en  remontant ,  au  lieu  de  ^{i  —  a) ,  lisez  4 (^ -~ a)' 

56 ,  189  au  lieu  de  m'kco8[i{n^t — etc.],  lisez — ^iR'Acos[i(n'<— etc.  ] 

lia,  6  en  remontant ,  au  lieu  de  cos  (i^  +  i'^yi^d^^  et. . . . 

sin  {i^  +  i' ^id^^'  y  lisez 
cos(i> — iy)d^p'  et  sin  (i>  --  i^p')dfd^' 

^  '  g.  i  changez  les  signes  de  tous  les  termes  de  la  valeur  de  F. 

1789  J,  au  lieu  de  aP,   hsez  aV 

....  ..  ,.        ,  3<Mfl>         ,.  3flci«F 

i&ia.  16.  au  «CM  de  —  .g  ^  .  ,  lisez  — 


i6i<2. 


ibid. 


{5n'^w)dt  '  (5/i'— an)»Éf£« 

a,  au  heu  de  —  ^t-t rs:»   •***«  — ;=-; rr 

'  (5» — 2/i)ctt'  (5/1  — an)ctt 


loid,  là»  y  au  heu  de  —  rs-f rjr  9  /wc»  — 


(5/i'— a/»)àt  •  (Su'— an;»dl» 

aaiy  iSy  au  /ceu  cfe  sin(9n't — ^4'*t4-9«'^~~4  *~t~-^  "^  B')»  ^'^^ 

sin(9n't— 4nt-f9f '  —  4»+  A'+  B  ) 

9              ,      .               »•      j  ''"Ir    a'     ..         »»  |/a 
aa3,  dernière,  au  «eu  de  —^ — ^rr,  tuez z=. 


Pige »{,  ligne    a,  aubeude  —7= ,  Me»  

m'y  a  m  y  te 

a63,  10,  au  lieu  de  ela  —  -  aie»  lisez  -  cjh  —  «A» 

194,  9  en  remontant,  au /teuieHalley,  /ues  Pound 

336,  96,  au  lieu  de  =  mD ,    lisez  «  mD* 

3^,  3,  AU  /ieift  <ie  «*▼  =  8i*  Sjf  io*,3|  /ues  e*^  =  Si^Si'ig'yS 

4îi9,  9,  au  lieu  de  (i  +/«*^),  ^w««  (i  +^) 

437,  14»  au  lieu  de  Iî(^>,  /ù«s  Ii('> 

iiû2.  i5,  au  lieu  de  N(0 ,  Usez  N(«> 

^3)  18,  ig  et  90,  changez  lei  signes  des  trois  quandlés  : 

<£MC«>  ^C*)  aM(>> 

<ia«^  '  «ia«^  *  da«v 

^4,  9,  3,  19  eti3,  effacez  m* 

{5iy  17,  au  /ieu  dtf  K,  lisez  H 

iiû{.  dernière ,  au  lieu  de =- ,  lisez  —  -- 

o  o 

^i  19,  il  faut  affecter  dn  signe  —  Pin<^alitë  de  cette  ligne. 

{64,  7  et  9»   au  lieu  de  3n^— -n'^,  /û«b  3ii^' — n^ 

î&jd.  i4y    au  lieu  de  3n^t  — 3ii>^£,  /ûes  3#ivt  —  Sn^'t. 


Addition, 


Pa^4^,  après  la  ligne  19,   ajoutez: 

—  0,0003464950  cos(  im-4- •▼—•»▼) 

—  0,0091035534  co8(9»^l — n'^f-h9s^— •'▼—•») 
'^=.(»+f*'^).^+  0,0054534650  cos(9nv<—n>vH-9f^— •'▼—•«▼) 

+  0,001x739643  co8(3n^£  — 9ii»n-h3f^— 9i«^— •▼) 

—  0,0006995374  cos(3/i^t  —  9n*vt«|-3i^—9f ■▼—•*▼) 
+  (ï+fi^')-o>ooo6*oi657  cos(3«^««  — anvt-f^i^»— ai^— •▼»)• 
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hVre  sixième 


Théorie  des  Mous^emens  planétaires. 

La  détermination  des  inégalités  auxquelles  peuvent 
être  soumis  les  mouvemens  des  corps  célestes,  soit  en 
vertu  de  leurs  attractions  mutuelles  y  soit  par  Faction 
de  toute  cause  étrangère  aux  forces  principales  qui 
les  animent,  est  sans  contredit  l'objet  le  plus  impor- 
tant de  la  théone  du  système  du  monde.  Nous  avons 
donné  dans  le  second  livre  les  inégalités  indépen- 
dantes des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites, 
et  celles  qui  dépendent  de  leur  première  puissance  : 
ce  sont  en  effet,  en  général,  les  plus  considérables, 
et  celles  par  conséquent  auxquelles  il  importe  prin- 
cipalement d  avoir  égard.  Cependant  il  peut  arriver 
que  parmi  les  inégalités  qui  dépendent  des  puissances 
des  excentricités  et  des  inclinaisons  d'un  ordre  plus 
élevé,  et  même  parmi  celles  qui  sont  de  Tordre  du 
carré  des  forces  perturbatrices,  il  s'en  trouve  que 
Tome  III.  i 
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quelque  circonstance  particulière  rende  sensibles ,  et 
auxquelles  il  soit  par  cette  raison  indispensable  d'avoir 
égard.  On  ne  doit  donc  regarder  les  résultats  auxquels 
nous  .sommes  parvenu  dans  le  livre  II  4\ue  coixim«  une 
prévftièrft  appiroximaticm  des  mouvemeos  planétaires , 
et  elle  ne  suffirait  pas  aux  besoins  de  rAstronomie, 
dans  l'état  de  perfection  où  cette  «ci^uee  €st  aujour- 
d'hui parvenue.  Nous  allons  par  conséquent  revenir 
sur  cet  important  objet,  et  nous  donnerons  dans  ce 
livre  l'expressioti  analytique  des  principales  inégalités 
planétaires  provenant  des  diverses  causes  qui  troublent 
les  mouvemens  elliptiques  des  planètes  autour  du  so- 
leil, de  manière  que  ces  formules  étant  réduites  en 
nombres,  les  tables  qui  en  résulteront  puissent  at- 
teindre à  toute  l'exactitude  qu'exige  la  précisioa  des 
observations  modernes; 
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CHAPITRÉ  PREMIER. 


Développement  de  la  Jonction  perturbatrice  en  série 
ordonnée  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  in- 
clinaisons des  orbites  jusqu^ aux  termes  dépendons 
de  la  septième  puissance  de  ces  élemens. 

N 

I,  Nous  avons  donné  dans  le  n^  8ijdu  second  livre. 
Texpressîon  de  la  fonction  perturbatrice  R  développée 
jusqij' aux  ternies  de  Tordre  du  carré  des  excentricités 
inclusivement  ;  mais  on  est  obligé  de  porter  plus  loin 
ce  développement  à  mesure  qu^on  veut  atteindre  à 
un  plus  haut  degré  d'approximation  dans  la  théorie 
des  mouvemens  planétaires.  Nous  allons  donc  nous 
occuper  d'abord  de  cette  pénible  opération. 

Considérons  Faction  réciproque  de  deux  planètes 
771  et  m' en  mouvement  autour  du  soleil.  En  désignant 
par  R  I4  fonction  qni  exprime  cette  action^  un  a^ 
n*  48  du  second  livre 

X,  y,  z  étant  les  coordonnées  rectangulaires  de  m  re- 
latives à  trois  axes  fixes  pa3sant  par  le  centre  du  so- 
leil, rson  rayon  vecteur  dans  son  orbite,  et  x\y ,  z', 
r'  exprimant  les  mêmes!  quantités  relatives  à  wl .  Si 
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l'on  nomme  p  la  distance  des  deux  planètes  entre 
elles ,  en  sorte  qu'on  ait 


f  =  i/  {x'  —  a:;  •  +  (/  — j) •  +  (z'—z)-, 
la  valeur  précédente  pourra  s'écrire  ainsi  : 

Sous  cette  forme  on  voit  que  R  ne  dépend  que  de  la 
distance  des  difFérens  corps  du  système  entre  eux  et 
à  l'origine  des  coordonnées ,  et  que  cette  fonction  est 
totalement  indépendante  des  axes  auxquels  on  rap- 
porte les  mouvemens  de  ces  corps. 

Cela  posé,  p<fur  plus  de  simplicité,  prenons  pour 
plan  deso:^  un  plan  passant  par  la  commune  inter- 
section des  orbites  de  m  et  de  m\  et  pour  axe  des  oc 
cette  intersection  même.  Si  Ion  nomme  (^l'angle  que 
le  rayon  r  forme  avec  cette  droite,  /l'angle  forai é 
par  cette  même  droite  et  par  /,  (p  et  (p'  les  inclinaisons 
respectives  des  orbites  de  ttz  et  de  m'  sur  le  plan  fixe  , 
on  aura 

ar=  r  cos  i',  j^=:rsin  (^  cos<p,  ztrzr  ûnsfûntp^ 
x'acr'cosi/,  y  =  r'sin(^'cos^',    Jïsssr'sînp'sîn^', 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  R ,  qu'on  nomme  y 
rinclinaison  mutuelle  des  deux  orbites ,  et  qu'on  ob- 
servé que  ^' — ^=5/  en  faisant,  pour  abréger, 

1 — cos7.i=:isîn'^7^  =  ^  A* 
V= — r/  sin  p  sin(''=Jr/[cos((^  +  <^')  — cos  (/ — p)]; 

en  sorte  que  X  représente  le  double  du  sinus  de  la 
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moitié  de  l'angle  que  forment  entre  eux  les  plans  des 
orbites  des  deux  planètes,  on  trouvera 


Ll/r'4-/*— 


V^  r'  4-  /*  —  ar/  cos  (i* — /) — A*  V 

fonction  qui  ne  dépend  plus  que  de  l'inclinaison  mu- 
tuelle des  orbites  et  de  la  position  respective  de  m  et 
de  m'  par  rapport  à  la  ligne  des  nœuds. 

Soit  n  la  longitude  du  nœud  ascendant  de  l'orbite 
de  m^f  comptée  sur  l'orbite  de  m  a  partir  d'une  ori- 
gine fixe  ;  pour  rapporter  à  la  même  origine  les  angles 
V  et  i/,  que  nous  avons  supposés  comptés  sur  les  plans 
des  orbites  respectives  des  deux  planètes ,  à  partir  de 
leur  commune  intersection,  il  suffira  de  substituer 
v — n  et  i^'  —  n  à  la  place  de  p  et  de  /  dans  les  ex- 
pressions précédentes.  L'angle  v'  représentera  alors  la 
distance  de  la  planète  m'  à  son  nœud ,  comptée  sur 
l'orbite  de  m'  et  augmentée  de  la  longitude  de  ce 
nœud^  comptée  sur  le  plan  de  l'orbite  de  m,  de  la 
même  origine  que  l'angle  i^. 

La  fonction  que  nous  avons  désignée  par  V  de- 
viendra ainsi 

\=zlrr  [cos  (i^  4-  ^'  —  ^n)  —  cos  (y'—  ii)]; 

et  c'est  cette  valeur  qu'il  faudra  substituer  dans  l'ex- 
pression précédente  de  R,  qui  n'éprouvera  pas  d'autre 
altération.  * 
Cette  expression  conservera  la  même  forme,  quel 


1 
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que  soit  le  plan  passluni  par  le  centre  du  soleil  y  atttpxel 
on  rapporte  le  mouyement  des^  deu^  {danètes  >  pourvu 
qu'on  exprime  les  coordonnées  or,  jr^  z,  a/,  etc.,  rela- 
tives à  ce  plan ,  en  Ibnction  des  coordonnées  polaires 
de  m  et  de  m'  ;  elle  a  donc  toute  la  généralité  dont 
elle  est  susceptible. 

2.  Il  nous  sera  nécessaire  dans  ce  qui  va  suivre  d*ia- 
traduii^  d&ns  la  fonction  R  leà  variâbted  ^i  déter- 
mittenl  k  position  du  plan  Mobile  de  l'orbite  de  m 
par  rapport  à  un  plan  fixe  quelconque,  quantités 
qu'elle  né  enferme  qu'implicitement ,  sous  la  foncne 
poécédente.  Pour  ceia,  nommons  p  et  p'  les  indiuai^ 
sons  respectives,  «C  n  et  FI'  les  k^ngîtudes  des  nonads 
des  orbites  de  m  et  de  m\  Sur  ce  tio^utteau  plan  ^  on 
aura 

cos  y  =  cos  9  oos  (p'  -4-  sin  (p  sin  ^'  cos  (n'^-^  II)- 

En  substituant  donc  dans  R  à  la  place  de 

A*  =  2  (1  —  cos  y)  sa  valeur,  cette  quantité  se 
trouvera  exprimée  en  fonction  des  angles  (p,  ^%  FF 
et  n',  relatifs  à  un  plan  fixe  quelconque  passant  par 
le  centre  du  soleil. 

Si  l'on  rapporte,  comme  tïotis  Tâvons  fait  n*  86  , 
livre  II  y  le  mouvement  de  m  au  plan  de  son  orbite 
primitive,  l'inclinaison  (p  et  l'angle  II'*— FI  seront  de 
l'ordre  des  forces  perturbatrices,  et  Ton  pourra  né- 
gliger kfur  carré  quand  on  fera  abstraction  des  quan- 
tités du  second  ordre  par  tlap^ort^  à  ces  fonaesw  En 

nommant  donc  y  ce  que  devient  y  relativeittieiit  à  un 
temps  quelconque  compté  de  l'instaifit  qu'on  a  choisi 
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pour  époque,  on  aura  ^zs^y^et  par  conséquent, 

(X}^y  =  cos ^  +  sin ^  siny. 

U  faudra  donc,  dans  l'expression  de  R,  substituer 
2(1  -^cos^.— sîn^sin  j<)  à  la  place  de  X*;  eu  nommant 

R  la  fonction  résultante,  on  aura  ainsi 


if=:l»£ 


^r*+t^* — 2r/cos(/  —  i^)  —  x*y  +  2  sinf  sîn  yV 

rcos(/— t')        I  ^.V   ,     •    ^  •        Vn 
71 ^^  i7É+sm(psm>^J. 

On  peut  observer  d'ailleurs  que,  si ,  pour  plan  fixe 
des  0^7*,  on  prend  un  plan  passant  par  l'intersection 
commune  des  deux  orbites,  et  ayant,  relativement  à 
cliacune  d'elles,  la  même  inclinaison  que  le  plan  de 
Vorb)te  primitive  de  m ,  on  aura 

m 

X  =rco8(i*— n) ,    jr  =r8in(i' — n)co^^ ,     z  :=rs\n(y — n)sin^  , 
sif^r'co%(/ — n),    j-'œr  8m(/— ^n)cosy,    «'=:r  ainCf'—  n)siov. 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  Texpression  (i) 
de  R ,  et^  qu'on  n^lige  le  carré  de  sin  p,  quantité  du 
second^  ordre  par  rapport  aux  forces  perturbatrices , 
on  retrouvera  Texpression  précédente ,  et  cette  ex- 
pression d^aîUeurs,  diaprés  ce  qu'on  a  vu,  est  indé- 
pendante de  la  supposition  que  le  plan  fixe  passe  par 
la  commune  intersection  des  orbites  de  m  et  de  m'. 

On  conçoit  maintenant  que ,  si ,  dans  les  deux  fonc- 
tions R  et  R,  les  variables  r,y ,  ^,  i/,  et  la  constante 
T,  lU.  * 
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n  avâint  les  mêmes  valeurs,  en  sorte  que  la  valeur 
de  la  fonction  A  fut  la  seule  altérée  en  passant  de  l'une 
à  l'autre,  on  déduirait  immédiatement  l'expression 

du  développement  de  l^de  celui  de  R ,  en  substituant 
dans  ce  dernier,  X*  — ^  2  sin  j^J\p  à  la  place  de  A*;  mais, 
par  Tefiet  du  déplacement  de  la  commune  intersection 
des  orbites,  les  quantités  v,  v'  et  n  ont  des  valeurs 
différentes  dans  les  deux  fonctions.  Commençons 
donc  par  déterminer  les  aqpraissemêns  que  subissent 

ces  angles  lorsqu'on  passe  de  R  à  R. 

Pour  cèta  considérons  le  triangle  spfaérique  com- 
pris entre  le  plan  de  l'orbite  prinrîtive  de  m,  celui  de 
son  orbite  nf^obile ,  et  le  pka  de  Toribite  de  m'. 

Les  trois  angtes  de  ce  triangle  seront  (p>  >et  i8ô** — y 

et  j  en  nommant  J^II  le  côté  opposé  à  l'angle  y ,  par 

les  régies  de  la  trigonométrie  sphérique ,  on  aura ,  ^ 
très  peu  près 

pour  les  deux  autres  côtés  respectivement  opposes^ 
atix  angles  ^  et  180**  -»-  y. 

Maintenant  (^  —  FI ,  compté  sûr  le  plan  fixe ,  est 
l'angle  que  forme  le  rajrou  r  avec  la  ligne  des  noeuds 
de  l'orbite  '  m'  sur  Torbite  prîmîtîve  de  qï  j  i^'  rr-  lï' 
est  l'angle  que  forme  le  rajon  vecleur  r'  avec  cette 
même  droite  comptée  sur  le  plan  de.  l'orbite  de  m'. 

Si  l'on  nomme  i^,  </  et  n'   ce    que    deviennent    les 

quantités  (^,  i^'  et  îl  relativement  à  la  fonction  R, 

il  est  clair  que  les  angles  ^  —  n  et  ^'  —  11'  seront  les 
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longitudes  des  rayons  r  et  /^comptés  i^pectivement 
sar  les  plans  des  orbites  vraies  de  m  et  de  m' k  partir 
de  llntersection  de4'ôrbite  dèin'^vec  Torbite  mobile 
de  m,  et ,  en  considérant  le  petit  triangle  sphérique  dont 
nous  venons  de  dëwrmitier  |es  trtnft  ûÀtéd^  il  Ht  âisd 
de  voir  q«i'«ii  âiim 

OU  bien , 

1       ri  ri        f  xsinip*n    ,  thi<^n 

t^  — n  =  i^— pn-r-(l  COS^^)— ^-^^ ^-f- 


p'— n'=:i^'— TI  + 


8111 V  siny 

SÎDy 


cest-à-rdire qu'en  passant  icle  la  fonction  R  àla  fonction 
R,  l'angle  (^croîtra de — (i-^— cosT')^^^?^ — ,  et  l'angle  n , 
qui  désigne  la  longitude  du  noeud  de  Forbife  de  m' sur 

l'orbite  mobile  de  iwude— r^^^^î^ — ,  J^II  étant  le  mou- 

vement  pendant  le  temps  f  du  nœud  de  l'orbite  mo- 
bile de  m  sur  le  plan  fixe  j  «nfia  1«  fonction  A  recevra 

laecroissement  -—  — ^  J^^.  En  négligeant  donc  le 

cftrrc  de  iAp  et  de  i^n  >  on  tara 

(^  Les  (aates  signalées  dans  rerràta  qui  tt  Y^ppditetit  à 
cette  pafie  ont  été  corrigées. 
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f[  £s  R—cTnsin  p  tang  ^>^ 

.    Jnsin^  dR. .     iç  sin  y  i/R 
-       sic  y    *dtl         .  A        ^*^ 

A  la  ^lacé  dé  J)H  et  4^  J^^  qui  détermiaeat  les  ya^ 
Hâtions  de  Torbite  mobile  de  m  relativement  an  plan 
ûxe  de  son  orbite  primitive ,  on  peut  introduire  dans 
l^expressioû  précédente  les  quantités  petq,  que  Ion 
considère  ordinairement  dans  les  formules  du  mou- 
vemeiit  troublé,  et  qui  sdnt  des  fonctioas  données  de 
ces  mêmes  quantités  /Il  et  J^.  En  eàet  si,  comme 
dans  le  n*  4^  du  second  livre ,  on  fait 

/^ssj^.sin^skin,        9=s  J^.sin^cosn, 

r 

ttx  effectuant  la  diffiérentiation  et  en  supposant^  pour 
plus  de  simplicité,  n=:ô  dans  les  résultats,  ce  qui 
revient  "a  prendre,  comme  nous  le  ferons  dans  la 
suite,  l'intersection  commune  des  deux  orbites  pour 
Torigine  d'où  les  angles  sont  comptés.  On  aura 

'     psssin^  J^n,        rç  =  J^^^ 

€l  par  conséquent  : 

■      •  '« 

r        ^*^  dv       siB y <fti 

Cette  valeur  est  celle  qu'il  faudra  substituer  dans 
les  fiormules  des  n"**  44  et  45  dû  second  livre ,  qui  dé- 
termineiitles  variations  di£férentielles  des  élémens  du 
mouvement  elliptique  de  m  autour  du  soleil  troublé 
par  l'action  de  m',  et  l'on  voit  qu'il  sera  facile  de  dé- 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  1 1 

daire  par  la  differentiation  dû&  différens  termes  de  R 

les  termes  €orresp<)tiâan$  de  R,  ce  qui  dispensera 
d  effectuera  développement  de  cettedemière  fonction. 

5.  Cela  posé,  si  l'on  développe  l'expression  de  R 
par  rapport  aux  puissances  ascendantes  de  A,  on 

aura  : 

A=m  I  ■    '  -^        .  ;i    y        .  .  -^ :73 ■   1 

L  V/r»  +  /*^zrr  cos  (t''  —  v  )  '^  J 


I 


^ «  I 


*  [r*  4- ''■  —  2"^  C08  (t/ 


to'A^.Ïx'V 


'î*'4  6  j-^^  ^»^ ^  eus  (/—  i')]* 


I 


-f-  m'.-.7.2.|x*V*  ' 4 

•+-  etc.  ; 

série  dont  la  loi  est  évidente.  lies  inclinaisons  des 
oril^le^  Aes  principàleft  planèleft  l'une  «ur  l'autre  étant 
de  très  petites  quantités ,  on  n'a  point  considéré  ju««- 
qu'id  dans  leurs  perturJbations  les  inégalités  dépen- 
dantes des  puissances  des  ioelinaisons  supérieures  à 
la  quatrième,  et  l'o^  verra  en  effet  daQ8  la  suite,  que 
ces  inégalités  doivent  être  toat-à-£ût  insensibles.  Nous 
nous  l)omerons  donc  désormais  à  conâdérer  les  trois 
{Memî«rs  termes  de  la  précédente  série* 

Par   les    formules   du    mouvement    elliptique  » 
on  a  : 


1 
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^=  I +1  e*— (e  —  I  c» +  — e» )co8(n<4-e— ») 

—  f-C*  — xC*  j  COS  3  (  !!<+«—•«») 

—  =  c*  cos  4  («<  4-  « —  ») 

—  38l  ^  c^s  5  (  n<  +  €  —  «)  +  etc., 

çz=nt  4- € 4-(3C  —  j c»  H- -g e*  ) sîn  (n« H-  «  —  û>) 
-|-  Q  e'  —  i^  e*  j  sîn  2  (ti^  +  €  —  oï) 

+  --g-  e*  sin  4  (  w<  4-  €  —  û>  ) 

H-  ^^  e*  sîn  5  (  n^  +  €  —  û>  )  H-  etc. 

Les  angles  nt  -^6  et  a>  étant  supposés  comptés  de 
la  même  origine  qae  Tangle  p,  les  valeurs  donneront 

celles  de  —,  et  de  i^'  en  marquant  d'un  accent  les  let- 
tres n,  e,  gelcù.    . 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  R ,  cette  quantité 
deviendra  fonction  des  longitudes  moyennes  nt  -f-  €, 
n't  -|-  é'  des  deux  planètes ,  des  longitudes  des  péri- 
hélies, des  demi-grands  axes,  des  excentricités  et 
de  l'inclinaison  mutuelle  des  orbites,  et  l'on  pourra 
la  développer  en  série  de  sinus  et  de  cosinus  d^angles 
proportionnels  knt'^ê  et  n't  4-  e',  d'après  les  prin- 
cipes établis  n^  4^  du  second  livre. 
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Pour  cela,  on  supposera  d'abord  les  orbites  circu- 
lairesy  ce  qui  donnera  r=a,  r'zsza!^  (^niii^-f-g, 
^-=1111 4-  ^,  et  par  conséquent, 

+  ^.X4V'. ; : .. 

En  nommant  V  ce  que  devient  V  dans  la  même 
hjpotbèse ,  c'est-à-<lire  en  supposant  : 

V'=7««'[co8(n/+m+/—i— an)  — «08(n'i—ii/ -!-•'— i)]. 

On  donnera  ensuite  à  a,  a^  i»^  +  £,  n't  +  d,  des 
accroissemens  a2£ ,  a'i^,  (^  et  v\  qui  comprendront  les 
termes  des  valeurs  de  r,  r\  v  et  i;',  qu'on  a  d'aboitl 
négligés  ;  en  sorte  qu'on  aura  : 

et  il  sera  facile  de  développer  R  en  série  convergente 
par  rapport  aux  puissances  ascendantes  de  e ,  e'  et  5.. 
En  efiElet ,  faisons  comme  dans  le  n**  48  du  second 

livre. 

[a*  +  a'^  —  aaaf  cos  {n't  —  nt  +  ê'-^gyf^ 
—  ^  cos  (n't  —  nt  +  €'-^ê) 

=  i  2 A^'>cos i{n't -^nt  +  ê'—^i) 
[a*  +  a"  —  aaa'  cos  (n't  —  nt  +  i  —  g)]"! 
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Suppomns  do  plos^ 

[^•-l-a'»  —  aoa' cos (n'f  —  w^ -f- €'  —  s)]**    - 
aai  SC^*^  cos  i{n't  —  nt+e'  —  e). 

La  caraçtéristîque  2  devant  s'étendre  à|  toutes  les 
valeurs  entières  de  i  positives  ou  négatives  y  com- 
pris zéro ,  en  observant  qu'on  a  généralement  : 

sin(/<  +  Z)2A«co5ï(n'<  — n<  +  6'— 0 

=  2  AW  sin  [i{n't  —  n<  -f-  e'  —  é  )  +ft  -f-  /  ] 

cos(/<  +  /)  2  À«cos  i(n'<  —  n«  H-e'  —  s  ) 

=  2  AW  cos  p (n'<  —  n<  +  é' —  €) +yî -f- Z] 

srn  {Ji  4-  0  S/'v+'AWsitt  t  [v^t—nt  +  ê'  —  s) 

=r  —  2/•»*«AWcos[I(7^'^-/^f+6'— 6)-f:/i-J-fj, 

.  » 

ft'\-  l  étant  un  angle  et  g  xm  npmbrç  çntier  quel- 
conques ,  et  de  même  pour  les  fonctions 

2B^^  cos  iÇn't'^nt+  e'  —  ^ 
et  20^cosi(/^'^  — /2^  +  iÊ'  — g)t  . 

La^  fonction  R',  en  substituant  pouf  V  sa  valeur, 
et  en  faisant  >  pour  abréger ,  n't  —  nt  +  ê'  —  e  ==  ot 
deviendra 

On  pourra,  dans  cette  formiple ,  supposer,  quel  que 
soit  /,  '■ 


cos  n 
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Af  =  aa'm,       Af  =  a^a!^  €«• 

Par  cette  nouvelle  notation,  les  quantités  A^^, 
Ajf,  Â^y  seront  toutes  trois  des  fonctions  homt>gènes 

de  a  et  a^  de  la  dimension  —  i ,  ce  qui  dcmner^  à 
la  fois  plus  de  régularité  et  de  simplicité  ^xxn  {or- 
moles.  Pïous  ne  £a]6on3  toutefois  qu'indiquer  cette 
QûtatioQ  à  ceux  qui  Youdraieot  s'occuper  du  dévelop- 
pement de  la  fonction  II ,  et  noue  continuerons  à  coih- 
sidérer  les  quantités  B^^  et  C'^  pour  conserver  Tanar 
logie  des  formules  suirantes  avec  celles  du  sçcoud 
livre. 

Cela  posé  j  on  pourra  regarder  2A^'^  cos  ioL 
comme  une  fonction  donnée  des  trois  quantités 
a^  d  ^X  €t^  que  nous  supposerons  variables.  Or^ 
si  Ton  nomme  z  une  pareille  fonction,  et  que  les 
variables  devenant  simultanément  a-\^au^ti  '^  a!iC^ 
a-f-  /^—  i^^,  on  désigne  par  qm.^^  le  coeflScieut  du 
produit  a"a'*  «"m'"  C<^^—  v^^9  dans  le  développement 
de  Ja  fonction  résultante  ^  on  sait  qu'on  aura  généra-^ 
lement  : 

■'^^   •  (i.a.3...7il)  (1.2.3.../1)  (i.2.3...y>j 

On  déterminera  par  cette  formule  les  coèffi- 
cieos  des  diffà'ens  termes  du  d^veloppetxwnt  de  la 
finicéon  SA^^  cm  ùl;  en  retopiaciiil;  0080110.1^9  ^'9 
^1  ^  ^/2f  pa^  leHrs  «rdeurs^  on  développera  les  pro^ 
duits  BQCDessiis  a"  w'"(«/'^**-  i^y'  ea  séries  ordonnées 
par  rapport  aux  excentricités  des  orbites  ei:  prolon«- 
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gées  jusqu'aux  puissances  de  ces  quantités  auxquelles 
on  voudra  avoir  égard.  Quand  ces  séries  seront  for- 
mées, il  sera  facile  d'obtenir  par  une  simple  substi- 
tution le  terme  de  R  dépendant  d'un  argument  donné 
et  d'un  ordre  déterminé  par  rapport  aux  excentricités 
et  aux  inclinaisons. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  s'applique  évidemment 
aux  quantités  Z  B^'^  cos  iet. ,  2  C^'^  cos  ia,  et  peut  s'é- 
tendre aux  quantités  2B^'^cos(m6+  2/t^-f-  ^^  -^  2!!), 
2CCO  cos  f  ict  ^  içii  -f-  4«  —  4^  )  î  il  suffira  de  regar- 
der ces  deux  dernières  comme  contenant  les  varia- 
bles a^  a\  a,  et  n/  +  c  9  et  de  les  développer  eomme 
les  précédentes  par  la  formule  de  Taylor  étendue  à 
quatre  variables. 

On  pourra  donc ,  dans  tous  les  cas ,  former,  d'après 
les  principes  précédens ,  le  développement  de  la  fonc- 
tion R,  étendu  jusqu'à  tel  ordre  de  termes  qu'on 
voudra  considérer,  et  l'on  n'éprouvera  en  général 
d'autres  difficultés  que  celles  qui  résultent  de  la  lon- 
gueur des  calculs,  qui  se  compliquent  de  plus  en  plus 
à  mesure  qu'on  a  égard  à  des  puissances  plus  élevées 
des  excentricités  et  des  inclinaisons. 

4*  Considérons  le  terme  lé  plus  général  de  ce  dé- 
veloppement ,  que  nous  supposerons  de  cette  forme  : 

m'k  cos  {ifn't  —  int  •+•  î'é'  —  ie  —foù  — Jg)  —  a/^Tl). 

II  résulte  de  ce  qui  précède,  que  les  angles  cù  ,  ûù' ^ 
et  n,  ne  peuvent  être  introduits  dans  l'expression  de  B. 
que  par  la  substitution  des  valeurs  de  r,  r',  (^,  p'  et  V. 
Or,  par  les  formules  du  mcmvement  elliptique  ,  on 
voit  que  l'angle  nt-\'k  sous  les  signes  sinus  ou  cosi*- 
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nus  est  toujouTs  accompagné  de  Tangle  —  C9  dans  les 
expressions  de  r  et  de  (^,  de  même  l'angle  n't  -f-  ê'  est 
toujours  accompagné  de  f  angle  -^  a»';  enfin  dans  la 
valear  de  V  l'angle  n't  +  n^  4-  ^'  +  «  sera  toujours 
accompagné  de  l'angle  •—  211.  Cela  posé ,  le  terme 
qui  précède  peut  s'écrire  ainsi  : 

^'A:  cos  [ip^f-f)  (n'^+€')-('+/+/")  {nt+,) 
+f  {n't  +  €'—  0')  +JXnt  +  €^ro) 

Les  trois  derhiers  angles  qui  entrent  sous  le  signe 
cosinus  appartiennent  aux  termes  périodiques  des  va- 
leurs de  r,  r ,  i?,  /  et  V.  Or,  si  les  orbites  étaient  cir- 
culaires et  dans  le  même  plan ,  le  coefficient  de  n't 
serait  égal  à  celui  xlé  ntj  puisque  l'angle  n't — /z^+ê'— g 
et  ses  multiples  serait  le  seul  dont  le  cosinus  enti^erait 
dans  la  valeur  de  R ,  en  sorte  que  le  coefficient  de  n't 
ne  peut  surpasser  celui  de  nt  ou  en  être  surpassé  que 
par  l'introduction  dès  termes  dépendans  des  excen- 
tricités et  des  inclinaisons.  Il  suit  de  là  qu'on  aura 
généralenaent  entre  les  quantités  /,  T,  J^  J%  j^\  la  re- 
lation suivante  : 

'■'-/'-/'=^+/+A  ou  bien  i'_.i^/_/'-2/'=o, 

^y  ^yfyf'y  f  y  étant  des  nombres  entiers  positifs  ou 
négatife  quelconques. 

Quant  au  degré  d'élévation  du  coefficient  k ,  nous 
remarquerons  que  les  valeurs  elliptiques  de  r,  i^,  /,  (^', 
sont  telles ,  que  les  coefficiens  des  sinus  ou  cosinus  de 
chaque  multiple  de  l'anomalie  moyenne  /z^+  €  —  a> 
forme  une  série  procédant  suivant  les  puissances  de 
"     Tome  I.  2 


i8  THÉORIE  ANAI.TTIQUB 

rexceatricité  e ,  et  dans  laquelle  les  exposai»  vont  ea 
croissant  successivement  de  deux  unités  à  partir  da 
premier  terme  f  qui  a  pour  exposant  le  nombre  même 
qui  multiplie  T^ngle  nt'^eon  l'angle  eo.  Il  en  est  de 
même  des  valeurs  de  /  et  v^  relativement  a  l'excen- 
tricité e'  et  à  l'angle  û>^  Observons  encore  que  la 
quantité  V  étant  toujours  multipliée  par  A*,  le 
coefficient  de  II  dans  le  terme  dépendant  de  l'angle 
i^  +  i/  —  211,  ou  de  ses  multiples,  sera  égal  à  l'ex- 
posant de  la  puissance  de  A  dont  ce  terme  est  af- 
fecté. U  suit  de  là  que  dans  les  termes  indépen- 
dans  des  inclinaisons  la  somme  des  coefficiens  des 
angles  m  et  cù\  pris  avec  le  signe  + ,  sera  la  limite 
inférieure  de  la  puissance  des  excentricités  à  laquelle 
s'élève  le  terme  que  l'on  considère  dans  le  dévelop- 
pement de  R,  et  que  dans  la  partie  dépendante  à 
la  fois  des  excentricités  et  des  inclinaisons  la  somme 
des  multiples  des  angles  cû,  œ'  et  Tl,  pris  positive- 
ment, indiquera  Tordre  le  moins  élevé  des  termes 
du  développement  de  R  qui  dépendent  d'un  argu- 
ment déterminé. 

Ainsi  le  coefficient  k  sera  de  l'ordre  f'^f^^y 
ou  V^—if  d'après  la  relation  ^'-^i — f — ^y*'— 2/^—0, 
et  ce  coefficient  se  composera  d'une  série  dont  le  plu- 
mier terme  aura  la  forme  kefé^^hf^j  les  nombres  fy 
f\  f\  étant  pris  avec  le  signe  -H ,  et  A  étant  une 
quantité  indépendante  des  excentricités  et  des  incli- 
naisons; le  deuxième  terme  de  cette  série  serait  de 
l'ordre  £'— - 1-|-  2,  le  troisième  de  l'orcjre  ^^-^£^-4; 
et  ainsi  de  suite;  en  sorte  que  le  facteur  commun 
efef^X^  ôté ,  tous  les  termes  de  la  série  k  ne  renfer- 
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mçiontqiie  des  pnissanoefs  paires  de  e,  e^  et  X.  En  ne 
considérant  donc  parmi  les  termes  qui  dépendent  de 
Pangle  Vn^l  —  int  que  ceux  qui  sont  de  Tordre  le 
moins  élevé ,  le  terme  général  de  R  sera  de  la 
forme 

Ae^e'^A*^  cos  (iV/—  int  ^-faf  — >  —  a/'^) . 

Les  nombres  f^  f\  f\  sont  supposés  positifs  ;  s»  Fun 
d  eux  ^  f  par  ex^ple.^  était  négatif^  le  terme  précé- 
dent serait  de  Torare  V  —  i^^^fy  la  somme  des  nom- 
bres f^  f^  et  2/^,  pris  avec  leurs  signes ,  devant  tou- 
jours être  ^ale  à  f '~  i. 

Lçs  considérations  précédentes  sont  surtout  utiles 
lorsqu'on  vçut  détennîaer  à  priori  les  termes  du  d^ 
veloppement  de  R  cpii  dépendent  d'un  argument 
donné.  On  voit  que  si  parmi  ces  termes  le  moins 
élevé  est  de  l'ordre  /,  le  même  argument  ne  se  re- 
produira plus  que  p^rmi  les  termes  de  l'ordre  /  +  2  ^ 
ou  de  l'ordre  /  +  4x  ^^^«1  ^^  wtXe  que  si  /  est  un 
nombre  pair^  tous  les  termes  sercmt  d'ordre  pair ,  et 
ils  seront  d'oirdre  in^pair  dans  le  cas  contraire.  Ce 
résultat  provieiat  nop^-eeulement  de  la  forme  des  va^ 
leurs  de  r,  r',  v^  9'j  mais  encore  de  ce  que  la 
foqctiop  IV  doit  êtie  indépendante,  de  l'origine  des 

Ainsi,  par  exemple^  si  l'on  proposait  de  déter- 
miner les  termes  de  R  relatifs  à  l'argument  Sn't — nnt^ 
ou  voit  que  les  moins  élevés  parmi  ces  termes  se- 
raient de  l'ordre  5—3  ou  du  troisième  ordre  y  les 
suivaBs  du  cinqmèmei  et  ainsi  de  suite.  Si  l'on 
considère  seulement  les  termes  du  troisième  ordre. 
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on  aura  f+f+  2/"  =  o  ;  les  nombres  /,  /',  /', 
étant  supposés  positifs,  on  pourra  former  six  combi- 
naisons différentes ,  selon  que  deux  ou  un  seul  d'en- 
tre eux  seront  supposés  nuls,  et  les  autres  successive- 
ment égaux  à  I,  2  ou  3,  /"  excepté,  qui  ne  peut 
être  que  nul  ou  égal  à  i .  Les  termes  dont  il  s  agit 
seront  donc  compris  dans  Tune  des  formes  sui- 
vantes : 


M^^V     cos  {Sn!t  —  2nt  +  5J  9  ^^  —  So)), 

M^' Ve'  cos  {Sn!t  —  ^nt  +  5^  —  ae  —  2(0  —  û>'), 

M^'W*  cos  {5n't  —  ^nt  -f-  5e'  —  m  —  m  —  3û>'), 

M'^V*    cos  (5/i'^  — .  mt  +  Sfi'  ~  26  — 5a')# 

W-^^eX^  cos  {Sn't  —  ^nt  +  B^  —  2€  —  «  —  2!!), 

M^*Vâ»C,OS    {Mt  —   2TU  +   5€'    —    26  — 0)'— 20). 

Quant  aux  quantités  M^**^,  M^'^,  etc. ,  il  sera  facile 
de  les  déterminer  d'après  ce  qui  a  été  dit  n^  5. 

On  a  souvent  besoin,  dans  la  théorie  des  pertur- 
bations planétaires,  d'avoir  les  différences  de  R, 
soit  par  rapport  à  r,  soit  par  rapport  à  v ,  soit  enfin 
par  rapport  à  la  latitude  j.  Pour  les  obtenir,  j'observe 
que  la  valeur  elliptique  de  r  peut  se  mettre  sous  la 
forme  r  =  a (i  -f- 1^) ,  en  désignant  par  uxxne  fonc- 
tion dépendante  de  l'excentricité  e,  mais  indépeu- 

dr 
dan  te  de  a*  On  tire  de  là  -7-  =  i  -4-  2/:  et  comme  r 

da 

est  la  seule  des  variables  r,  i^,  r',  p',  qui  renfernie  a^ 
on  aura 

dSt  _^d^  f  V dîk   r 

d^~dF'^^'^^^  —  dr*a' 
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oa  bien 

dBi ^ 

dr  '"^     da* 

Quant  à  la  différentielle  partielle  j-^  on  a  (^ss/i^-^^+^i* 

en  désignant  par  (^^  une  suite  de  sinus  de  l'anomalie 
vraie  nt^e —  r.?  et  de  ses  multiples.  La  partie  pério- 
dique du  rayon  vecteur  est  composée  d'une  suite  de 
cosinus  semblables  ;  on  aura  donc  la  différence  de  R 
par  rapport  k  i^,  en  dîfférentiant  la  valeur  de  cette 
fonctioti  par  rapport  à  l'angle  £ ,  en  tant  qu'il  n'est 
pas  accompagné  de  l'angle  cj ^  c'est-à-dire  qu'on 

aura 

dK  _  dK 
dv   ^   di  * 

pourvu  qu'en  prenant  cette  dernière  différence 
on  ait  soin  de  considérer  comme  constans  les  an- 
gles e  —  œ  qui  sont  introduits  dans  R ,  soit  par  le 
rayon  vecteur  r,  soit  par  la  partie  périodique  de  la 
longitude  i^^  et  qui  ^  par  cette  raison ,  ne  doivent 
pas  varier  ;  c'est-à-dire  qu'on  aura  généralement , 

en  faisant  tout  varier  et  observant  que  ^^  =  ^  ; 

dK        dR     ,    dK 

^^■^■■MM       ^^^^^^      ^■■■^iHHa        aM^H^       aa^BiH^ 

dif  ndt     *^  dm* 

Enfin ,  pour  avoir  la  différence  de  la  fonction  que 

nous  avons  désignée  par  R,  par  rapport  à  s^  j'observe 
que  s  étant  la  latitude  de  m  au-dessus  du  plan  auquel 
on  rapporte  son  mouvement  ^  si  l'on  nomme  ^  l'in- 
clinaison de   l'orbite  sur  ce   plan    fixe,   on   aura 
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^  =  sin  9  sin  (i^  —  II) ,  et  par  conséquent 

dK        dK   -     ,         rt\ 
-y-  =  "T-  sin  (i^  —  ni. 

d(p         ds  ^  ' 

J^  désignant  d'ailleurs  par  7^  l'inclinaison  mutuelle 
des  orbites  de  m  et  wl^  on  a,  n®  2^ 

cos  9^  ss  cos  ^  cos  (p^ -*f- sin  ^  sin  ^' cos  (rr«— -fl). 

Si  Ton  differentie  cette  expression  par  rapport  à  ^  et 
à  9,  que  dans  la  différentielle  on  fasse  9s=sol,  ^'=  y 
et  n'  =  n,  ce  qui  suppose  que  Ton  prend ,  comme 
nous  le  faisons  y  pour  plan  fixe  le  plan  de  Torbite  pri- 
mitive de  m ,  on  aura  t/j^  =  —  tip ,  et  par  consé- 
quent, 

^ I  ^ 

ds  ^  *""        sin  {y  —  n)  *  dy 

Si  m  était  en  mouvement  sur  le  plan  même  de  l'or- 
bite de  nJy  on  aurait  ^c=sin^sin(p-— n)^  et  par 
conséquent , 

^  .       JR 

J  -^  =:  —  sm  >  :r-- 

ds  ^  dy 

Nous  avons  supposé  dans  ce  qui  précède  A =a  sin  ^5^, 
ce  qui  donne  dX  =  cos  \  ydy ,  et  par  suite 

JR  _^        sin>   É? R 
ds  X       dx 

•r  I  j      ^^      ^R       'ffi-      /•  i      •      *    j  ' 

Les  valeurs  de  -r- ,  ^r-  >  t*  t  lormeront  ainsi  des  se- 

dr^dif^   ds  ' 

ries  composées  de  termes  semblables  à  ceux  du  dé- 
veloppement de  R  dont  ils  dérivent* 
Enfin  j  au  moyen  de  l'équation 
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lorsque  le  développement  de  la  fonction  R  sera  ef- 
fectaëy  on  pourra  en  déduire,  par  de  simples  diffé- 

rentiations ,  la  valeur  de  la  fonction  îî ,  qui  est  celle 
qu'il  faudra  substituer  dans  les  formules  du  n""  44 
du  second  livre. 
Par  le  n""  8i  du  second  livre,  on  a 

^ I  JR 

ds         «in  («^  —  n)  '  dq* 
dK 

Si  Fon  substitue  pour  -j-  sa  valeur  tirée  de  FéquaH- 

don  précédente ,  on  retrouvera  la  valeur  de  ^  à  la- 
quelle nous  venons  de  parvenir  d*une  manière  dif- 
férente. 

On  peul,  pour  fixer  les  idées ,  supposer  que  R  est 
la  valeur  de  la  fonction  perturbatrice  lorsqu'on  re- 
garde comme  immobile  le  plan  de  Torbite  de  m,  et 

R  la  valeur  complète  de  cette  fonction,  en  ayant  égard 
aux  variations  de  ce  plan.  Or  on  voit  que  les  diffé- 

rences  partielles  de  la  fonction  R  relatives  au  grand 
axe  a,  à  Texcentricité  e ,  à  la  longitude  c?  du  périhélie 
de  Torbite  de  m,  et  à  la  longitude  ê  de  Tépoque,  sont 
égale»  anxdifférences  correspondantes  de  R^aux  quan- 
tités près  4u  second  ordre  par  rapport  aux  forces 
perturbatrices ,  alors  qu'on  prend  pour  plan  fixe  ce- 
lui de  rorbite  de  m  k  une  époque  donnée  ;  en  sorte 
que  daM&  les  formules  qui  déterminent  les  variations 

de  ees^  éiémtQS  on  p^erut  substituer  R  à  la  plbce  de  R , 
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piosque  nous  n^igeoos  ici  les  quantités  dépendantes 
dn  carré  des  masses. 

n  n'en  est  pas  de  même  relativement  aux  variations 
des  quantités  qui  déterminent  la  position  du  plan  de 

Forbite,  et  la  valeur  de  R  donnera 

^ Ia—    '       *^ 


dp  ^2       dv  sin  y  d^ 

M  t       dK 

-r-  =  —    cos    -  >  :r-- 

dq  n   *  dx 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  (9) 
et  (10)  du  n"*  44  ^^  livre  deuxième ,  en  observant  que 

^  =  ^  +  57^^°^'^"^ 

En  joignant  aux  formules  (i),  (2),  (5),  (4),  (8),  du 
n®  44  9  livre  II ,  les  deux  précédentes ,  on  aura  par  la 
simple  différentiation  des  différens  termes  du  déve- 
loppement de  R  ^  prise  par  rapport  aux  élémens  de 
lorbite  de  m ,  les  inégalités  correspondantes  de  cha- 
cun de  ces  élémens;  ce  qui  facilite  extrêmement  le  <:al- 
cul  de  leurs  variations. 

5  .Âpres  ces  considérations  générales  sur  la  réduction 
de  la  fonction  R  en  série,  nous  allons  nous  occuper  de 
déterminer  Texpression  analytique  des  différens  ter- 
mes de  ce  développement.  Nous  avons  donné  dans  le 
n""  81  du  second  livre,  les  termes  qui  dépendant  de 
|a  premier»  et  de  la  seconde  puissance  des  excentri^ 
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cités  ;  mais  comme  nous  avons  omis  de  comprendre 
parmi  ces  derniers  les  termes  dépendans  des  incli- 
naisons y  pour  rendre  notre  travail  complet ,  nons  re- 
prendrons ici  ce  développement  à  partir  des  termes 
du  second  ordre  ^  et  nous  le  pousserons  ensuite  jus- 
qu'aux termes  du  sixième  ordre  par  rapport  aux  ex- 
centricités et  aux  inclinaisons.  D  est  peu  probable 
qu'il  se  rencontre  des  cas  où  l'on  soit  obligé  de  porter 
plus  loin  les  approximations;  an  reste,  on  y  par- 
viendrait sans  difficulté  d'après  les  mêmes  principes. 

Les  Mémoires  de  l'Institut  pour  1808  contiennent 
un  travail  de  Burckhardt  sur  le  même  sujet;  mais  des 
erreurs  considérables  s'étaient  glissées  dans  ses  résul- 
tats ;  nous  nous  sommes  attaché  à  les  £dre  dispa- 
raître ;  nous  avons  vérifié  avec  soin  les  termes  que  cet 
astronome  avait  calculés,  et  nous  leur  avons  ajouté 
les  termes  dépendans  des  inclinaisons  qu'il  avait  omis. 
L'introduction  dans  nos  formules  du  sinus  de  la  moi- 
tié de  l'inclinaison  mutuelle  des  orbites  au  lieu  de  la 
tangente  des  inclinaisons  employa  jusqulci ,  rend  le 
calcul  de  ces  derniers  termes  aussi  facile  et  aussi  sy- 
métrique que  celui  des  termes  qui  dépendent  simple- 
ment des  excentricités. 

Enfin  M.  Binet  a  bien  voulu  me  communiquer 
dernièrement  le  manuscrit  de  ses  rechercbes  sur  le 
même  objet,  présentées  à  l'Académie  des  Sciences  en 
1812,  et  dont  j'ai  parlé  n?  96  du  second  livre.  Cet 
immense  travail  contient  la  préparation  de  toutes  les 
quantités  nécessaires  an  développement  de  la  fonc- 
tion R  jusqu'aux  termes  du  septième  ordre  ;  il  a  servi 
à  vérifier  de  nouveau  quelques-uns  de  mes  résultats. 
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et  m'a  mis  à  même  d'ofinr  «rec  quelque  coofiaoïôe 
aux  géomètres  le  travail  le  pins  étendu^  et^  je  Fespèfre, 
le  plus  correct  qni  ait  encore'  été  pablié  sur  ce  sujet. 

DÉVELOPPEMENT  DE  hk  FONCTION  PERTURBATRICE  EN  SÉRIE 
ORDONNÉE  PAR  RAPPORT  AUX  PUISSANCES  ASCENDAIÏTES 
DES   EXCENTRICITÉS   ET   DES   INCUNAISONS. 

Termes  qui  sont  de  Vardre  le  moins  élevé  parmi 
ceux  qui  dépendent  du  même  argument. 

Termes  du  second  ordre. 
6«  Soit  : 

R  =  M(o).c«.  C08  [i(/i'«  '^nt  + 1'—  f)  -f- int  +  a«  —  a»] 
4- MC«>,éy.eo8  [i{n't  —  «« -h •'  —  t) -♦* ^*« "+■  a« •*-  *  —  «O 
-f-  M(») .^» . C08  \i  \n't  —  nt  +  •'  —  f)  4-  aii£  +  ai  —  a»'], 

on  aura 

M(*)=    -g-.l  i  (4*  —  5)A(0  +  a  (ai  —  I)  a  -j—  +  «•  -^—  J 

M<0=-2^.|[4{i-.i).4.a(l-i)]AC'-04-[H-4(i-i)]«^P^ 
Mt»>=    2f.J[4(^a).4^(*.a)+4]Atf*0+[6+4P-a)>^=î^ 

Nous  laissons  subsister  dans  ces  formules  les  puis« 
sances  des  quantités  i  —  i  et  î  —^  d  ^  sans  les  dévelop^ 
per^  pour  la  commodité  des  calculs  numériques  et  la 
facilité  des  vérifications. 

Les  différences  de  la  fonction  Â^'^  ainsi  que  celles 
de  la  fonction  B^'^  relatives  à  a'  ont  été  converties  en 
différences  relatives  à  a^  au  mojren  des  formules  du 
n^  5a  du  livre  second,  formules  qu^on  peut  prolon-* 
ger  aussi  loin  qu'on  le  voudra  y  et  qu'on  peut  étendre 
à  la  fonctioEi  O'^ 
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Soit: 

OBaora 

Pour  ne  pas  coai|rfîquer  les  formules ,  nous  ayom 
ÎGÎ^  comme  dans  ce  qui  va  suivre,  écrit  séparément 
les  termes  dépendans  des  inclinaisons  ;  ils  doivent  évi- 
demment être  réunis  aux  termes  du  même  ordre  dé- 
pendans  des  excentricités. 

Les  moyens  de  vérification  pour  des  calculs  aussi 
compliqués  que  ceux  dont  dépendent  en  général  les 
quantités  M^*^,  M^*^,  M^*^,  sont  précieux.  Nous  allons 
en  indiquer  plusieurs, 

La  fonelion  perturbatrice,  lorsqu^on  ne  considère 
que  la  partie  dépendante  de  la  distance  mutuelle  de 
m  à  m',  étant  symétrique  par  rapport  aux  coordon- 
nées de  la  planète  troublée  et  de  la  planète  pei^urba- 
trice ,  il  en  résulte  que  sa  valeur  ne  variera  pas  si 
l'on  y  change  ce  qui  est  ^latif  à  m  en  ce  qui  est  rela- 
tif à  m',  et  réciproquement  ;  d'où  Ton  peut  conclure 
que  si  dans  la  valeur  précédente  de  M^"*^  on  change  a 
en  a\  et  £  en  — »  î  4*  ^  >  et  les  différences  de  A^'^  prises 
par  rapport  à  a  en  différences  relatives  à  a\  la  valeur 
résultante  sera  égale  à  M^^K  Comme  les  quantités  M^*^, 
M^^  ont  été  calculées  séparément ,  il  sera  facile  de  vé- 
rifier de  cette  manière  leur  exactitude ,  et  Ton  verra 
qu'on  peut  étendre  une  vérification  semblable  aux 
différens  termes  de  la  fonction  R^  quel  que  soit  leur 
ordre. 
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Un  second  moyen  de  vérification  résulte  de  la  re- 
marque qajai  faite  JBurckhardt^  que  si  l'on  compare  par 
voie  de  soustraction  les  coeiOSciens  de  À^'^  et  de  ses 
différences  successives  dans  M^*^,  M^'^  M^^^,  et  les 
quantités  semblables  relatives  aux  cubes  et  aux  puis- 
sances supérieures  des  excentricités  ^  on  arrive  en 
général  à  des  dijQférences  constantes.  Ainsi,  dans  les 
termes  du  second. ordre,  les  secondes  différences  des 

coeificiens  de  A^'^  et  de  -^—  sont  égales  à  2*}  dans 

ceux  du  troisième  ordre,  les  troisièmes  différences  de 
ces  coefEciens  sont  égales  à  3^  j  dans  les  termes  du 
quatrième  ordre,  les  quatrièmes  différences  soiit  égales 
à  4^  ;  dans  ceux  du  cinquième  ordre ,  les  cinquièmes 
différences  sont  égales  à  5^,  et  ainsi  de  suite. 

Par  exemple,  dans  les  termes  précédens,  les  coef- 
fîciens  de  A^'^  sont  : 

ir««  diff.  a»«»  diflF. 

r      Pour  M^*^    4£*  —  5i         .   oT"^^ 

Pour  M<'>    4£*  +  ai  T  ''   ,    /  +  4 

Pour  M^5    4i*  +  gf  +  4  "*^  7^  -r  4 

Les  coefficiens  de  -^--  sont  : 

ir«t  difiF. 

Pour  M^  4î  —  2 
Pour  M^'^  4î  4-  2 
Pour  M^*5  4i  4.  6 

•    Les  coefficiens  de  -^j-  sont  les  mêmes  dans  les 
troi  s  quantités. 
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Il  sera  hdle,  *d  on  le  juge' convenable,  de  déve-* 
lopper,  par  rapport  aux  puissances  de  i,  les  valeurs 
de  M^"^,  M^*^,  M^*^;  pour  vérifier  les  expressions  ré- 
sultantes^ il  ne  faudra  plus  alors  comparer  ensemble 
lescoefficiens  appartenant  à  la  même  différence  de  A^''^, 
mais  bien  ceux  qui  sont  relatife  au  même  angle  pé- 
riodique. Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  exposer  ce 
calcul  qui  n'offre  aucune  difficulté. 


Termes  du  troisième  ordre. 


Soit: 


R  =  M<«>.tf'  .  co»  li{n't  ^  nt  -^  %' 
+  MO).c«e('.  cos  [i[n't  —  /i«  -h  •' 
+  MCO.cc'».  cos  [iln't  ^  nt  -^  / 
-+.  MO.c'ï  .  cos  ii{n't  ^  nt  +  / 

On  aura 


•)  +  3«it  +  3f 
f)  -f*  Sut  -f  3f  • 
•)  +  3i»<  +  3fl 
•)  +  3ni  +  3f  • 


.  3«] 


m 


48 


(  8iî  —  3oi«  +  a6i)A(0 
,     rfA(0 


/•      (  »!»  — ;îoi«-f 
[8 


da* 


da* 


C8( 

.6- 

+  [6 

C8( 


—  1)»— 6(i—  !)•—  5(i  — i)]  A('-0 

—  i)»  —  {*  —  i)—  4]  a  --^— 

—  i)  4- 1]  a»  —3-: —  -f  flï 


da' 


da^ 


—  a)  J  + 18  (i  —  a)*  +  8  (t  —  a)]  A('— ) 

—  a;«  4-  35(i  —  a)  -f-  10]  a 


—  a)4-8]fl»— j-j — 4,  a» 


«fa 
rf^A(«-«) 


—  3)>'+  4a(£—  3)»4-65{i-  3)  4-  a7]A<^3) 
M0)=+2l  J+  Ci2(£-3)«4-5i(£-3)4-5i]fl^^^!:l^ 


4»' 


4-  [  6(1  —  3)  4-  i5]  a«  — r— h  «5  — r-5 — 
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On  peut  Tërifier  ce&  T^eii»  par  les  mpjeiis  exposés 
dans  le  numëro  précédent.  La  troisième  différencre  des 
coefficiens  de  A^'^  est  2j  ou  3^,  la  deuM ième  différence 

des  coefficiens  de  —j—  de  même  27,  la  première  diffé- 


rence des  coefficiens  de  -^T"  f  ^*  7 

r 

Soit 


da 

da' 


R  =  N(o)cx»  CO8  li(n't  —  ut  +  •'  —  •)  -f-  3/i«  —  •  —  an], 
+  N<')cx'»coa  [i(/ï'«  —  /Il  +  •'  —  1)  +  3««  —  »'—  an]. 

On  aura 

On  pourrait  déduire  sans  aucun  calcul  les  terrpes 
dépendans  des  inclinaisons  de  ceux  qui  dépendent 
simplement  des  excentricités ,  par  les  coiisidérations 
suivantes.  Soient 

i2A«cos[î'(n7  +  0  — ^'C'^^  +  O] 

12  A«cos  [(  i+  1)  (nt+/)  —  (/—  1)  (nt-i^é)], 

deux  fonctions  qu'il  s'agit  de  développer  en  y  faisant 
varier  les  quantités  a ,  a',  nt  et  nft,  conformément  à 
ce  qui  a  été  dit  n*  3.  Si  le  développement  de  la  pre- 
mière est  effectué,  on  en  déduira  immédiatement 
celui  de  la  seconde ,  en  y  changeant  î'  en  î  H-  i  ,  et  i 
en  î-~  i;  mais  si  après  avoir  développé  la  première 
fonction  on  y  suppose  i'z=zi,  et  que  dans  le  dévelop- 
pement de  la  seconde  on  se  borne  à  considérer  les 
termes  dépendans  des  argumens  qui  se  forment  par 
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T<H9  f}'«44i^tioti,  içomniç  ces  tenues  r^ulffut  iieoe^- 

saireipçnt  d'un  dç$  trois  facteuirs  saivuns^  •  • ,  «  ^  »  p  . 

sia(jf?  +  /)SA^'>  cosf,  4^(m(Ji  yhl)XA.^'^wp, 

sia(ft^l) 2f'*'^*A^'^ iin p,  w  l'on  fait ,  pour  aJkë- 
ger,  p  ;=;  î'n'/ — int  +  Te' —  îi,  et  qu'en  n  ayant  igard 
qu  a  ces  termes,  on  a 

sm(Ji  +  l).Zk^'^cQsp:s^iXA,^^sin{p+ft  +  l) 
CQ&(ft'^().XA^'>cospç=oi:EM^cûB{p+fi  +  l) 
sin(/H-0  •  2i^***  A«>sin/»>^2r***' A«><w(/i+>+ 

n  est  évident ,  en  comparant  ces  relations  à  celles 
qui  leur  sont  analogues  dans  le  n""  5  ^  qu'on  aura 
le  coefficient  d'un  terme  quelconque  du  d(éyeloppe- 
ment  de  la  fonction  |^ 2.  A^O  cos  [(  l'H-  i  )  (n't-^$') 
—  (  i —  i)  (/î^-f-  €)3>  ^n  divisant  par  deux  le  coeffi- 
cient du  termç  correspondant  du  développement  de 
la  fonction  ^  2.A^'^  cos  [f  {n't  +  €')  —  i(nt  +  €)'}, 
dans  laquelle  on  suppose  i'  =  i,  après  y  avoir  fait  l^s 
substitutions  indiquées  plus  haut. 

Cela  posé ,  la  fonction  R\  pi*  5 ,  en  ne  considérant 
qae  les  termes  dont  nous  nous  occupons  en  ce  mo^ 

mept,  devient 


m' 


R'=  —  .2A(0  co»  i  (n't  ^  nt  +  •'  —  •) 
a 


m 


+  —  x«2.fla'BC0  cos  [(i  + 1)  (nft  +  O  —  (t  —  0  {nt  +  •)  —  an] 

+  -^x42.fl»tf'«C0^  cos  [(i  -Ka)  K«  +  0  —  (i  —  a)  (n«  +  •)  -^  4n]. 

Si  dans  le  développement  de  la  fonction 

'^2 .  A^*'^  cos  I  (  /i'^  —  «^  +  €'-—€) ,  on  désigne  donc 


m 
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par  t  le  coefficient  de  n't  pour  le  distingaer  du  coef' 
ficient  de  nt,  en  multipliant  chacun  des  termes  de 
cette  série  par  |  X%  et  en  y  changeant  i'  en  î  +  i , 
i  en  i  —  I ,  et  A^^  en  cuJ  "&%  on  aura  le  terme  corres- 

pondant  de  la  fonction  -g-  X*  2  aciW^  cos  [  (  ^  +  i  ) 

(  w'^  +  fi'  )  — (  ï'  —  I  )  (  'ï^  +  fi  )] ,  et  en  multipliant 
ces  mêmes  termes  par  -^  M,  et  en  y  changeant  i'  en 
l'H-â,  i  en  î — 2  et  A^'^  en  a*a'*Cf^^,  on  aura  le; 
terme  correspondant  du  développement  de  la  fonc- 
tion ^  .  m' A^  2  aVa'>  cos  [(/  +  2)  (n't  +  ê') 

—  (/ — 2)  (w^H-fi)]. 

On  peut  observer  que  ce  résultat  subsistera  encore 
même  après  qu'on  aura  converti,  comme  on  le  fait 
ordinairement;  le&  différences  partielles  de  A^^  rela- 
tives à  a'  en  différences  partielles  relatives  a  a;  ce 
qui  tient  à  ce  que  les  fonctions  aa'  B^'^,  a*a'*  C^^\  sont 
comme  A^^  des  fonctions  homogènes  en  a  et  a'  de 
Tordre  —  i .  • 

Cette  remarque  facilitera  beaucoup  la  détermina- 
tion des  termes  de  la  fonction  perturbatrice  qui  dé- 
pendent des  inclinaisons  mutuelles  des  orbites  ;  mais 
on  ne  doit  pas  oublier  qu  elle  ne  s'applique  qu'aux 
termes  dépendans  des  argumens  formés  par  voie 
d'addition,  et  quelle  ne  saurait  s'étendre  aux  autres 
termes. 
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Termes  du   quoirihme:  ordre. 
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8.  Soit 

R  =:  M<«>«4      CM  [i{n'l  —  »«  +  i'  —  «)  +  4'»«  H-  4«  —  4»] 

H-  M<Oe  V  cos  [i  \n't  —  »t  -*-  •'  —  •)  +  4»«  +  4«  —  3«»  —  «T 

H- M<»>«**'*  cof  [*(»'<  —  nt  +  «'  —  •)  Ht  4«<  -*-  <•  — ;  *•  —a»'] 
4-  M(»>cc'3  coi  [«  (n't  —  nt  +  •'  —  •)  H-  4"'  +  4«  —    •  — 3i»'J 

on  aura 


!«•)=-# 


.+  (3îuî  —  i68»»  +  a36«  -r  64)  a^*^ 

384"  ^  +  (^i"  --  7««  H-  4«)«*  ^^ 
lH-  (  &  —  la)  fl'  r-î-T — h  fl< 


m' 


— ,)4— 5a(r^ï)«+  aap— 1;«+  a6(i— i)]AO-')> 

-  «/AC*-») 
—0»— G«(i— 1)»— io(«— i)  +  i8  ]  a 


sa 


^ 


d*A<i-«) 


da* 


— i)»— ai(«— i)  —  9]  a' 

^-.a)44.  ,Q(i-.  a;i-a9(i— 9)«T-.a«(»-  îi)1A(''-)^ 

JAC-î) 


M(.)=+g. 


0'+48(t— a)«— i6(î— a)  —  ao]a 


da 


1+  C«4  ('  — î»)'+  36(i  -  a)  H-  i]  fl« 


<I«A<'— > 


—a)  +  o]  fl3       j  , h  a4 


da* 
rf4A<'-0 


;  —  3}4H-  84(i  —  3)ï4-i  3o(«  —  3)»+  54(f  — 3)]  AC*-*), 

dAC'-*) 


-3)»H-i56(;T-3)>+ai8(i  -  3)  +  78]  a 


MO)i=-î^ 


£2a 


SIS  '  y+  M('  -3^+  S0(i-3)  +  80  a* 


</»A<*-»)  * 


d^A(i-^) 
dai     ' 
[i6(i--4)4H.i5a(i.4)îH.499(i-4)*-h646(i-4>+-a56]A('-4), 


^+[8(.-3)+  18]  11»      ^^,      4-a< 


iH"[32(i-4)'+a64(i-î)«-+^a(i-4)+568]a 


MC4)=:^^. 


dA(«--4) 


384'  \+[a4(i— 4)»+i5o(i-4)  +aa8J«* 


rf«A('-0 


^+C  8(£--4)  +  a8]  fl'  ÏIA^V  «< 


«fa*        .      . 
<f4A(''-4> 


Tome  III. 


da^ 


dai 
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La  première  différence  de$  coeffidens  de  a?  ^  est 
•f*  I  o  ^  ]a  deuxiènde  différence  des  coeificiens  de  a*  -r^ 

est+3S,  la  troisième  des  eoeffictens  de  a  ^^  est  4*^56, 

et  la  quatrième  des  coef&ciens  de  A  est  de  même  «^^56. 
Soit 

R  =  N(<>)c*x»  coi  [i(/i'«  -^  ne  -I-  /  --  •}  -^  int  -f-  4fl  *-  M  —  on] 
H- WCOceV  coi  p(»'t  *f-  n«  -f.  i'  —  •)-+•  4n«  +  4f  -*  •—•'—an] 
4-  N<»)c'»x*  coi  B('»'«  —  ««  +  1^.—  •)  +  4i«  +  4*  -•-  W  —  an], 

on  aura 

m'^^^   f     M(i>^4^a(*--î»)--4]B('-)  ^ 

3a      |^+[4(i-.3)   4.«]a-5^+««-3^;7— .  j 

Soit  enfin 

R  x=  K()»«\4.c<M  p Vt  —  ne  -h/—  •) +4iit +4f  •-  411], 
Qn  aura 

ia8 

Termes  dm  cinquième  ordre. 
9.  Soit 

R  acB  M<«)4*  catpfw*»  —  ne  -f.  g'  —  ,)  4.  5»f  -|-  5,  —  &»] 
4-  M(0ç4c'  CQ8  p(n'«  —  n(  -f^  if  — .  ij  4.  Snt  4-  Si  —  4»  —  «T 
4-  M(»>e»«*«cospÇj»'<  —  Ht  4.  i'  -.  «y  4.  5nt  4>  5fl  —  3»  — a^O 
4-  MC'JcV^cospCn't  —  nt  4.  /  —  ,)  4.  5,i£  4.  5,  -^  a»— i</] 
4-  M(4)cff'<  co»  [*(»'«  -.  jif  4.  iT  --  •)  4-  fiwt  4-  5i  -.  •  — 4«T 
4-  M(«)c'«    C08  [if/Zi  -  »«  4-  •'  —  •)  4-  5ii<  4-  5f  —  5•^, 

on  aura 

l.3ai»  —  4ooi4  4-  17901'  —  336oi«  4-  ai94qA(0 
4.  [8014  —  76oiî  +  a375l»  —  a64oî  4-  6a5]#  ^^ 

m.A,\ »»'   7  +  tW»  ^  54oi>  4. 1940^  —  5oo]  a»      ■      - 

^^^="3843<  -»         rfa»  . 

[4*  [4pi*  —  ^701  4t.  i5o]  a»  -^,— 

^-     .  _    ,rf<A(0^    ,J»A(0 

^4.[,o.-ao]«4-_4.«5.gj^, 


{. 
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— i^(i'  — ï)* — «oC  (»  —I)  I 

J      86(*-i)4-.3g!i(£^i)»+4'9(*-i?l     ^A^ 

1      1+ 138(»— i)  —  la»  J        rffl 

,•*.  [io(î -I)  -  7]  «^ -^3jï— 4- «• -3jr- » 

r     îjp  -  a)*-  48(»  -  «)*  -  »54(«  -  i)»  K  ^^ 
l+ii4(i  — a)*+io4(i-î»)  J 

?     «to(i— 1;4— a4(i— a)»— îi7i(i— a)^l     4A(*;;;2 
1+1+    3(£  — 3i)  +  90  J        ^« 


384 


,+ [io(i-a) +6]  «4-— — +  «•  — 2^ï-- 

I       3»(i-  3)»  + 1  a8(i  -  3)4+5o(«  -  3)»  I    ^-d 


8«(i-.3)4-f344(£-3;»-h3o5(i-3)«l    ^<'-?3 
f+  [4o(i-3)-+  i3o(î-3)  H-8i]a3  -jjp- 

r         32(i-.4)»-HM(»-4)*+9ô8(*-4)n^<i^4) 
l+i>^-4)-+5ia(i-4)  / 

;         8o(i  -  4)M-7»^»  — 4)'-f-3ii47(«-4)'  \  ^  ^Ay-0 
\4-a474(»-4>+«a4  f         da  ^ 

\  ^  d»A<'-<) 

,+ £io(i -4) -^  3a]  ** -SjT"*- «' -~srr-» 

5.. 
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l+7o55(i— 5)--f8i74(t— 5)  -h3ia5  / 

i         8o(<-5}4+iQ8o(i— 5)*+5a55(i— 5)-l     <fA(^») 
■  l+io8ao{i  -5)  +7845  I  **     da 

1+  C4oCi-5)»+33o(i-5)  +  670]  «3     ^^, 
^+  [10(1-5)  +  45]  fl<  -5^4—  +  '»'      da'     ' 

La  première  différence  des  coefficiens  de  a^     ,  ^ 
es^  i3;  la  deuxième  des  coefGciens  de  a^  -j^  est  127  ; 
la  troisième  des  coefficiens  de  a*  ^7  est  845^  la  qua- 
trième des  coefficiens  de  a  ^  est  3 1 :25,  la  cinquième 

des  coefficietis  de  A  est  3 1^5. 
Soit  • 

R  =  ]V(*»)«5x*    C08  [i  {n't  ^  Rt  +  t'—  f)  4.  5»f  H-  5f  —  3»  —  aH] 
-f.  NCOc^c'x»  cos  [i  («'«  —  ne  +  •'—  i)  -f-  5/i«  -f-  5f  —  a»  ->  «'—  affl 
-4-  N(*)ec'*x»  cos  [i  (/i'«  ~  nC  +  •—  •)  -h  Sue  H-  5f  —  »  — a«'—  an] 
-I-  NOc'îx*   tîoi  [i  (n't  —  nt  -f.  #'—  t)  +  Sut  -f-  6f  —  3»'—  aH], 

on  Ihira 

[8(î  — i)ï  — 4a(i--i)»+59(i  — i)— i6]B('-0 


[  8  (»  —  a)î  —  a  (i  —  a)»—    8(i  —  a)  +  la]  B<'— > 
N<0=HJîi!f^J+  ["(i-.i)»+3(i-a)  -  '7]«^^ 


-h  [  6(i  — a)  -4-a]a»— -j— f-a» 


rffl*  </aî 


[  8  (i  -  3)î  +  38  (/  -  3)»  +  33  (»  —  3)  + 19]  B<«-3> 
jj^,^_    m^i»fl^)-f[ia(i-3j>  4- 45(1-3)  +a7]a^^:!^ 


^4-[6<t-3)   +,3]a«~^^;^H.aï_-^, 


NOsH- 


itiat^ 


384 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE. 

[  8 (ê—  4)»-h  7B (»  —  4)H-  a48  (i  —  4) 4-  «56]  B<i-î) 

+  C  6(1 -4}  +  Î14]  «• -2?— ^ '^  -^Sôï— 


Soit  enfin 

R=:  N(06x4  cos.[i{n'|^nt  +  «  —  1}+  5nt  +  5i  — «— 40] 


on  aura 


Tî(«)= 


3in'«*fl'« 


Termes  du  sîxfkme  ordre. 


10.  Soit 


H-  MOcV  CO8  [i  (n'i 

+  MOcae'icos  [i(/i'£ 
+  MC4)c«c'4co«  \i{n't 
+  M<5)ey*  cos  [i(/i't 
+  M(«)c'«    CM  [*(«'< 

on  aura 


—  »«  -f-  •'  —  •)  + 


ne  -f-  • 

nt  -f.  / 
n«  4-  •' 
nt  4-  / 
nt  ^  il 
nt  -^  %' 


f)  -f-  6/if  -4-  6t 
6/it  +  6t 


•)  +  6raf  4*  6t 
f)  -f.  6/iC  +  6f 
•)  4-  6n«  +  6f 
•)  -f.  6««  +  6f 
•)  -h  6ht  H-  61 


6»] 
5» 

4«- 

3». 


W] 

3«/] 


9»  —  4*'] 

«  —  5«i'] 


MW=4 


f         (6416  _  ,100»»  4-  866oi<  —  ÎI79ÎI5*'  J  . 

1 4-  48538i»  —  agSSîii)  J 

I        (igai»  —  a88oH  4-15780*»  —  378901»  1     <fA(0 

■*"  1+ 363îi4i  —  7776)  j"*    rfa 

1       <  </*A(*)l 

,     l4-  (a4<>**  —  37601*4-  io725i* —  i58ioi  4-  6480)  a*  "j-^ 

•  \4-(i6oA*  —  t3aoft»-^  33101  —  at6o)  a»  -t-j- 

f4,(6oi«—  3i5î4-36o)fl4^^2 

^+(iai  -3o)«*^— 4-a«-g-5r> 


9S 


M(0=:- 


7680' 


THÉORIE  ANALYTIQUE 

t-593o(i-i)34.,oa8(i-i)«+ai94(i-i)  I 
I    5      i9a(«--i)*— i76o(î-î)4-f.5o2o(»— i)»j     aA(i-') 
■*■  \-3«9o(i.-i)*-i836(i--i)  +ia5o  ]  ^     da 

i    a4o(i— 1)4— i6oo(i— i)»+a775{i— i>»l    ,rf«A<>-o| 
l— 53io(i— i)  —  875  J  da» 

!<+•  [i6o(i — i)* —  7ao(î — i)»-f66o{i-i)-+-ioo]a» — . 


'-f.  [  60(1—1)»—  i5o(i— i)  +  5o]  ii4 

«/»A<»-«) 


M<«)= 


m 


307a' 


H- 
1+ 


f  64  (^^)«-  336(i-a)'f+  I  J6(i--ti)4  1 

1-f.  61  (i— a)*— 7aa(î— 2)»— 8a4(«— a)    J 

{ 
{ 


/—a) 
+1910  (i— a)*+  a9a(»— a)  —  640]  I 


i9îi(i— ?)«— 64o(l— a)4-5o8(i— a)»  (    aA<'-«) 


a4o  (i— a)4 — 44oC*— a)'—  9i5(i— a)» 
•^«38(*— a)  •♦•SÔ» 


|+[i6o(i— a}*— iao(i— a)«— 38o(i— a)4.8ol  a^ 

J4A(»-0 
f^-[6o(i-a)*—    5(i-^a)^  56]  g*     2^4  ' 


rf»A(«-«) 


^3 


M(')=- 


m' 


33o4' 


l^  fi4a(*r-3j»H-  88o(i— 3)"-#-7oa(i— 3)  J^  ^ 


JA('-3) 


f      î9a(i— 3)5-^  48o(i— 3)4— 8o4(i— 3)»  î 
l— ai3o(i— 3}»+  a64(i— 3)  +7oa  J 

If      a4o(£— 3)4+  7ao(i— 3)5— 345(»— 3)«1    ,d*A(«--»>| 
I"*!— i35o(î-3)  —  aa5  y      da^      ' 

^  £i6o(i-3)i+  48o(i-3)»+wo(i-3)-aC4  ]«  ^"^'^^T-j 
-f  [  6Q(i-3)«4-  i5o{£-3J  +  4a]  a4  °  ^^^ 

+  [  i3(t-3)  +  18]  a*      ^,       -f  ««      ,/^6     > 


r 


MW»»    r-±** 


M(0=- 


DU  SYSTÈBfB  W  MONDE.  Sg^ 


f       igaC»--4)*+i6oo(i— 4)4-Ki3a(i-4)»1      rfA(<-0 

I     !i4o  (i— 4)4-f-t88o(«— 4)»+4485(i-4)»  1  ,  a«A<i-o| 

m'      /"^l+SSoaCi— 4)  — aoo  /''       d«* 

^^7*    \+[,6o{«--4)»+io8o(î-4)M^ioo(i-4H.ioa4]«»^^^^ 

+C  6o(f-4)*+  305(1-4)  +  344]  «<  ^4 


«7A<'-«) 


f         6ï(«-5)»-f-    96o;/-5)»-f54ao(/-5î4i 

r  f9i(i-5)»+  a7ao(i-5)44-ï43oo,/-5;Ô 
i'n+337io(i-5)*+34C84(i-5)H-td970      '  J 

f  a4o(i-5)4-f.  3a4o(i-5)»+i3575(i.5)«  1 
f"*"t+a5i8o(i-5;+i5(Sa5  J^ 


u[  6o(i^5)-+  46o(î-5)  +  85o]  «4  ^^]^^ 
(^-H  laC»-^  +  5q]  a»  — ^j5 h<t*    '^g     > 


r     .      64(/-flîN-î3»a(i-G)«-*-fttoao(i-6)4 
<  +  5oi85(«-6}>+i  1 7a3î 
l«4^{i5Gi6(£-^)  4-4^656 
f         i9îi(i.6)«H.384o{£-.6)M-îWoo('-6)î  1 
1  + 1  io3io(i-6)»+ig4964(i-6)-f-i ^56     J  "* 


r     .      64(/-flîN-î3»a(i-G)«4-ittoao(i-6)4i 

<+  5oi85(£-6}>+ii7a38(i— 6)*  [a<»-«> 


to'    7^/  îi4o(i-6}4+4aoo(»-^)ï+a«%45(i*6}«j  ,J'A(»--Ol 

+[i6o(i-6;î+9a8o(i-6;«+io66o(i-6)+ié3ao]ii'— ^j-  ' 
H-C  6o(i-6)«-f  6i5(«-5)  +  i56o]  a4  °  ^^^ 


^  </*A<»-'*ï  </«A(«-«> 


4PA 


La  première  diffërepce  des  coefficiens  àe  d?2^  est 
164  Ja  seconde  des  coefficiens  de  a^-^  est  :ao4    ht 
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troisième  des  Goefficiens  de  a^^-T  est  igSô,  laqua- 

Irièmedescoefficiensdea^^^  est  i:»79â,  la  cinquième 

des  coeffîciens  de  a^  est  46656;  enfin  la  sixième  des 

coefficiens  de  A  est  46656. 
Soit 

R  =  N(o)c<x»    cos  p  {n't  —  nt  +  f'—  •)  H-  6ff<  +  6f  —  4»  —  aH] 
-+•  N(0cVx«co8  li{n't  —  /it  -f.  *'—  i)+6n«4-6i  — 3»—  »'— alï] 
+  W<*)e«e'«x*cos  [i  («'£  —  nf  +  •'—  i)  +  6ii{  +  6f  —  3«  —a»'—  aH] 
4-  NO)e/Vco»  [i(/i'<  —  n<  +  •'—  •}  +  6/ï< -4- 6«  —   »— 3»'— ail] 
+  NO)e'^x»   cos  [i(ii'«  —  «e  +  i'—  t^  +  ôfltrfset— 4«'— aiq, 


on  aura 


f      ,6(i^,)4-.,5a(i-i)*+475(*^0- 1  Bc-o 
\«.5a8(i— i)+i^  J 


m'aa' 


1+  [3a(î-.i)»-ai6{î— i)»-f-  4ie(i— i)— aoo]  a  ^Ëpl 

]+  ta4(«— 0*—  ioa(i— i)  +90]  a»  — j— — 

+ 1  «(«-!)  -  16]  a»  --5j^  +  «)l -^^^, 

c      ,6(i-a)4-  5a(îw.a)s^ 5o(f--i)-  1 
)^,o8(i--a)  — i3o  jm     / 

m^aa'  1+pa  (.•-.a)»-6o(£^a}»^a8o(£-a)4-488]  «-^ 


N<»)==+'" 


'"    ^  +  [a4(i_,)._(J9(._a)  +  68]  «•  "  ^.      • 

+  [8(i-a)-3]«'-^-_+a«-.2---,  ^ 

l-ii8o(i  — 3) -1-193^^  -  I 

;W  1+[3a:i-3)»  +  96(i-3)«-4o{i-3)+a4]a  ^^^1 


+  LM(«  —  3)»  +6o(t  — 3)]  fl»      ^, 


DD  STSTtME  DD  MOHDE.  4t 

i-Px'i-CM->5»:t-^«+53«;i-4>+4»tt]-  -5-- 
]+  W(i-fc*+  ««9C--O  +>:«]-•  -a^i- 


<fc>        ^  <^«* 


3o6a  \ _  ..    ^    .   ^    ,      rf«B(«-0 

4-510]  a» 


m 


du* 
+C  «(— 5) +10]  •« -^-_.  +  *4-^--_ 

Soit  enfin 

R  =  N(S)e*x4  CM  [îCa'c  —  «<  +  1'—  •)  +  4iif +4i  — sa  — 41I] 
4-N(^^ec<x4co9  C<(ji't  —  ja  +  i'^4-f.4«<+4i  — •  — •'— 4n] 
+K(7)e'*x4cM  l<(A'f  _  ja  +  /.  •)  4.  4ju+4i— W— fnG, 

OQ  aura 


I    - 
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Termes  dépendons  du  carré  et  des  puissances  supé-^ 
Heures  des  excentricités  et  des  inclinaisons,  qui 
peuvent  être  ramenés  à  la  même  forme  que  les 
termes  dépendans  des  pidssances  d'un  ordre  moins 
élevé  de  ces  deux  élémens. 

Termes  du  dtofxihme  ordre  qui  ont  même  argument  que  les 
termes  indépertdans  des  excentricités, 

11.  Soit 

R  =  M(»)  cof  p  (n't  ^  nt  +  /  —  f)  -f.  •'  —  •] 
+  M(0  C08  [i  (n't  —  nt  +  •'  —  t)]  , 

on  aura,  n*8i,  livre  II, 

„^,      m'ee^     fr//-  .    w      /•  .    «*/_•.  v          dAi^-*"!!  d^A^"*-')} 

MC)=  -7-  .  ,|[4(i+i)«-^(i+i)]A(»-*-0— M— ^^ fl.___J, 

i  pouvant  prendrç ,  comme  dans  les  formules  précé- 
dentes ,  toutes  les  valeurs  entières  positives  et  néga- 
tives, y  compris  zéro. 

Termes  du  troisième  ordre  quiotu  mén^  argument  que  ceux 

du  premier  ordre, 

12.  Soit 

R  =  M(o)  C08  \i{n't  —  nt  -f-  •'  —  •)  -4-  nf  +  •  4-  •'  — '  30»] 
+  M(')  coi  [jinft  —  nt  -♦-  •'  —  i)  -^  /i£  H*  i  —  •] 
+  M<»>  cos  {i{n'^t  —  n£  ^.  /  —  i)  4-  n<  H-  •  —  •/] 
-f-  M(»)  cos  [i{»'«  —  M«  +  t*^  —  •)  4-  »«  +  »  —  a»'  -f  •]  ^ 

on  aura 

![- 8(t  + 1)^4- 14(«  +  0»  -  5  (« -f.  I)]  A(«+0 
[    »('  +  «)+i]»'--5^ïr-+«'-s,— . 


DU  STSIÈME  DU  MOKiœ.  43 

du 
_  („  +  ,)„.  _^ «'-37,-. 

i6i»ACî)-f.(8£«— 8i-4)«  ^^— (4»+8)fl«  ^- ^ 


16      1  .  <£SA(0 

—  CSp— i)'4-r4(t— !)•  +  5(i— i)+i]  AC--0 

'  V      ,  ^»A0-> 

.-^  p  (i — a)»  4- 1«  (»  —  a)*  +  8  («  —  2)]  A(«— ) 


-  [a  (i  -  a)+  8]fl--^^-; «» 


<ia3 


Nous  omettrons  les  termes  de  même  forme  qui  dé- 
pendent des  indinaisons ,  parce  qu'il  n'en  peut  résul- 
ter^ dans  les  applications^  que  des  quantités  insensibles» 
11  en  sera  de  même  dans  toute  cette  partie  du  déve-* 
loppemeut  de  la  fonction  R  jusqu'aux  termes  du  cin- 
quième ordre ,  qui  demandent  une  attention  particu- 
lière^ à  cause  de  leur  importance  dans  la  théorie  de 
Jupiter  et  Saturne. 

Termes  du  quaùricme  ordre  qui  ont  mime  argument  que  les 
termes  indépendans  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 

i3.  Soit 

R  =  M<o)  CO8  [i  (nU  —  ne  +  1'  —  ,)  -4-  5^'  —  a«] 
-^  M('>  coi  [i  {n't  —  nt  +  •'  —  f)  +  •'  —  •] 
-f  M<»)  coi  [i  (/l'f  —  «I  -f-  f'  —  t;]  , 
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on  aura 


MW= 


dA<î+») 
|4-[— i6(i-f  2)»+36(îH-a)— ao]  a  — j— • 


da» 


da^ 


M(0=:1 


^< 


4 


m'ei€^ 


3a 


V«'s 


m'tfe 


3a 


[— i6(i-fu,)H-a8(i+i)»-i4(i+i)»+a(î+ï)]A<H-0\\ 

'        </A(»"*-0 
l+C    ,a(t4-i)*-i8(i+i)+6]fl— ^j— 

i/*A(«+0 
^  .  d3A(«-4-0         ,</4A<i+0 


<2as 


Ja4 


.[— ,6(i+i)4-ha8(iH-i)3-io(i4-i)*+a(H-i)]A0"*-0 

£/A(»-*-0 
[    ao(iH.0«-i8(»+i)-6]fl^j-i 

d3A(«+«)         ,r?4A(i+'> 
— iOtf3 ^_- a4 


da* 


da^ 


ia8 


M<«)=/+ 


V4 


m'e 


ia8  • 


(  ,6  i4   —  .  9,-.  )  AO)  —  ^''^a  ^? 


d»ACO 


'-«'•^•-5;:r  +  4« 


i/»A(0 


+  a< 


<f4A(0 


(i6i4  —  171a  )  ACO  —  (  îi4j-  r-  24)  a 


</A<0 


4 


'"3i~ 


i6i4A<0  —  06'"  -  4)^  '^s^ 


'—(Si»  — i4)a« 


^»A(0 
da* 


d'ACO 


<i4ACO 


^8a»-^-4-a*.^ 
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Termes  du  quatrième  ardre  qui  ont  mêmes  argumens  que 

les  termes  du  deuxième  ordre, 
i4«  Soit 

R  =  MC»)  C08  [i  {n't  —  /i£  -f.  •'  —  •)  -*-  Mit  -f-  ai  -h  »'  —  3m} 
-+•  MCO  cos  [i  {n't  —  wf  +  i'  —  •)  -4-  ant  -4-  a^  —  a»] 
+  M(*)  cos  [i  {n't  —  nt  +  •'  —  f)  +  an£  -f-  at  —    »  —  »#] 
+  MO)  cos  [i  («'«  —  nt  -4-  •'  —  f)  +  ant  +  ai  —  a»'] 
4-  MO;  cos  li{n't  —  nt  +  •'  —  t)  -f-  ane  +  at  —  3»'+  »], 

on  aura 

[    i6(i+i)<— 68(i+i)'-f8a(i-f-i)*— îi6(i-f.r)]A(«-*-') 


M<»)=4 


l'cV 


1-hC   i6(f+i)»-4«(*+0»-M6(»+0  -ï8].i  ^^ 

/    -/    i     [— i(5i'44.ao£»]A(0-- (i6i»--i(îi»+aî+4)a^^^ 


M(0=4 


[—  i6i4  H-  6o«»  —  64i»  +  aai]  A(0 

to'c4     1+  C—  i6i'  +  48«*  —  46»  -«-  16]  a  ^^ 
'+    —27-.  <  "« 


'-3— 


m:=:< 


m 


'ce'» 


3a    • 


[,6(«— 1)4— ia(i— 1)3-6(«— i)»4-a(i-.i)]A(«-0 
|4-[i6(»-i)»— i6(«-«i)*-6(i-i)  -f.  6]  a  ^^^^^ 

|-[.7('-0  +  3]  a.  l^V^ 


<<a> 


da4 


[i6(i  —1)4+  a8{î— i)î+ïo(£-i)«+a(i— i)]A<'-0 
|+t!6(i  -î)J+  i6(i— i)«-io(î— i)  —  6]  a  "^^"'^ 


i— C»9(*— 0  +îi]«" 


rf'A(i"') 

da* 


— ['4(«  — i)  +  10]  aî r-î — fl< 


da* 


da^ 


ipS 


4 


mo)=< 
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j  _  [;i6(î  —  a)î4-  i6(i  —  a)*—  a6(i  —  a)  —  aoja  — t- 
1-4,  [a5{*  -  a)  +  Sfl  a»      ^;  - 

'-.[,6(i— a)4+76{«— a)'+iïa(i-a)«+6a(i-à)+i6]A<î-»)' 

dA(«--«^> 


3a 


mV4 
96    • 


MC<)=-I- 


mW« 


9^ 


|-|:i6Ci-a)î4-18(i-a)«+  io{i-.a)-3a]a  — gj 

'  _      </îA(i-*)   .     ,d4AC»-»> 

+Li6Ct-3)4+84C»-3)'+ïM'-3)*+54(*  -  3)]  A<r-3) 
|+[i6(i-3)'+48(i-3)«-  i4(»-3)-78]«-5j- 

j-[33(i-3)  +8i]a«  -3^-j- 
-C  4(i-3)  +i8]^B-__  _«4___. 


Termes  du  cinquième  ordre  qui  ont  même  argument  que  ceu 

du  premier  ordre. 

i5.  Soit 

R  ss  M(«)  C08  ii{n't  —  n«  +  t'  —  •)  -h  n«  +  •  +  a«/  —  3a»] 
4-  M('>  CM  li(n't  —  n«  +  •  —  •)  4-  ut  4-  *  -f    •'  —  a»] 
-f.  B|(«>  co«  [i  (n'«  —  ut  -h  t'  —  •)  +  »^  +  t  —    •»] 
-H  M<0  cos  [i(V«  —  ut  4-  «'—•)  +  n«  4-  •  —    •'] 
4-  M(4>  cos  [i  («'I  —  «t  4-  ^  —  <)  4-  »«  4-  »  —  a»'  4-    «1 
4-  M(5)  cos  [i  («'/  —  »«  4-  •'  —  •)  4-  n<  4-  •  —  3»'  4-  a»! , 

on  aura  ^  , 

f-  3a(«-4-  a)54-i9a(i  4-  a)4-4o6(i 4- a)»  K  çi^.y> 

l+354Ci4-a)»-io4(£4-a)  J 

f_  i6{i4-a)44-  96{*4-a)3-79('4-^)'L^A(«-*->| 


MW=:4 


m'cV» 


«r«AO-^*) 


384 


4-Cifi(i  4-  a)'4^(i4-a)*-344(i4-a)4-36[I««— 2j,- 

I  «/'AC*'*-*) 

'4-[3a(i  4-  a)«-96(i4-a)4-a3]aî      j^^ 

.-[  a{£  +  a)  4-  6]«4— -J «*-lEi— 


»     i 


l'eV 


iga 


M(<M 


m 


V'c* 


■354 


384' 
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r    ,«(i^,)•^,^6(*^-,)4^^|8(i^.I)3  1 

f      f6(i  4.1)4— 68(iH.i)ïH-iîi4(t-M)M     dAÇi+O 
+"\— ioîi(i+i)+3a  r      àa 

kc-  «(«+0»-f-a5(H-t)  -  i*>»  ^^, 

f      48(i-f-i)4— «t(»(i+i)H-rô5(i-fi)«l    rfA(|+0 
4C-48(*+»)'4-i a(i+i)>-ha46(i+i)-!»a5]a»^^-  '^ 

f+CH^(ï^^i)*+9o(i+i)  - 177]  «•  -sr~ 


MO 


[     3ai»  —  8oi4  4-  3i6iï  4-  ia«»  +  »<>«]  A<0 
+  C     i6i4 4- 40*5 4- 37i»  —  i8i  -+-5]tf^^ 

[4.  (;_  ,6i3  4.  iai«  4, 8i  —  4]  a«  î^^-l 

,+  C     «  +   4]a4-j_  +  a»-g-^ 

[—  3î»4»  4-  4oi4  —  8ii]  A(*) 
4,  [— 16^4 4. 44i» --  94t«  —  im4-  6]a  ^^ 


64 


l_i_r     fl-.  n    ,</5A(0 

|4-  C     o*"  —  191  —  ai]  à>    •^  ^. 

i+  [—  SK  —  lo]  a4     fc  .  ■  — fl» 


[^  3ai«  +  34^'']  A<9 


i<as 


;+  [—  16144.  4B£s  4,  4,£.  _  48;  «.  ,30]  a 


€/a 


4. 2!îflf .<  +  C     i6î5  +  40^  —  71»  —  a4o]  a» 


ia9 


+  C     8**  "—  a4*""  ^^^1  ^' 


da* 


€f«A(0 
"Si* 


.   r        .  ,    ,rf4AC>  -rf»A<') 

4.£—  ai  —  ao] «4     ^  ,  ■  —a*     ^^  ' 


<2a4 


rf««   » 


48 


384  ' 


da* 
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I       i6(i— i)44-io4(i— i)»— i55(î— 1)0   dAii-O 
^\^494(i-i)+i33  r    da 

H-[    i6(i-i)5— 84(1— 1)«— a78(i«iHa6«]fl«-      ^*^' 

^_3a(i— 1)»4.56(*— i)*— ao(i-.1)s+4(l-l)•]A('-')^ 
,6(»-i)4-f-ao(i--i)»— 64{i— 1)«  i     <iA(»"0 

a  f        da 

d«A(»-0| 


f     i6(i-i)4+a< 
ri4-  8(i-i)  -M! 


H(0=:^ 


4 


da* 


mfe*^^  7+  C    i6(i— i)»— 58(£-i)*-ii(»— i)+69]a*; 

^        I  d»A<»-«) 

]+  [-  S(i-i)«-i3(i-i)  +6i]a3~— ' 

[— 3îi(i— i)«-*-i6(ê— i)44-i8(î— 1)3— 9(î— i)«]A(i-«)> 
4.[    i6(i^i)4+i6(i— 1)1— ag(i— 1)«] g î^^j'"- 

yr/eV  /-fÇ    i6{i-.i)ï— 3a{*— 1)«]  «•      ^^^ 

]+[-  8{i-i)«-.  8(.-i)]a3  1^^ 

!..  i6(i-d)«-i5a(i-a)4-M4(t-a)n 

I  -.,  a4(i-a)«—  39(1— a)  /^^     ' 

f—  ,6(1— a)4—    4(i— a)»4-i4o(i— a)*  1     </A(<->) 

l+i36(i— a)  —  i6  i"^     da 

<f»A(»-») 
-f.  [    i6(i — a)3-4-ioa(i-a)*-f-76(î-a) — i5a]<i»- 


m^ee^4 
19a 


J5A(»-») 


<fa» 


^+  [ —  a(i— a)  —  aoj  a*  — r—. «' 


da^ 


da^ 


W» 


f-  95(i-a)«-336(.-a)*-390(i-a)3ï 

l-i74(i-a)«-a4i(i^a)  .      J"^' 

r—  48(i— a)4—  a4(i— a)3-f- aa5(i— a)*  ï     ^AQ-*) 

I  Wi47(*-a)  +  90  /  **  "ar~| 


"TgJ— \+C    48(»-a)»+aa8(i-a)»-498(i.a)+i44>* 


rf»A(i-«>' 


^a* 


4»A('^«) 


'+[    a4(i— a)»—    6(i— a)4-io5]  a' 

J4A(»-») 
,+i:_  6(._,)  +  33]  a*  -^^~  +  3«»  -~ 


da^ 
d»A(i— > 


y 


+i3J(i-3)'+!35(f-3)  P' 


Mns 
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{ 

rl-«89(t-3)  — 156  r~Er  j 


remief  «ftc  cinquième  onÊrt  qui  uni  mêmes  argumens  que 

ceux  du  traisihne  ardre. 

16.  Soit 

R=  M(«)  co«  [i.V<  —  iif  'Cl-  c'  —  •)  +  3iii  +  St  >  •'  —  4»] 
+  MO)  cos  £i(a'<  —  ji<  +  •'  —  •)  +  3iif  +  3c  —  3»] 
+  M(*>  CM  [t'Kf  _]K(  +  /_c)  +  3itf  +  30—  •—  tel 
+  MO)  CM  li{ift  —  «t  +  /  ~  c)  -f.  3ii<  -f-  3c  —  a^—  •] 
+  MO)  co»  pKl  — iU  +  /  —  t)  +  3iu^.3i  —  3»T 
4-  MfO  CM  li{i/t  —  «<  +  /  —  •)-h3iX-f-30  —  4«'  +  H- 

on  aoia 

f-  3i(H-i)»-MaîCf+i)*-«6(H-i)'î-p^.. 
l+695(f+i)*-«o6(^i)  r^ 

■l-f39«i-f-i)  — ia8  /"     ila      j 

,-K+  6('+")  -  7]««  — iSÏ— +•'— Si— . 


Tome  III. 
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[r-  39i'4-  94oî4—  6t4i<+  64ai*—  !i58i]A(0 
-f  [—  48i4+  a8oi»—  549/»+  i^oi  —  i35]  a  -^^ 

f-f^;—  ,6i3-f.  Sii*"  \6oi  4-  ïo8]i»»  ^^^^*^ 


y^ 


+[       8i«—     6i  —  i8]  a» 


4-[       6Î  —  41  a4 


£/4A('> 


M0>=^ 


-fl    48** 
I4.  [_  Si' 


«oi*  +  io4iï]  A<0 

r      30l*]i 


4ai*  -f-    46i]ii* 


J'ACO 


—  9»  +  i5]  fl' 


<i^A(») 


,+  [-6t    - 


a]  a*  — 7-: a' 


<2a4 


</«• 


,  »3a(i-i)»+io4(i-i)4-68(£-i)^  1  ^^^.^ 
,  i— 4^(*-O<+i^40— i)*-6o(i--i)«  1     ^A(i-0 

—-./+[— i6,j—i)îH-66(i—i)»— 43(1— i)—ao]a«--^^- 

1  rf'AO-O 

l+C      8(i^i).+a5(i-~T)  -la^n'      ^^, 

^r     fi/-      L^«i    .^*AC'--»>  ,     _d5A<*-) 


y 


M(*)=^ 


l;4-2l(«— l)"-h   5(l— 1)  J  > 

1 --.4ii(i-.i)i— 3a(i— i)«-f  43(1— î)«  ^    fiA<i-') 
[■^  »  -  3(i-i)  — la  f*"     da 

'  +-^-(+[-'6(i-i)3+a4(i--i)-H-4o(/-i)-i5]  .«•  ^.— 

I  d'A(«-0 

'+[      8(t-,)«-Ko(*«  0  +a.]  ^i'  -^,— ' 

4-[      6(1— i)  4. iî]a< — y-: h«* 


r/«4 


</aS 
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l— a2(i— ï)«+  8(i— 3)                    I 
r     W— îi)<H-32(i— a)»— 91(1— a)n     ^lAC^-O 
**"t-ig(i-3) +3o                             K 
m'eV»  /     .      ^ d«A(»-^*) 


[g(i— 9)  -|-3o  I        ^a 

H.[-  8{i-.a)--56(i-a)  -  45]  a*  -^7— 

,-f-C-  ««-»)  -«41  rf<  -j^, ^  -a^r-. 


m' 


V» 


H(0=^ 


96» 


■f- 


»/««•» 


19a 


f        3a(i-3)»+»88{i-3)4+9a6(i-3)»  ï    „ 
l-f-i3i7{*— 3)«-f858(i— 3J  4-a43  / 

I        4«('-3)M-344(i-3)»+74f(i^)M    rfAÇwr 
14- <i6(i-3>  —  93  i       dbi 

-K    i6{i~3)'+  ia(i-^)«— 3a6(i.3)*6i8]a«~^'^ 

rf»A<'-0 
|-f.[^  8(i-3)^ioa(i-3)  -  a4q  a»  ^;^ 

.-K—  o(«r-.3)  -^  39]  «* r-: —  a* 


dn* 


da* 


f-  3î(i-3)«-i68(i-3)4-,6o(i-3)n 


io8(i— 3)« 
r—  48(,--3)4— i88(i— 3)5—  96(1— 3)«  \     ^AV'-^) 
■  l -4-a3a(«— 3)  4-i56  J  ^     i/a 

4.[-,6(i— 3)'-f-3o(i-.3)«4-3o5(i-3>4-33t]ii« 


irf«AW-3) 
da* 


l-K      «(i-3)«-f87(r-3H-i53 1  a» 


il^AO-») 


^3 


,4-C     6(1— 3)  4-  a3  ]  «4 


<f4A(^-» 
da^ 


</»A(«-3) 

•4-. 
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/        3ari-.4)«4^a4(î-4)*+998(*-^)»  i       _ 
t+iîi9a&-C'+5iîi(i-4)  I 


"t—  aoa(«-4)  -.8a4  f"    ^ 

*<•)=   -^gg-.<+[    ,6(i-4)3-,a(î-4)»-4a6(H)-»oi4]fl.^^' 

.+[-.  6(i-4>-  3>  ]  ai  -3j^ .  ai  -3-^. 

En  n'ayant  égard  qu'aux   termes  dépendans  du 
carré  des  inclinaisons  ^  on  a.n*  3 

R  =  -  ^^\«2B0->  coêi{nft  —  /it  +  •'—  •) 

m'aaf 
+  —g—  x«XB(«-0  CO8  [1  (n'r  —  nt  +  ^  —  t)  4-  a/it  +  3f  —  an  ]• 

Le  premier  de  ces  termes  peut  s'écrire  ainsi 


\»    m' 


—  Y  •  —  ''^'^  (B(i-0-f.  BC-^  «)J  cos  I  (n't  —  /i«  4-  •'—  •)„ 

I  étant  susceptible  de  toutes  les  valeurs  entières  po-* 
sitives  et  négatives,  y  compris  zéro. 

Si  Ton  compare  cette  expression  .à   la  fonction 

—  2 A^'^ cos i (rit  —  n^  +  i'  —  6 ) ,  et  qu'en  n'ayant 

égard  qu aux  termes  que  nous  considérons,  on  sup- 
pose 

R  ±=  N(o)«»x«    cos  [i  {n't  —  nt  -f.  /  —  i)  -f.  3nt  +  3i  —  3»] 

-h  ^(•ye^e'x^cot  lilnft  —  nt  -f-  •'  ^  •)  -^  ^nt  -j-  3f  —  î»  —  •'] 
4-  NCOec^'x»  cos  [i(/»'f  —  nt  +  t'  —  t)  -f-  3/it  +  3«  —    »  —  a»'] 
4-  NO)c'"x*  cos  [t(/i'x  —  «I  4-  ,'  —  «)  -h  3/it  4-  3f  —  S»*]. 

on  verra  que  pour  obtenir  les  valeurs  des  quantités 
m\  N^'^  N^^^  N^^^  il  suffit  de  substituer  B<*-»^+B<'^'> 
à  la  place  de  A^^  dans  les  valeurs  des  quantités  M^*\ 
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W'\  M^*^  M^*^  du  n^  7 ,  après  les  avoir  multipliées 

respectivement  par  —  §•  On  trouve  ainsi 


N(< 


[  8(î— î)»+  6(i.-i)«-6(i-i)-41  (B«-0+  BW) 


maa 


t  8(i— a)'+3o('— »)*-*'33{î— «H-io]  (B(<^')-f-B(«-0) 

(rfB<i-3)         rfB('-0\ 


m'aa' 


[  8{*— 3)ï+64(i-3)«+i  f 6(1— 3)-K8]  (B(8-<)+B('^*)) 
3«4    )-H[  «(«-3)  +18]  (^a«  -j^^  +^»  -ST- j 

Lit  partie 

4.  ^g^  x»2B(«-«>  cos,[î(n'<  —  ht  -f  •'  —  •}  -f  a/i<  4-  9f  —  an  ] 

de  la  fonction  R  peut  se  développer  d'après  ce  qui 
a  été  dît  p*  7;  et  si  en  n'ayant  égard  qu'aux  ter- 
mes que  '  nous  considérons  on  suppose 


S4 


Rs:N(Oeo«  [<(i/< 

^  m  -f-  •' 

4-  1N<«>  CM  [i  {r/t 

—  m  -H  •' 

4-  K(«)  cos  [i  {r/t 

—  «14-  •' 

4-  N(7)  co«  [î  (i/l 

-ffl*  -h  i' 
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-  fl)  -h  3ra<  4-  3t 

-  g)  4-  Sut  4*  3t 

-  fl)  4-  3nt  4>-3i 


9«  4*  4/  ^-  on] 
«  —  tfl] 
«'•«-an] 

a«/4'  •  —  an], 


on  trouvera 

[8(1 4-0»—  4î(»  -HO'-f-  06(i  4-î)  —  3i  ]  B<0 

rfBCO 


198 


-Wi+î)-4]«-3j--«Tr' 


(8iJ  —  54**  +  ii5î  —  75)B<'-«> 


^  («'    4-  i)a' 


ÎÎC5)=:4.ir/aa'., 


da* 


—  a 


^a» 


(«i»  —  lai*  —  4»  4-  6)B0-'I 


-^(M    +  3)a> 


Va» 


—  «» 


^tfS 


WCeXic— m'fltf'.i 


[8(c-r-i)»4-i8{*— i)'+4(»"-i)  -6]B(»"«) 
4,^'  ^  +  C4(i-0»-  6(*  -1)  -  «0  «  -^5r" 
_  [3(1  -,)  4-,o]  a»  -j^^ a' 


ia8 


da^ 


-f 


[;8(i-.i)»-a4(i~i)»— 4(i-i)  4-a8]  BO— ) 
— [a(|p— i)  4-  8}  fl»  -— z-T rt* 
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1' 


da* 


da^ 


![8(«  -T-  a)»4-  6(i  —  2)1-  45(î  —  a)  —  5o]  B(^') 
+  [4(i-^a)^,i{c-a)«58]a^> 
-  [a(«  -  3)  4-i5]  a-  -^jjj «3  -:îF^- 

En  a*ayant  égard  |Mirmi  Içs  ternies  dëpeodaiis  de 
la  quatrième  puissance  des  inclinaisons  <e{u'a  ceux  qui 
peuveat  donner  par  leur  développement  des  termes 


\ 
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de  l'espèce  de  ceux  dont  noue  nous  OGCQpQtts ,  On  a 

Cette  fonction  étant  développée,  en  s'anrêtant  aux 
premières  puissances  dès  excentricités,  donnera 

R  =  W)  co«  £i  (n't  —  /it  -4.  t'  —  •>  -f-  3/i«  4.  3i  4-  •  —  4n] 
+  K(9)  cos  [i (n't  —  ii£  4-  1'  —  1)  -f.  3/i«  -f-  3f  -+-  •'—  4n], 

ea  supposant 

^^•^  ^ isT— ^^*  L^'  ^'  ■*"  '^  ^  ^^  ^^""'^  ^  ""  "^ÂT- J. 

Eq  réunissant  les  parties  de  la  valeur  de  R  que  nous 
Tenons  de  détemniner  à  celles  qui  dépendent  simple- 
ment des  excentricités ,  on  aura  tous  les  termes  de 
cette  fonction  du  cinquième  ordre  par  rapport  aux 
excentricités,  et  qui  ont  la  même  forme  que  les 
termes  dépendans  des  troisièmes  puissances  de  ces 
deux  élémens.  Nous  avons  développé  ces  termes 
dans  toute  leur  étendue ,  à  cause  de  leur  utilité 
dans  la  théorie  de  Jupiter  et  Saturne. 

Dans  toutes  les  foritiules  précédentes  la  lettre  i  doit 
sétendre  à  toutes  les  valeurs  entières' positives  et  né- 
gatives, y  compris-zéro  ;  en  rassemblant  ensuite  les 
différentes  parties  que  nous  venons  de  calculer,  on 
aura  l'expression  du  développement  de  la  fonction  R 
porté  jusqu'aux  termes  du  sixième  ordre,  par  rap- 
port aux  excentricités  et  aux  inclinaisons  des  orbites 
des  deux  planètes  m  et  m'  dont  on  a  considéré  Fac- 
tion réciproque. 
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1 7.  Noos  noi|8  somioes^tendasur  ledëveloppement 
de  la  fonction  R  en  série,  parce  qu^une  fois  qae  ce  dé- 
veloppement est  effectué,  la  détermination  des  inéga- 
lités planétaires  ne  présente  plus  gt^ère  d'autres  diffi- 
cultés qiie  celles  qui  réçijltent  de  U  loptgueur  des 
calculs.  En  effet ,  par  la  seule  différentiation  des  diffé- 
rens  termes  de  ce  développement  on  obtiendra  le 
terme  correspondant  de  chacun  des  élémens  de  l'or- 
bite de  m  ;  et  en  substituant  ensuite  ces  élémens  dans 
les  for.rai|le^  du  mouvement  elliptique  on  obtiendra 
des  formules  qui  s'appliqueront  au  mouvement  trour 
blé.  On  aura  donc  ainsi  uq  procédé  simple  et  direct 
pour  déterminer  dans  chaque  cas  toutes  les  inégalités 
sensibles  d'une  planète ,  de  quelque  ordre  qu'elles 
puissent  être  relativement  aux  excentricités  et  aux 
inclinaisons. 

Soit  par  exemple 

l'uq  quelconque  des  termes  du  développement  de  R , 
le  terfne  correspondant  de  la  yariat^on  du  grand 
axe  sera 

«  (/i  —  /i)  -f-  /«  ^  '  '        '  ^ 

le  terme  correspondant  du  mouvement  moyen  sera 
le  terme  correspondant  de  l'époque, 


l(/l'--/l)-f-/rt 
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U  terme  correspondant  de  l'excentricité  sera 

TÏTÇ? -- n) -^  In] 

QOft  [t  (;i'£-*«t-h  f^—  f)  -#.  /lit  -f.  /t  — >  — /v—  «riri, 

et  le  terme  correspondant  de  la  longitude  du  pé-r 

rihélie , 


e[*(/i — nyhln]  de  ^ 

Eofia ,  en  vertu  des  formules  données  nT  /^^le  terme 
correspondant  de  p  sera 

et  le  terme  correspondant  de  9 1 

^.^JZ'lant [/-  +(,-/+/)  .in.  i yl 

008  [i  (n't  —  nH-  i'  - 1)  -h  /««  -H  /i  — /qr  — /V  —  afn]. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  du 
rayon  vecteur,  de  la  longitude  et  de  la  latitude,  rela- 
tives au  mouvement  elliptique  de  m,  on  aura  les 
inégalités  correspondantes  introduites  dans  ces  ex- 
pressions par  l'action  de  la  planète  perturbatrice  m\ 

La  partie  séculaire  des  variations  de&  élémens  du 
mouvement  elli{itique  dépend  de  |a  partie  constante 
de  la  fonction  R  que  nous  avons  désignée  par  F 
dans  le  n^  4^  du  livre  II ,  et  dont  nous  avons  . 
donné  l'expression  développée  jusqu'aux  termes  de 
Tordre  du  carré  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons. Il  est  facile,  d'après  ce  qui  précède,  d'avoir 
iexpression  de  cette  quantité  exacte  jusqu'aux  termes. 
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du  quatrième  ordre  par  rapport  aaïc  méitlès  élémens. 
En  effet,  il  suffira  de  faire  i  =  o  dans  l'expression 
du  développement  de  R. ,  et  de  n'avoir  égard  qu'aux 
termes  noa  périodiques  qui  résulteront  de  cette  sup- 
position. Ces  termes  seront  évidemment  ceux  qui 
proviennent,  i^.  de  la  partie  indépendante  des  ex- 
centricités et  des  inclinaisons,  2^.  de  la  partie  dé- 
pendante de  la  deuxième  et  de  la  quatrième  puis- 
sance de  ces  mêmes  quantités ,  qui  a  mêmes  argu- 
mens  que  les  termes  indépendans  des  esf  centricités  et 
des  inclinaisons.  On  aura  ainsi 

F  s;^ 


mt/*  /^    rfAC»)  .  d*Aio)    ^   ,  ^  £/sAC«)       i     ,  </4A(o)x 

■+•  ir  (^^ -51- ■*-9^' -Âï^  +  3^' -1^3^  +  r  ""Sôr  j 

{.'"^dT-^i"'  -Tz^+^^'-^^ir +r*-3M-; 


4- 


S       \       da         a  da*  du^  4 
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-(  A(o  — fl  ^- «»— j —  ) 

av.  da         a  da*    J 

3a  V         da^  ijLa^  .  da^    J 

^^  (      ,Ki^\iL    ^ACO    .  c^A(0 


■loa 


4-  /«' 


4        </a 


s 


) 
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m'aaf 


.«r»x*cos  a 


(.•-")(.-D 


(i4 

La  quantité  mF  doit  être  }a  fnpme  pour  la  planète  m 
et  la  planète  m\  puisque ,  d'après  ce  que  nous  avons 
vu  n*"  60,  la  dernière  portion  de  la  fonction 

ne  produit  aucun  terme  constant  dans  la  fonction  R, 
II  est  facile  de  s'assarer,  en  effet,  que  la  foqction  mFsa<- 
tîsfait  à  cette  condition ,  et  qu'elle  demeurera  la  même 
lorsqu'on  y  changera  tout  ce  qui  se  rapporte  à  m  en 
ce  qui  se  rapporte  à  m\  et  réciproquement. 

La  valeur  précédente  de  F  est  celle  qu'il  faudra 
substituer  dans  les  formules  du  n^  ^&  du  livre  II , 
poar  avoir  les  expressions  des  variations  séculaires 
des  élémens  de  1  orbite  elliptique ,  étendues  jus- 
qu'aux quatrièmes  puissauces  des  excentricités  et  des 
indipaisons. 
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3X 


CHAPITRE  II. 


Formules  générales  pour  le  calcul  numérique  des 
differens  termes  du  dévelqppement  en  série  de  la 
fonction  perturbatrice. 

1 8.  Nous  nous  proposons  d'ajouter  ici  quelques  nou- 
veaux développemens  à  ce  que  nous  avons  dit  dans 
les  n^'  49  ^'  suivans  du  livide  II ,  sur  la  manière  de 
déterminer  les  diverses  quantités  qui  entrent  dans 
Texpression  des  coediciens  de  la  fonction  H  réduite 
en  série.  Ces  considérations  seront  utiles  à  ceux  qui 
voudront  s'occuper  du  calcul  numérique  de  ces  coef- 
fîciens. 

Reprenons  la  fonction  (a'*  ^ —  2aa'cos<p-f-û*)""'  du 
numéro  cité,  où  a  et  a'  sont  deux  constantes,  et  s 
un  nombre  fractionnaire  positif  ou  négatif.  Nous 
ne  traiterons  pas  ici  le  cas  où  s  serait  un  nombre 
entier  quelconque,  parce  qu'il  n*a  pas  trouvé  jus- 
qu'à présent  d'application  dans  la  théorie  du  sys*- 
tème   du   monde.   Supposons   a' >  a,    et  faisons 

^  =  a ,  en  sorte  qu'on  ait  «  <  i  ;  et  pour  plus  de 

simplicité  considérons  la  fonction  (i — 2acos^4-a')""% 
qu'il  s'agit  de  réduire  en  série  ordonnée  suivant  les 
çQsinus  de  l'angle  ^  et  de  ses  multiples*  Le  moyen  Içf 
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plas  simple  de  résoudre  les  questions  de  ce  genre  est 
celui  des  coefficiens  indéterminés.  Cette  méthode 
consiste  à  représenter  la  fonction  qu'on  veut  déve- 
lopper ,  quelle  qu'elle  soit ,  par  une  série  indéfi- 
nie dont  les  coefficiens  sont  indéterminés;  en  subs- 
tituant ensuite  cette  série  dans  une  équation  dif- 
férentielle,  ou  en  quantités  finies,  tirée  des  propriétés 
de  la  fonction  donnée ,  et  en  comparant  dans  cha- 
que tneml>re  de  l'équation  résultante  les  coefficiens 
des  mêmes  cosinus ,  on  forme  un  nombre  d'équa- 
tions de  condition  suffisant  pour  déterminer  un  pa- 
reil nombre  de  coefficiens  inconnus. 

Ce  moyen  très  simple  fait  connaître  les  relations 
qui  lient  entre  eux  les  divers  coefficiens  de  la  séine , 
cest  celui  dont  nous  avons  usé  dans  le  n^  49  ^^^ 
livre  II  ;  mais  il  en  est  un  autre  dont  les  géo- 
mètres font  un  fréquent  usage  pour  la  réduction  en 
série  de  toute  espèce  de  fonctions ,  et  qu'il  est  d'autant 
plus  utile  d'indiquer  ici ,  que  ce  procédé  peut  s'étendre 
à  des  questions  plus  importantes,  et  devenir  d'une  ap- 
plication très  avantageuse  à  la  théorie  des  perturba- 
tions planétaires. 

Faisons  pour  abréger  S  =  (i  — 2  a  cos  ^-f-a*)  et 
suivant  la  notation  usitée ,  soit  : 

S-*  =  7  b^/^  -H  l^l'^  coa  <|»  4-  aJ'>  cos  q<|» -h  b^J^  cos  if  -#-  etc. 

Il  s'agit  de  déterminer  les  différens  coefficiens  è/'^ 
6,^'^,  è/*^,  etc.  Or  chacun  de  ces  coefficiens  peut  s'ex- 
primer d'une  manière  très  simple  par  le  moyen  d'une 
intégrale  définie ,  et  on  aura  généralement  ;    ' 
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se  rencontre  dans  la  théorie  de  Jupiter  et  de  Mer-* 
cure  9  dans  celle  de  la  Teri^  troublée  par  Vénus , 
et  en  général  toutes  les  fois  que  a  étant  une  petite 
quantité  y  on  est  obligé  par  quelque  eiréOEistance 
particulière  de  calculer  les  coefficiens  6/'^  d'up  ordre 
un  peu  élevé.  IL  faut  alors ,  pour  déterminer  cha- 
cun des  coefficiens  é/'^,  recourir  au  moyen  des  séries 
qui  ont  servi  à  déterminer  les  deux  premiers  coeffi-^ 
ciens  i/*^  et  6/'\  Ainsi ,  d'après  le  n*  5o  du  livre  II, 
on  aura  ici 

Si  l'on  développe  les  deux  membres  de  cette  éqiia^ 
tion ,  et  qu'après  avoir  substitué  2  cos  z^'  à  la  placei 

de  c  ^  -f-  c'^  dans  le  second  membre,  on  com- 
pare les  coefficiens  des  mêmes  cosinus ,  on  trouvera 
généralement 

•  i.3.i...i  \       I  iH-i  i.a    t-Hi    *4-a  J    ^ 

Cette  série  devient  très  convergente  à  cause  de  la 
petitesse  de  a ,  et  Ton  pourra  se  borner  à  en  calculer 
quelques  termes  ;  elle  fait  voir  que  a  étant  nécessai- 
rement positif,  les  cofficiens  bp  seront  aussi'  tous 
positifs.  On  pourra  sans  inconvénient  se  bornçr  à  cal-^ 
culer  directement  par  ces  séries  les  coefficiens  alter- 
natifs A/"\  by^j  ^/*^,  etc. ,  et  calculer  les  coefficietis 
intermédiaires  par  le  moyen  de  la  formule  (t)  qui 
devient  alors  dun  usage  également  sûr^  soit  que  cl 
diflere  peu  de  l'unité,  soit  que  ce  soit  une  très  petite 
quantité. 
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19.  CoDsidéroos  maintenant  les  ibfmules  qui  servent 

à  déduire  les  coei&ciens  du  dëveloppement  de  S'^'  en 

série  de  ceux  de  la  série  S""'""*,  et  réciproquement. 

On  a,  par  ce  qui  précède, 

S-  =xi A^'^  -f.^rf'>  c«t  ^  4-  h^!^  C61  a#. .  .-f-V^  COt  jf  -♦.«te. 

Supposons  de  méoie  * 

Par  la  formule  (a)  on  aura 

Or,  l'équation  (a)  donne,  en  l'intégfant  depnis  (p  sso 
jusqu'à  (p=  2^  et  en  observant  que  — ci"^  s'évanouit 
entre  ces  limites , 

on  aura  donc  en  vertu  des  formules  (a)  et  (c) 

b    ^=  —  1  b        — b  .     (2) 

«  '  l—  54-1  *+t  J 

En  faisant  successivement  î  =  1 ,  £=  ii,  etc. ,  cette 
formule  donnera    très    simplement    les   coefficiens 

bs  f  b]  ,  etc. ,  lorsque  les  coefficiens  6^4.,,  A,+.>6tc.^ 

seront  connus.  Quant  à  la  valeur  de  è/**^  on  obser- 
vera qufe  l*bn  a  S~'  =  (i  —  aa  côs  (p  -]-  a')  8""*""%  en 
remplaçant  S"'  et  S""""'  par  leurs  valeurs  en  séries,  et 
comparant  dans  les  deux  membres  les  termes  indé- 
Tome  III.  5 


I 
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pen4aii$  de  ^  on  trouve  t-      '■'  . 

b     =;(i+a«)è       ^a.,1,      .    ,.(3)     . 

Réciproquement  on  peut  déterminer  les  coéfficiens 
du  développettibnt  de  ,S^'""'  au  moyen  de  ceux  du 
développement  de  S~"  supposés  connus ,  de  la  ma- 
nière suivante.  La  formule  (2)  donne 

S  *       L-  *4-i  «4-1  —i 

D'ailleurs,   en   changeant  s  ens-jri   dans   la  for- 
mule (î),ion  a  ^ 

(i  — 5+i)À(»+o  =  L±-î^(i-h  ,)fc^*'+'^— (14.54-1)^^?  . 

-     ■  •     l 

Si  dans  les  équations  (4)  on  substitue  pour  b^^^ 

et  è^'_^^  leurs  valeurs  tirées  des  équations  précédentes, 
on  trouve 

d'wToatije 


&<'^    = 


tO         .../'         .    .    -t  !:<'->'»> 


{t.4*^>  (i.4-5).iV^^,,t(;^^4.l)5^' 


-*-fl  *—  «*^* 


■i*. 


«        ■•  -  .       .  -wbXi  4—  A»!*        ~   ■  ' 


(5) 
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et  par  suite' 


(6) 


Ces  formules  déteriûinént  les  diverâ  coefficiens 
de  S""'  au  moyen  de  ceux  de  S""'""'  ;  quoique  très  sim- 
ples ,  elles  sont  plus  compliquées  que  les  formules 
iay erses  (4)-  H  J  aurait  donc,  sous  ce  rapport^  de 
lavantage  a  commencer  par  calculer  les  coeffi- 
ciens b\, .  b   ,,  .  etc.,  et  à  en  déduire  ensuite  les 

coefficiens  b^  ,  i  '  ,  etc.  Mais  dans   la   théorie  des 

planètes  on  est  obligé  de  pousser  beaucoup  plus  loin 
le  développement  de  la  fonction  S*^'  que  celui  de  la 
fonction  S^"~'  ;  il  faut  donc  renoncer  à  faire  usage 
des   formules  (4)>  si  ce  n'est  comme  un  moyen 

très  simple  de  vérifier  les  valeurs  de  h^  ,  è^'       etc., 

^,V,>  ^,Il.,'  9  ^^x:*9  calculées  par  d'autrefts  formules. 

Il  est  aisé  d*étendre  les  résultats  précédens  au  déve- 
loppement d'une  puis^nce  quelconque  S""'*"'  de  S. 
En  vertu  des  formules  (^)  les  coefficiens  de  la  série 
que  cette  quantité  représente  se  détermineront  au 
moyen  des  coeffidens  du  développement  de  la  puis- 
sance S""'""'^"  qui  la  précède  immédiatement ,  en 
sorte  <pie  le  développement  S"^  fera  connaître  celui 
des  puissances  S""'""*,  S"'"*,  S~'^',  etc. 

no.  Déterminons  maintenant  les  difierences  succes- 

sivesde  b^  ,  K^i>  ^*^m  P^"*  rapport  â  <t.  En  différen- 

5.. 
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tiant  relativement  à  cette  quantité  la  formule 

on  trouvera 

Et  par  conséquent,  en  vertu  de  la  formule  (c). 


di 


formule  qu'on  peut  déduire  aussi  de  la  formule  (D) 
du  n°  52  ,  livre  II. 

On  aura  très  simplement  par  cette  formule  la  va- 


^ft« 


(i-O 


leur  de  —y^-  ,  au   moyen   des  valeurs   de   b^^^  , 

J^*^     et  b^^T^^\  qui  se  rapportent  à  la  fonction  S""'""'  ; 

mais  on  peut  l'obtenir  sans  être  obligé  de  calculer  ces 
dernières  quantités.  En  effet ,  e^i  substituant  pour 

^(*— 0     ,(0        j('+0     iç  j^  valeurs  données  par  les 

formules  (5) ,  on  troi^ve  après  les  réductions  néces- 
saires 


^^o      (i^,--i)i<*--'>-.{*-*+i)*i'+'>^^a«*fcî 


(0 

'       (8) 


dA  î— «• 

Cette  formule  déterminera  -^jj— au  moyen  des  trois 
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quantités  o^       ,  o^  et  b^       supposées  connues ,  en 

substituant  pour  b^  sa  valeur  donnée  par  1  équa- 
tion (i)  en  fonction  de  b,  et  6*      •  on  aurait  une 

formule  analogue  à  la  formule  (D)  du  n"*  5^  du 
livre  11^  qui  ne  contiendrait  que  les  deux  quantités 

^s  ^^  ^9  9  VEm&  la  précédente  étant  plus  simple  , 
elle  sera  d'une  application  plus  facile  pour  les  calculs 
numériques.  En  la  différentiant  par  rapport  à  a ,  on 

aurait  les  différences  successives -^^^  f  "^j^f  ®*c*  î 

mais  il  y  a  sur  l'usage  de  ces  formules  une  observa- 
tion importante  à  faire.  EUes  font  dépendre  la  déter* 

mination  de  -4-  de  la  quantité  i,      ,  celle  de  — -j 


de  6        .  et  ainsi  de  suite.  Or,  comme  la  différence 

rf^'  de  oy  contient  la  quantité  *^'"  ,  il  en  résulte 
que  cette  différence  dépendra  de  la  quantité  tfi'*''^. 

Par  conséquent,  pour  avoir --r^,  on  sera  obligé  de 
prolonger  jusqu'à  b^^'^"^  le  calcul  des  quantités  b^  , 
b^  y  etc.  Pour  éviter  cette  opération,  qui  devient 
inutile  lorsqu'on  n'a  besoin  que  des  quantités  b^  , 

t    y  ••-  '  ^s  f  ^^  d^  leurs  n  premières  différences , 
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qa  sobfitituev^  dan»  l'équation  (8)  pour  by"*^  s»  va- 
leur ,  on  aura  ainsi 


WA« 


tia.  I — a*  '  «(i — «■)         •    *  ^^ 

équation  qui  résulte  d'ailleurs  de  la  formule  (D) 
n**  52,  Irvre  II,  en  y  changeant  i  en  —  /. 

Si  pour  plus  de  simplicité  on  met  cette  équaticm 
sous  cette  fÎKrme , 

et  qu'on  la  différentie  ensuite ,  elle  fera  connaître 
les  valeurs    des   différences  successives  de   i^* ,  au 

moyen  de  celles  des  quantités  b  et  i^*  supposées 
connues;  et  comme  la  détermination  de  ces  valeurs 

ne  dépend  que  de  celles  de  b^  et  b^  ,  il  ne  nous  res- 
tera en  définitive  que  ces  deux  quantités  à  déter- 
miner. Mais  la  formule  précédente  se  complique  à 

mesure  que  l'on  considère  les  différences  de  b^  d'un 

ordre  plus  élevé ,  il  est  donc  utile  de  chercher  des 
formules  qui  puissent  s'adapter  plus  facilement  aux 
calculs  numériques. 
L*éqiialâan  (a)  donne  en  la  diffârentiiaiit    > 


duù^  eu  substituaat  pour -^  sa  valeur  (9),  on  tire 
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ComiDe  l'exposant  jp  n^entre  pas  dans  cette  équa- 
tion ,  on  aura  de  mênae 

L  asage  de  cette  formule  n'est  sujet  à  aucun  incon- 
vénient, et  en  la  difiërentiant  on  trouvera  suoces- 
âvement 

**"-■>  a.i<*^'>  ,r      db^'-'^         db^'*'^       ,r\    dtf  ' 

d.i<^'>  a46<'+'>  ,r     4>b^'-')      d>b^'*'^   rf.i»n   a«6«  >c««) 


etc. 


La  loi  de  ces  formules  est  évidente ,  et  l'on  peut 
les  prolonger  aussi  loin  qu'on  le  voudra;  elles  donne- 
ront très  simpljeinent  les  Viilçurs  des  différences  suc- 
cessives d'un  coefficient  quelconque  b^  ,  lorsque  les 

différences  des  deux   premiers  coefficiens  ô^    et  bj 
seront  connues. 

Or ^  en  faisant  successivement  î  =  o  et  £=  i  dans 
1  équation  (9),  on  trouve 
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dbl'^        wiièj**  +  [  (a*  -  0  «•  -  0  iî'> 


(ta) 


d'où  Ton  tire 

dût  </«f   -  «  ' 

Eq  difierentiant  cette  expression,  on  trouve 

a-è^">  €f.6^'>  rf^<'> 

#  «  « 

d<t»  da»  dùL    * 

./«A<'>  d-b^''^  fdé"^        ,     ,A        ,      ,, 

if«*  doL*  \  dt».         «    <  /       «*     ' 

En  combinant  ensemble  ces  quatre  équations  ,  oq 
formerai  les  deux  suiys^ntes  : 

«I**  «t(i— «t»)  r/«  ^^  ^    -»     # 

Ces  formules  serviront  à  déterminer  directement 

la  diflererice  du  second  ordre  j-i-P^^  ^^  moyen  de  la 
quantité  h^  et  de  sa  différence  première ,  et  Ton  aura 

de  même  le  coefficient  *-^^  ,  quand  les  deux  qus^n-t 
tités--ir^et  6^    seront  connues.^ 
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En  dîfférentiant  de  nouveau  ces  équations,  on  for- 
mera les  différences  successives  de  b^  et  de  b^  ; 
on  obtient  de  cette  manière. 


elc; 


•  jii<«)  j.t<«>  j«rW  I 


à'fr:'^    r/U^SU.-;i  **^'^    ^.•j.i^a.a   db['^ 


etc. 


Ces  séries  peuvent  être  prolongées  aussi  loin  que 
Ion  voudra,  et  elles  donneront  toujours  les  diffé- 
rences de  b^  et  de  b]  d'un  ordre  quelconque ,  au 

moyen  des  trois  différences  qui  les  précèdent  im^ 
médiatement. 

On  pourrait  d'ailleurs  se  borner  à  calculer  ces  der-- 
niëres  formules,  et  déduire  ensuite  les  valeurs  des 

différences  successives  de  b^  de  celles  de  i[  ,  par  le 
moyen  des  formules  suivantes  : 


(i4) 
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d.i<''>        d3A<'>  <(.6f'> 


</«3 


<i4fc^'>  rf4&<»>  d^b^f> 


<2«4 

etc.  » 


7-=*-sr  +  (^'+^)"d;^> 


équations  dont  la  loi  est  évidente. 

On  peut  encore  par  la  combinaison  des  formules 
précédentes  en  trouver  une  infinité  d'autres  propres 
à  calculer  les  quantités  è/*^,^,^^,  etc. ,  et  leurs  diffé- 
rences successives  ;  c'est  au  calculateur  à  choisir  dans 
chaque  C£^s  celles  dont  l'usage  lui  paraîtra  le  plus 
avantageux. 

Enfin ,  si  l'on  était  obligé  de  calculer  à  la  fois  et 
av^cuKi  même  degré  de  précision  les-coefficieas  des 
deux  série»  S""'  et  8"'""%  on  pourrait  déterminer 
d'une  manière  très  simple  les  différences  successives 

des  quantités  b^\  b^  ,  etc. ,  que   l'on   aurait  soin  , 

dans  ce  cas^  de  calculer  les  premières.  En  effet,  la 
formule  (9)  donne,  en  différentianJt^ 

_»  =,  (  —ft:-  +  __±t:!.  _  a«-3^  -  ai<i  ).        (i5) 
.  «/«•  \    d»     ^     do.  4»  •+■/  ^    ' 

Mais  si  dans  la  formule  (8)  on  change  .f  en  ^  -{"  ^9 


ou  sTSTtEia  va  wmim.  ^s 

et  qa'aBante  à  la  pboe  de  t  oa  sobstitae  saceessiye> 
ment  i+ 1  et  — i,  eu  obsenrant  qne  6^,  «a  6|^,  » 
oa  aura  les  deux  suivantes  : 


•   =  a(j--«  — >)  ^(0     .    a(t— *"H)  ^(i*..) 
I  —  «•    •      «+«  t  —  «t*         *f  ■  * 


Si  ron  retranche  la  seconde  de' la  première  «  après 
lavoir  multipliée  par  a^  on  trouvera,  toute  réduc- 
tion faite ,  cette  formule  très  simple 


dîf'^'^        db^'^ 


^^.:^„(e-,.«H.<.-i±i.î:.^ 


on  aurait  semblablement 


Cette  formule  dérÎTe  d  ailleuis  de  la  précédente ,  en 
y  changeant  i  en  -—  £.  La  différence  de  ces  deux  é({iia-« 
tioDs  donne   la  formule  (lo);  en  les  ajoutant  on 

trouve 

La  formule  (i5)  devient  ainsi 


d^iy> 


^=,.(«+oc+î[('-oC'-('+'>*îir;'}  c-c) 


«ici 

En  suivant  le  même  procédé ,  on  déterminera  par 
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des  formules  très  simples  les  différences  saccessives 

de  *J*' ,  au  moyen  des  quantités  b^^'^] ,  bf^^ ,  b^^l^ 

supposées  connues. 

Dans  le  cas  où  l'on  suppose  ^  =  ^  ^  les  équations  (9) 
et  (  1 6)  deviennent 


dA 


*»•" 


F-.-or-'n--i 


Les  formules  précédentes  ^  ainsi  que  les  formu- 
les (11)^  sont  stijettes  à  quelques  inconvéniens  lors- 
que CL  est  une  très  petite  quantité;  mais  alors  on 
tombe  dans  le  cas  d'exception  du  n*  18 1  et  au  lieu 
d'employer  ces  formules ,  il  vaudra  mieux  calculer 

directement  les  différences  successives  de  b^   par  le 

moy^i  des  séries.  En  effet ,  si  pour  plus  de  sioipli- 
cité  on  fait 

*.*^- I.* -4- ;i... *-#-£  — I  1.J-4-I 

m  s=  9  ..  •        Il  ^  fli ,  "^i   — 

p=^mn -— -^ ,  g:::.mnp jj^f^ • 

etc.,  ^ 

la  formule  (m)  donnera 

b^^  SE  »«<  +  ll**^»  4-  ;>««+4  4-  éy«<-K  4-  etc.  i 

et  en  différentiant  on  aura 
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--i.=«  f  (i  -i)m«*-.+  (£  +1)  (f  4.  a)  mi'  +  («  -4-  3)  (I  +  4)/««+* 

-K(£-#.6)  (4+6)^***-4+«tc., 

•3^-=  if  (i-i)  (»-a)jii«'->+î(î  4*0  (i+»)««^'+(«+»)  («4-3)  (£+4)  p*«-» 

+  (*4-4)  («H-  5)  (é  +6)  flr««+«  +  etc., 

de 

On  pourra  donc  déterminer  les  différences  sncoes- 
sives  de  bf^^  par  ces  séries ,  qui  seront  très  conver- 
gentes si  a  est  une  petite  quantité ,  et  dont  le  calcul 
sera  facile  à  cause  de  la  répétition  des  mêmes  cœflS- 
dens  m,'  n,  p,  etc. 

21  •  Dans  les  applications  des  formules  précédentes  à 
la  théorie  des  perturbations  planétaires  on  suppose 
ordinairement  ^  =  ^;  nous  allons  rassembler,  pour 
la  facilité  des  calculs  numériques ,  les  formules  rela- 
tives à  ce  cas. 

Les  deux  quantités  &j^  ,  bx  étant  connues,  on  aura 
^L  f^i  y  etc. ,  par  la  formule 


,(0     ,  .      .  .<<-> 


<i+i)         *'  ("  ■*-  *•)  *1      ""  («  "■  ')«  *1 


(«-+•0* 

applicable  toutes  les  fois  que  «  ne  sera  pas  une  ti^ 
petite  quantité;  dans  ce  cas  la  série  (m),  en  y  fai- 
sant s^=:\j  donnera 

.(')        1.3.5. ..ai-^i  /  .,  I    21-4-1     j;^. ,   I    3    aî+i    at'4-3     ... 
i  a. 4-6... 31      V        a    ai-f.a  a    4   w-H»    a*-h4 

a  4  6   ai<4*a    ax-V4    a»-H>  y 
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Connaissant  6j^  ,  ht  ,  bi    ,  etc.,   on  déterminera 
b^   f  b^  ,  b^  y  etc.  y  par  la  formule 

ou  bien  par  les  deux  formules  «uivantes  ^  |4us  com- 
modes pour  les  calculs  numériques , 


A<'>^i.<*"^'>        «4-1     /.<0      ,C«+0\      i 


tt7) 


CO      ,  0) 


Les  différences  successives  dç  bx  ,  b,   ,  etc.  ^  s'ohr 

il  ■ 

tiendront  parles  formules  (i o)  et  (  1 1  ),  dès  qu'on  eonoat* 
tralesdifimncessuccessiTesde^r  ,  b,  ,  et  Ton  aura 
ceMeSf-ci  par  les  formules  suivantes  : 

^«  1  —  «>    ' 

(")  (o) 

(o)  ^*^L  ^1  (O) 

»_   .     * r/et*  *^     ^<e  y 


<*) 


d^bi  d^bi  d*b 


» 


a.6.        4(3.— 0-3;^+ 3,.^  +  , 7 -3^ 


«ce,  j 


9 
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dbV  dbt 


dU         m     dit 


'dH 


1  I  d*hÈ  dbt      I 

i.  =;=:  1 L î-  I 

-       1  I  ^''-         *'**-    1 

dih^^      fd^bf      dH^P  \ 


etc. 


En  differentîant  les  équations  (17),  on  aura  pour 
déterminer  les  différences  successites  de  h^  fb^^  etc.  g 

au  moyen  de  celle»  de  b^^  b^  .,  etc« ,  supposées  coii'** 
nue»,  les  formules  suivantes  :    . 

0  m 

.,(0         (i+0  /„<«>        «<»+'>  \ 


it}  da*  (i— «)■    V  da*  da*     J 

^i  — «Vrf««  ^    </«>    J     (i— «)»V.  rf«  ^    d,    /» 


J'i^'» 


etc. 
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t  » 


d* 


d 


i*«  €2*«     ''{i—  «)•  \  <'*•  dm*     / 

/  (O  (H-i)  \ 

«63  .^  f  dni        d^àt        \ 

,  —  *\c/«.  €*«•       /  (l— «)*\J«"  "S  /' 


etc. 


On  peat  aussi  calculer  directement  les  différences 
successives  de  63   9  bs  ,efc.,  au  moyen  des  formu-* 

]es(ia)^  (i3)et(i4)^  dans  lesquelles  on  fera  s:=^. 
Enfin,  si  Ton  suppose  ^  =  |  dans  les  formules  (5) 
et  (6) ,  on  aura 

(0  <«+o 

0         (1  + ««)  (2*  +  3)  *i     -!»«(«-!)  Al 

*4  -  3(i-«»)' 

« 

OU  bien 

*f   '^*S       = 3(.-.).       '        ' 

65  -*l f^jzr::^. 

>.     On  déterminera   au   moyen  de  ces  formules  les 
quantités  bs   ^  b^  ,  etc. ,  lorsque  les  quantités  63  , 
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^3  ,  etc.,   seront  connues;  et  en  dififérentiant  ces 

mêmes  équations ,  on  aura  les  différences  successives 
des  premières  quantités  en  fonction  des  différences 
correspondantes  des  secondes.  On  pourra  aussi  cal- 
culer ces  différences  au  moyen  des  formules  (ii), 
dans  lesquelles  on  fera  ^  =  |. 

Ces  formules  sont  celles  dont  l'emploi  m'a  paru 
le  pins  simple  dans  les  applications  numériques  ;  elles 
ramèneront ,  comme  on  voit ,  les  déterminations  des 

quantités c^i    o^  ,  etc.  Oj^  ,  o^  ,  Oj^  ,  etc.,  o^   y  o^    , 

i         %  4  fl  a  a  « 

h  ,  etc. ,  et  de  leurs  différences  successives  à  celles 

i 

iits  quantités  b^   et  b^  ,  il  ne  reste  donc  plus  que 

ces  deux  quantités  à  déterminer.  Nous  avons  montré 
dans  le  n**  5o,  livre  II,  comment  on  pouvait  y  parve- 
nir par  le  moyen  des  séries  ;  ce  moyen"  est  celui  qui 
se  présente  d^abord  :  cependant  il  est  plusexpéditif  et 
plus  commode,  dans  les  applications,  d'employer  pour 
cet  objet  le  calcul  des  fonctions  elliptiques.  Mais  avant 
de  montrer  l'application  qu'on  en  doit  faire  à  la  déter- 
mioation  des  deux  quantités  dont  il  s'agit,  nous  don- 
nerons ici  quelques  notions  générales  sur  ce  genre  de 
fonctions ,  dont  l'usage  est  devenu  presque  élémen- 
taire par  les  rapides  progrès  qu'a  faits  dans  ces  derniers 
temps  l'analyse  dans  cette  branche  du  calcul  intégral. 

22.  On  appelle  fonctions  elliptiques  toute  espèce 
de  fonctions  différentielles  dont  les  intégrales  peu- 
vent s'exprimer  par  des  arcs  d'ellipse  ou  d'hyperbole. 

Ces  transcendantes  sont  généralement  comprises 

Tome  IIÏ.  6 
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/Vdx 
T7g^ ,  OÙ  P  est  une  fonction  ra- 
tionnelle de  X  ^  et  R  un  polynôme  en  a:  du  qua- 
trième degré. 

Toute  fonction  de  celte  espèce  peut  se  ramener 
par  des   transformations   très    simples  à  la   forme 

-7====  ,  où  Q  est  une  fonction  d?  degré  pair 

de  sin  ^ ,  et  c  une  quantité  plus  petite  que  l'unité. 
Il  suffira,  pour  cela,  dans  la  plupart  des  cas,  de  faire 

ûc  =  v/r.  .  Tfc     «  #  ^*  de  déterminer  convenable- 

ment  les  coefficiens  constans  A ,  B ,  C  et  D. 

Maintenant,  quelque  soit  Q, pourvu  que  ce  soit  une 
fonction  rationnelle  de  sin*  ^9  on  démontre  fort  ai- 
sément que  l'intégrale  /  w    ^  ,  ==  peut  se  réduire 

I*.  à  une  partie  algébrique,  a""  à  une  suite  de  trans- 
cendantes comprises  sous  la  forme  générale , 


/ 


A'  +  B'  sin'  ^  d^ 

C  +  D^  sin  ^       \/ 1  — c* sia*^ 


où  A'  I  B^  G'  et  D'  sont  des  coefficiens  constans , 
réels  ou  imaginaires  (^). 

Dr,  la  formule  précédente,  comme  il  est  aise  de 
s'en  convaincre ,  ^peut  s'écrire  ainsi  : 


—r 


(*)  Traité  des  Fonctions  elliptiques ^  n*  8. 
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De  là  U  division  des  fonctians  elliptiques  en  trois 
espèces  distinctes^  auxquelles  on  peut  ramener  toutes 
les  autres  transcendantes  du  même  genre.  Ces  trois 
classes  se  nomment^/tc/ton^  elliptiques  de  première , 
seconde  et  troisième  espèce  »  et  Ton  désigne  dWdi* 
naire  ces  fonctions  par  les  symboles  respectifs 
ï{c,  (p) ,  E(c,  ^)  ,  U{c,  ay<p)f  en  faisant 

FCc,<p)  =  ^7=^== , 

./   y  \  —  c'  8in*  tp 
F(C,(P)  =  fd(p  \/i—c'ùn'<p  , 

n(c,a,(p>=  f  -^5 — ^1=^; 

J  (i  -f-  a  sin*  ç>)  V'  1  —  c*sin'^ 

ces  intégrales  étant  supposée;^  s'évanouir  quand  (p=o, 
et  leur  étendue  dépendant  de  la  valeur  qu^on  assigne 
à  cet  angle. 

La  variable  ^  se  nomme  V amplitude  de  la  fonction, 
la  constante  c,  toujours  moindre  que  Tunité,  s'ap- 
pelle le  module  ;  enfin  la  constante  a ,  qui  n'entre 
que  dans  la  fonction  de  troisième  espèce,  et  qui 
peut  être  positive  ou  négative,  réelle  ou  imaginaire, 
se  nomme  le  paramètre. 

La  fonction  de  seconde»  espèce  E(c,^)  représente , 
comme  on  sait,  un  arc  d'ellipse,  et  Ton  a  donné 
généralement  lé   nom  de  fonctions  elliptiques  aux 

transcqndsuiteswmprises  dans  la  formule/  7T~^  ,  •  t"> 

parce  que  les  arcs  d'ellipse  s'y  trouvent  compris ,  bien 
que  cette  intégrale  puisse  représenter  encore  d'autres 
courbes^  et  doive  avoir  une  signification  beaucoup 
plus  étendue. 

6.. 
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Lorsque  lés  intégrales  représentées  parF(c,  Ç>), 
£(c,^)  et  U{c,a,  (p),  sont  prises  depuis  ^  =  o  jusqu'à 
<p=fc  ç-tt,  ^  étant  le  rapport  de  la  circonférence  au 
diamètre ,  on  dit  que  ces  fonctions  sont  complètes^ 
et  pour  les  distinguer  on  omet  l'amplitude  (p  dans 
leur,  notation  ,  en  sorte  que^  dans  le  cas  des  fonc- 
tions complètes ,  on  a 

E(c)  =  T'"  cÈp  v'i  --■  c»sin^, 

<2p 


n{.,a)  =/;'  - 


+  asin'^)  y/  I — c^sin"^ 


Enfin ,  pour  abréger,  on  fait  souvent  \/i  — c*s=  b, 
ce  qui  donne  è'  +  c*  =  i  ,  et  b  se  nomme  le  com- 
plément du  module  c. 

Cela  posé ,  considérons  d'abord  la  fonction  ellip-- 
tique  de  première  espèce ,  qui  est  plus  simple  cjue 
les  deux  autres.  La  plus  remarquable  de  ses  pro^ 
priétés,  c'est  qu'étant  données  deux  fonctions  de  cette 
espèce  qui  ont  même  module ,  et  qui  ne  diffèrent 
que  par  leurs  amplitudes,  on  peut  toujours  trouver 
par  des  opérations  purement  algébriques  une  troi- 
sième fonction  de  même  espèce  qui  soit  égale  à  leur 
somme  ou  à  leur  différence.  Il  suit  de  là  qu^on  peiat 
toujours  déterminer  algébriquement  une  fonctîoix 
elliptique  multiple  ou  sous-multiple  d'une  fonctiorx 
donnée  y  et  plus  généralement  encore  une  fonction 
qui  soit  à  la  première  dans  un  rapport  quelconque  • 
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propriété  que  les  fonctions  elliptiques  de  première 
espèce  partagent  avec  les  fonctions  logarithmiques  et 
circulaires. 

Les  fonctions  elliptiques  de  seconde  et  de  troisième 
espèce  jouissent  de  propriétés  analogues^  mais  moins 
simples.  Ainsi  on  peut  toujours  déterminer  algébri- 
quement une  fonction  elliptique  de  seconde  espèce 
qai  soit  égale  à  la  somme  ou  à  la  différence  de  deux 
fonctions  de  même  espèce ,  plus  à  une  quantité  algé- 
brique,  et  enfiii  une  fonction  de  troisième  espèce 
égale  à  la  somme  ou  à  la  différence  de  deux  fonctions 
données  de  même  espèce ,  plus  à  une  quantité  ex-- 
primée  par  arcs  de  cercle  ou  par  logarithmes. 

Comme  la  réunion  des  fonctions  elliptiques  de 
seconde  et  de  troisième  espèce  comprend  les  arcs 
mesurés  sur  Fellipse  et  Thyperbole ,  on  voit  qu'il  sera 
toujours  possible  de  déterminer  sur  chacune  de  ces 
courbes,  non  pas  comme  dans  le  cercle,  un  arc 
égal  a  la  somme  ou  à  la  différence  de  deux  arcs 
donnés ,  mais  égal  à  cette  somme ,  plus  ou  moins 
une  quantité  algébrique.  Cette  propriété  de  ces  deux 
courbes  est  d'autant  plus  remarquable  qu'elle  a  été 
découverte  par  Fagnani  ^  avant  qu'on  se  fut  encore  . 
occupé  sérieusement  de  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques, et  qu'elle  a  pour  ainsi  dire  ouvert  aux  géor- 
mètres  cette  carrière  nouvelle. 

Ëuler,  qni  généralisa  ce  résultat  et  en  donna  la 
démonstration  analytique ,  fut  conduit  ainsi  à  com- 
parer entre  eux  non  seulement  des  arcs  mesurés  sur  la 
même  ellipse  ou  sur  la  même  hyperbole,  mais  encore 
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toutes  les  transcendantes  renfermées  dans  la  formule 

/    .    _"~7~-~  >    ^^^  dans  ce  rapprochement^    il 

supposa  toujours  que  les  fonctions  d'une  même  espèce 
avaient  le  même  module ,  et  quelles  ne  différaient 
que  par  leur  amplitude  ^  ou ,  ce  qui  revient  au  même, 
que  les  arcs  que  ces  fonctions  représentent  apparte- 
naient à  la  même  courbe.  Aussi  cette  comparaison  ^ 
qui  lui  fit  découvrir  sur  la  multiplication  et  la  divi- 
sion de  ces  fonctions  les  beaux  théorèmes  que  aous 
avons  énoncés  plus  haut ,  ne  lui  apprit  rien  relati- 
vement à  leur  intégration. 

Lagrange  eut  l'heureu^^e  idée  de  comparer  entre 
elles  sous  un  nouveau  point  de  vue  deux  fonctions 
elliptiques  de  même  espèce  \  il  supposa  que  dans  ces 
deux  fonctions  l'amplitude  et  le  module  varient  à  la 
fois,  et  il  fut  ainsi  conduit  à  une  méthode  générale, 
pour  trouver  par  des  approximations  successives  les 

intégrales  de  la  forme  / — =• 

En  effet ,  Lagrange  remarqua  d'abord  que  l'inté- 
grale d'une  fonction  elliptique  de   {H*enûère  espèce 

\— — s'obtiendrait  sans  difficulté  par  les  se— 

m 

ries ,  si  c  était  supposé  une  quantité  très  petite  ou 
une  quantité  à  très  peu  près  égale  à  l'unité.  Ainsi 
donc ,  si  l'on  pouvait  ramener  la  fonction  F(c,  <p)  à 
une  autre  fonction  F(c',  ^'),  dans  laquelle  le  module  c' 
serait  moindre  ou  plus  grand  que  c^  et  déterminer 
algébriquement  le  rapport  de  ces  deux  fonctions,  en 
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opérant  de  la  même  manière  sur  celle-ci ,  on  obtien- 
drait la  valeur  de  la  fonction  donnée ,  exprimée  par 
une  suite  de  fonctions  de  même  espèce ,  dont  la 
dernière  serait  intégrable  d'elle-même ,  et  Ton  aurait 
ainsi  un  moyen  très  simple  de  trouver  les  intégrales 
approchées  de  toute  espèce  de  fonctions  elliptiques» 

Soient  donc  ¥(c,  p)  une  fonction  donnée,  et  ¥{(/,  ^') 
une  fonction  de  même  espèce  dont  le  module  c'  et 
l'amplitude  <p'  sont  arbitraires ,  si  l'on  pose  l'équa- 
tion 

F(c,(p)  =  ;tF(c',(p'),     («), 
ou  bien 

il  s'agira  de  déterminer  algébriquement  ft ,  c'  et  ^' 
en  fonction  du  n^odule  c  et  de  l'amplitude  ^,  de 
manière  à  satisfaire  à  l'équation  précédente. 
Or,  si  l'on  suppose 


j  ^^^  jt 


ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

sîn(2?)' —  ^)  =  csin(p ,      c'=:~^    {y),    ' 


doù  Ton  tire  cos(3^'  —  (p)=  V^i  — c*sin?^.  U  est 
facile  de  s'assurer  que  ces  valeurs  substituées  dans 
l'équation  (f  )  donneroût 


C)  Voir  les  notes  à  la  fin  du  volume. 
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F(c',<p')=-^F(c,<p);     («') 


équation  qui ,  comparée  à  l'équation  (a) ,  donne 
it  =  =  —^rr- .   Il  suit  de  là  que    les   deux 

fonctions  F(c,(p)  et  r(c',^';  sontentre  elles  dans  un  rap- 
port constant^  quelles  que  soient  les  amplitudes  ^  et  <p', 
pourvu  que  ces  angles ,  ainsi  que  les  constantes  c  et  c', 
soient  liés  par  les  équations  (y)  ou  par  les  équations 
suivantes  qui  en  dérivent  : 

tang(<p-(p')=A'tang<p',     *'=  f^      W, 


en  supposant,  comme  nousTavons  dit,  A=  \/i  —  ^*- 

Les  premières  formules  serviront  à  déterminer  ^' 
et  c'  en  fonction  de  ^  et  c;  les  secondes  peuvent 
servir  réciproquement  à  détermine!*  c  et  ^  en  fonction 
de  c'  et  ^'supposés  connus. 

L'équation  F(c,(p)=  F(c',  ç')  ayant  lieu  quel 

que  soit  (p ,  si  l'on  suppose  ^.z=:7r,  ce  qui  donne 
(p'  =  j';r,  en  observant  que  d'après  les  lois  de  ]a 
multiplicatiop  des  fonctions  elliptiques  de  première 
espèce  on  a  F(c','7r)=;2F(c,f7r)  (*),  on  aura  entre  les 
fonctions  complètes  T(c)  et  F(c')  la  relation  très 
simple 

F(c')=(i4-c)F(c). 

Passons   aux  fonctions  elliptiques  de  seconde  es- 


(*)  Théorie  des  Fonctions  elliptiques,  n»  ai 
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pèce.  Les  valeurs  de  ^'  et  &  tirées  des  écpations  {y) 
donnent  l'équation  différentielle 

aip'  V  î  —  c'*sm*0'  =  --^  .  ^^ — ,    ,     /  . 

^         A         2(1 4- c) 


En  faisant  y  pour  abréger,  A  =  \/i  —  c*8În*^,  cette 
équation  peut  s'écrire  ainsi  : 


(i  +  c)d(p'  \/i  —  c'*sin*V  =  ^.(A*— ift^+ccos^A), 
doù  en  intégrant  on  tire 

(i+c)E(c%  (P0=E(^,  ^)—  i AT(c,  <p)H-csin  (p.  (ft) 

Cette  équation  fait  voir  que  la  fonction  de  pre- 
mière espèce  ¥(c,  ^)  peut  s'exprimer  par  deux  fonc- 
tions de  seconde  espèce  E(c,  cp)^  E(c'^  9^)9  ou  en  d'au- 
tres termes,  que  tout  arc  d'hyperbole  peut  s'évaluer 
par  deux  arcs  mesurés  sur  l'ellipse;  ce  qui  est  l'énoncé 
du  théorème  de  Landen. 

Si  Ton  suppose  (p^  =  j  ^tc  et  <p  =  sr,  on  aura 
E(c',  (p')=:E(c')  et  E(c,  (p)=E(c,  7r)=2E{c).  Qii  aura 
donc  simplement  dans  le  cas  des  fonctions  com-^ 
plètes , 

(i  +  cOE(c')  =  2E(c)  —  b*F{c). 

Les  formules  (a')  et  (J")  serviront  à  exprimer  les 
fonctions  ¥{c,  (p)  et  E(c,  <p)  dont  le  module  est  c ,  au 
moyen  des  fonctions  semblables  F(c',(p')  et  E(c',  ^') , 
dont  le  module  est  c',  et  réciproquement  ;  car  i]  est 
évident  qu'on  pourra  déduire  de  ces  mêmes  équa- 
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on  aura 

F(c,fl))  =  Hloglang(45-+i«),      W 

Si  ^  =  -y^ ,  et  qu'on  nomme  O'  ce  que  devient  alors 
l'angle  O ,  on  aura  pour  le  cas  de  la  fonction  com- 
plète 

F(c)  =  H  log  tang(45*  +  ^ *')• 

Voilà  donc  la  valeur  de  Tintégrale  donnée  ex- 
primée en  fonction  d'une  quantité  logarithmique 
facile  à  calculer ,  multipliée  par  un  coefficient  cons- 
tant^ et  la  question  proposée  est  par  couséquent 
complètement  résolue;  mais  on  voit^  d'après  ce  qui 
précède,  qu'on  peut  encore  exprimer  d'une  autre 
manière  la  valeur  de  cette  même  intégrale. 

En  effet ,  la  suite  croissante  des  modules  c  ,  c'y 
d\  etc. ,  qui  a  pour  limite  l'unité ,  peut  être  pro- 
longée indéfiniment  dans  le  sens  opposé;  elle  sera 
alors  décroissante  et  aura  pour  limite  zéro.  Dési- 
gnons par  Cy  c^y  c^^y  c^jj,  etc.,  les  différées  termes 
dé  cette  suite  que  nous  supposerons  Wés  entre  eux 
par  les  équations 


ou  ^  ce  qui  revient  an  même ,  par  les  équations 


/  — ,+6'    ^/i— 7T^'    ^•— 7+t1'  ^*^^ 
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Nommons  ^^ ,  ^,^ ,  9^ ,  etc« ,  les  amplitades  corres- 
pondantes aux  modules  c^ ,  c^^ ,  c^^ ,  etc. ,  et  détermi- 
nons leurs  valeurs  par  les  équations 

tang(^,  — (p  )  =  itangf ,   j 
*ang(^,,  — (Pj  =  *'tang<p^,  V  (n) 

*aQg  (<P//y — (Pj  =  *"  tang  <p,„  I 
etc.  ; 

on  formera  ainsi  une  suite  de  fonctions  F  (c,  ^), 

%/ >  ^,)j  ^(p/i9  9/i)f  ^^'f  V^^  seront  entre  elles 
dans  des  rapports  constans ,  eu  sorte  qu'on  aura 

etc. 

Les  modules  c^,  c^,  c^^^ ,  etc. ,  décroissent  très  ra- 
pidement ^  et  s'approchent  promptement  de  leur 
limite  zéro.  Or ,  dans  le  cas  où  c  est  supposé  très 

petit,  on  a  à  fort  peu  prhs,Jy^==~^fd(p  =^  ; 

en  nommant  donc  O  Tamplitude  correspondante  au 
module  auquel  on  s'arrête ,  et  en  faisant 

H'=  l+S.' .  l±S.  ,  L±Im  etc., 
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fonction  des  quantités  6(c;,9^)  ,  Gr(c^^,^^^)  des  fonc-* 
tions  F(c;^9^)  f  F(c^^y^,J  ,  ef  de  quantités  algébriques. 
Supposons  qu'on  ait  calculé  la  suite  des  quantités 
G(c,^),  Gr{c^f  (p^y  etc.,  jusqu'au  terme G(cj,  <pj)  corres- 
pondantau  module  C|  que  nous  regarderons  comme  as- 


sez petit  pour  être  négligé,  on  aura  V^  i  — ^,*sin*^i=  i , 
et  par  suite  E(C|,^|)  =  F(c„^j)  =/^(p*  =  <b.  En  nom- 
mant comme  précédemment  ^  la  limite  des  angles  ^, 
^/'  ?/i'  ^^^*  y  ^^  ^^^^  donc  alors  G(c,,^|)  =  o.  Si  Ton 

suppose  (p.=  -^ ,  on  aura  ^  =  2'  -'Tf ,  et  les  angles 

^/»  9/i>  ^^^''  seront  tous  des  multiples  de  la  demi-cir- 
conférence, ce  qui  fera  disparaître  la  partie  algébrique 
des  équations  précédentes.  On  aura  donc,  en  substi- 
tuant pour  Y(c^y(p^y  F(c^^,^J  etc*,  leurs  valeurs  en 

F(c,(p), 

En  mettant  pour  Gr(c)  sa  valeur  E(c) —  F(c) ,  et  en 
observant  qu'on  a 


^      /.   _i_  ^\a7    ^/  — "  /,     I    '     \a}  CtCr, 


'»         « 


on  en  conclura 

E(c)  =  F(c)[i  -^c»(i  +  i  c,+  '^c,c,  4-etc.)]. 

Ou  bien  en  faisant,  pour  abréger, 

L=,-lç«(i4-ic,4-^c,c,4-elc.),    (?) 
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et  en  observant  qu'on  a  F(c)  ^  K  -  ,  on  aara ,  pour 
le  cas  des  fonctions  complètes , 


E(c)  =  KLf    H 


•      i. 


Cette  formule  peut  s'appliquer  non -seulement  à 

des  valeurs  de  c  plus  petites  que  \/- ,  mais  même  à 

des  valeurs  ,peu  différentes  de  runtté.j  ella  ^sdffitidonîc 
pour  tous  les  cas  que  Ton  peut  avoir  à  calculer.  Cepen- 
dant ,  si  pour  compléter  cette  théorie  on  veut  voir  ce 
que  deviennent ,  pSiV  rapport  atrx  fonctions 'dé  seconde 
espèce ,  les  formules  relatives  à  TéclieUe  ^^ scendante 
des  modules  y  reprenons  Téquation  (/t);   en  substi- 

tuant  pour  F(ç,^3  sa  valeur  *  F(c^^y^)y  «lie  dqnne 
la  suivante  : 

et  serablaolemént  .  ' 

E(c",<p")=:(i  4-^^E(c'",<p"0-h(  1  -c")F(c'",i"')  -c"sln<p", 

.:    /iM'if    no 

etc. 

Soient  E(<:^i(p'>,  F(c^(p'>,  les  valeurs  de E(c,(p;,  F(c,(p) 
correspondantes  aii. module  c'que  nous  supposerons 
assez  voisin  de  l'unité  pbur  ne  pas  pousser  plus  loin 
la  série ,  <»  aura      . .       ^ 


«♦•r 


Tome  III.  7 


^  TQËQRIB  AKAiYTIQUB 

par  conséquent 

Dans  le  cas  des  fonctiops  complètes  il  faut  supposer 

^  c=:  "TT  f  et  calculer  les  angles  ç>\  ^^\  etc.  f  par  les 

équations  (v)  ;  mais  cette  supposition  ne  ferait  pas 
disparaître  Us  quantités  algébriques  déâ  formules  pré- 

dédçntes.  O^ri  ne  peut  supposer  non  plus  ^'.=  -'7r; 
parce  qu'^l^^/V*-  v^Jçiat  de  F(  c^i  ^)  deyieadrait  in^ 
finie;  ifaâïs  si  Toufeit  ^*^*  =  -7r,  ce  qui  n'e^tsujçt 
à  aucun  inconvénient^  on  trouvera,  en  remontant  ^ 

(p  s=?  !î'""' -..  En  substituant  donc  poifr    Y(c\^^f 

F(c",^"),  etc.,  leurs  valeurs ,  et  réduisant  ^  expres- 
sions résultantes ,  en  observant  qu'on  a  généralement 

.-.  •  ••      •     ^  ••.\..  «■■ 


on  trouvera 


Mais  l'équation  tang  ((p'""»  —  (p^yi^¥%!ÊÊkg^(l^\  daflâ 
l'hypothèse  de  çf""'  ==  ^  f^r .  â<^une,  tang  ^*  =  t^, 


.! 
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d'où  Ton  tire  sîn  ô'  =  ,y     ,    ,.  t^  i ft'    aux 

qfuaatîtés  près  de  Tordre  (£')*  que  Ion  peut  négliger^ 
pnîfique  Ton  siqppofie à  très  peu  près  <fss;i.Oa  aura 


ainsi 


a^ /  I— c*^'         ac*-*  \  ^^  a'-' 

On  a  d'ailleurs 

E(c,  «)  )  =  E(c,  a'-  ^)  =  a'-E(c). 
£q  Êûsant  donc 

en  aura  pour  le  cas  de  la  fonction  complète  ; 
E(c)  =  ^  log  tang  (45-  +  1^)  +  ^. 

Cette  formule  s'applique  au  cas  où  le  module  est 
peu  difTérent  de  Funité  ;  elle  suppose  seulement  que 
Ton  a  poussé  la  série  des  modules  assez  loin  pour 
que  (i*)*  s^**  ^"^  quantité  négligeable ,  ce  qui  permet 
de  faire  c*  =  i . 

La  suite  des  quantités  croissantes  € ,  c\  c^,  etc. , 
dont  la  limite  est  l'unité  et  la  suite  des  quantités  dé- 
croissantes c^,  c^ ,  c^^f  etc. ,  dont  la  limite  est  zéro  ^ 
n'en  forment  qu'une  seule  liée  par  la  même  loi  '  et 
qu'on  peut  écrire  aiîisi  • 

limite  o  .  .  . .  c^^^,  c,^,  c^ ,  c,  c\  é\  d" . . . .  limite  i. 

Cette  suite,  qui  peut  être  prolongée  indéfiniment 

7-- 
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dans  les  deux  sens,  est  ce  qu'on  appelle  une  échelle 
des  modules ,  et  Ton  voit  que  les  fonctions  F(c,  <p) , 
E(c,  <p)  peuvent  être  transformées  en  une  infinité 
d'autres  fonctions  de  même  espèce ,  qui  auront  pour 
modules  les  difTérens  termes  de  cette  échelle. 

La  précédente  échelle  a  d'abord  été  découverte  par 
Lagrange;  la  loi  de  sa  formation  est  très  simple; 
mais  cette  loi  peut  varieri  et  par  conséquent  il  peut 
exister  différentes  échelles  de  modules  pour  la  même 
fonction  elliptique.  Long-temps  après  Lagrange^  Le- 
gendre  en  découvrit  une  seconde  dont  la  loi  est  plus 
compliquée,  mais  qui  jouit  de  propriétés  analogues. 
Enfîn,  dans  ces  derniers  temps,  on  a  démontré  qu'on 
pouvait  former  une  infinité  d'échelles  de  modules,  à 
chacune  desquelles  correspondra  par  conséquent  une 
infinité  de  transformations  diverses  de  la  même  fonc«- 
tion  elliptique  en  d'autres  fonctions  de  même  espèce, 
dont  les  modules  seront  tous  déterminables  par  des 
opérations  algébriques.   La   démonstration  de  cette 
belle  propriété  des  fonctions  elliptiques  fait  l'objet 
du  célèbre  théorème  du  à  M.  Jacobi ,  dont  les  tra- 
vaux, ainsi  que  ceux  de  son  émule  l'ingénieux  Abel, 
trop  tôt  ravi  aux  sciences ,  ont  donné  tout  à  coup  un 
nouvel  essor  à  cette  branche  d'analyse  au  moment  où 
on  la  crojait  épuisée.  Cependant,  tout  en  rendant  jus- 
tice aux  savantes  recherches  de  ceux  qui ,  après  La- 
grapge ,  se  sont  occupés  de  la  tli^orie  des  fonctions 
elliptiques,  nous  devons  dire  que  sous  le  rapport  du 
calcul  pratique  de  ces  fonctions ,  qui  est  le  véritable 
but  que  l'on  doit  se  proposer,  leurs  travaux  n'ont 
rien  ajouté  aux  résultats  obtenus  par  ce  grand  géo- 
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mètre.  En  effet,  cette  multitude  d^échetles  de  modules 
dont  Ils  ont  démontré  Texistence ,  en  permettant  de 
varier  à  l'infini  les  transformations  des  mêmes  fonc- 
tions ,  a  conduit  à  la  découverte  d'un  grand  nombre 
de  propriétés  neuves  et  intéressantes  dont  s'est  enri- 
chie l'analyse  ;  mais  relativement  à  l'înt^ration  de  ces 
fonctions ,  elle  n^a  fait  que  reproduire  sous  des  formes 
diverses  la  même  méthode  d'approximation ,  sans 
conduire  à  aucune  intégrale  nouvelle;  et  comme  de 
toutes  les  échelles  celle  de  Lagrange  est  la  plus 
simple  et  la  plus  facile  à  former,  c'est  en  définitive  h 
celle-ci  qu'il  faudra  recourir  toutes  les  fois  qu'on 
voudra  calculer  numériquement  les  fonctions  ellipti- 
ques qui  se  présentent  dans  un  grand  nombre  de 
questions  de  Géométrie,  de  Mécanique  ou  d'Astro- 
nomie. Legendre  est  donc,  après  Lagrange  /  celui  qui 
a  rendu  le  plus  important  service  à  cette  partie  du  cal- 
cul intégral  ;  il  a  fait  pour  les  fonctions  elliptiques  ce 
que  les  successeurs  de  Neper  avaient  fait  pour  les 
fonctions  logarithmiques  et  trigonométriques  ;  il  a 
construit  des  tables  au  moyen  desquelles  on  peut, 
dans  chaque  cas,  trouver  la  valeur  numérique  de 
toute  fonction  donnée  avec  toute  la  précision  dési- 
rable ,  sans  être  obligé  pour  cette  recherche  à  des 
calculs  laborieux.  Le  secours  de  ces  tables  rend  l'em- 
ploi des  fonctions  elliptiques  d'une  application  aussi 
facile  que  celui  des  fonctions  logarithmiques  et  cir^ 
culaires.  Ce  travail ,  moins  brillant  sans  doute  que 
tant  d'autres  du  même  auteur,  est  celui  qui  doit  peut- 
être  lui  mériter  le  plus  la  reconnaissance  des  géo- 
mètres, par  les  soins  qu'il  a  exigés  et  par  son' utilité.. 
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Noué  aurons  plusieurs  fois,    daAS  la  suite  de  cet 

ouvragie,  l'occasion  d'en  faire  usage. 

!23.  Reprenons  les  râleurs  cks  deux  quantités  b^ 

et    b^    qui  nous  restent  à  déterminer.    Diaprés  la 
formule  (i)  On  aura 

Il  y  a  plusieurs  moyens  de  ramener  ces  deux  in- 
tégrales à  la  forme  des  fonctions  elliptiques.  Soit 
sin  (^  -H  Ô)  =  a  sin  0 ,  d'où  Ton  tire 


Faisons  pour  abréger  A  =  \/ 1  —  a'sin'Ô ,  ces  deux 
équations  donnent  en  différentiant 

dô(«GOsfl  —  A) 


d<p. 


A 


£ft.  vertu  des  mêmes  équations  on  a  d'ailleurs 

cos  (p  =06 sin*  9  -h  eosfl  A. 
et  par  suite 


\/l  2(XC0S^  +  ( 

«*  =5  \/a*cps'8  ■—  2ct  cosOa 

-+.A' 

=:  ât  COS  0  —  A. 

' 

On  aura  donc 

dç 

de 

V^l  —  2/BCOS^ 

+  •*       A  ' 

dûCOêQ 

— ',  ii.jal,.L.:— 

dèiAsin^ù-h 

COSÔA) 

> 

l/  1  —  2««OS9  +  «* 


A 
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Si  Ton  intègre  ces  deuK  formvlçg  en  Qbsqrvant  qim, 
«•sin'ô=  I  —  A* ,  et  que  intégrale  /^/Ocosô  devant 
être  étendue  depuis  6  =  o  j  usqu'à  0=2^,  ce  terme 

est  nul  entre  ces  limites ,  les  expressions  de  b^  et 
de  b!    deviendront 

Désignons  par  F(flt)  et  E(a)  les  fonctions  complètes 
de  première  et  de  seconde  espèce  relatives  au  mo- 
dule et,   c'est-à-dire  celles  qui  se  rapportent  à  des 

intégral^  prises  eatre  les  limites  6:psoel6:=z:-9r/ 
on  aura 


yi   — i  Bt»  êiJOL' ê 


Les  intégrales   indiquées  devant  s'étendre  depuis 
0=  o  jusqu'à  6  ==  27r.  On  aura  donc  ain$i 

Si  Vûû  stib^ftie  téé  valeurs  dan^  les  équations  (5) 
du  n*  ig,  après  avoir  fait  ^=î,  iwso^  onaiirapoor 

déterminer  les  coeffidens  b^  '  et  b%  f 

,(o)      . 4 r:2E(«)-Ki  — *)F(a) n    !.(■)_       'I  î     /,„\ 
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et  eii  faisant  énsoitè  ^  ==  -  dans  ces  mêmes  formules, 

■     '        •  •  ^  _     . 

on  en  déduira 
K^  =  i— i_.  h 


3(7zr?r      '  ""t  —  •  3(1  ««•^r—î^^ 

Ces  valeurs  ainsi  déterminées ,    on  peut  déduire 
facilement  tous  les  autres  coefficiens  des  fcmctions 

V"S  V»  et  F». 

Il  ne  s  agira  plus  que  de  déterminer  les  quantités 
F(a)  et  E(a).  Pour  cela,  sî  l'on  veut  les  calculer 
directement,  il  faudra  ,  conformément  à  ce  qui 
précède,  former  la  suite  des  modules  décroissansa;, 
a^,  a^^^,  etc.,  jusqu'à  ce  qu'on  soit  parvenu  à  une 
valeur  peu  différente  de  zéro  ;  on  en  déduira  les  va- 
leurs de  K  et  L  par  les  formules  (x)  et  (Çj  n*  22,  et 
en  substituant  ces  deux  quantités  dans,  les  formules 
{cù) ,  on  aura  les  valeurs  de  F  (a)  et  Ji^(a).  Mais  il 
sera  plus  simple  de  déterminer  ces  deux  fonctions 
par  le  moyen  des  tables  de  Legendre. 

Enfin,  s!  Fon  voulait  faire  dépendre 'comme  dans  le 
n^  5i  du  livre  II,  la  détérmmatioh  des  quantités 

b^  ,  6,    ,  at€»  ,  4é- tetle  : -des  v^de^x  qiiantités  W 

et  b\  ^  dont  }ea  dével.9{:ype^eD$  ç;»  ;§é^ç  soi;it  ptns 
conversas,  on  aiurait!:    -  i/r.  ,    ■ 

,(0)  I      r^Tt'  .  y '-^ '-^ L-1-1.'-    •' 

^  b    i  =:  -  1      a^Vi  —  2a cos(p  +  a' 

b  \  :z=i  -  I     ..r/<p  cQè^  \/ 1 — 2acos^^.a\ 
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Expressions  qui,  par  des  transformations  très  simples, 
se  ramèneront  à  la  forme  des  fonctions  elliptiques. 
Les  fointnules  précédentes  sont,  à  ce  qu*il  me 
semble ,  les  plus  commodes  que  l'on  puisse  employer 
pour  le  calcul  numérique  des   premiers  coefficiens 

^l  f    ^i  *  ®^^*  9  ^*  ^^**^  manière  de  les  déterminer 

me  parait  à  la  fois  plus  simple  et  plus  exacte  que 
celle  des  séries.  Elle  réussit  surtout  lorsque  a  est 
une  très  petite  quantité ,  en  sorte  que  la  quantité  i — et 
ne  diffère  que  très  peu  de  l'unité ,  et  Ton  n'a  besoin 
dans  ce  cas  de  calculer  qu'un  petit  nombre  de  termes 
de  la  série  ct^,  a^^,  ot^^^,  etc. ,  pour  arriver  a  des  ré- 
sultats aussi  exacts  qu'on  peut  le  désirer.  Lorsque  la 
différence  i  —  a  est  au  contraire  très  petite ,  on  est 
obligé  de  pousser  plus  loin  la  série  des  modules  ;  mais 
le  nombre  qu'il  en  faut  calculer  n'est  jamais  bien  con- 
sidérable ;  et  d'ailleurs  la  théorie  des  fonctions  ellipti- 
ques offre  alors  des  moyens  de  profiter  de  cette  cir- 
constance même,  pour  simplifier  les  calculs  et  rendre 
les  approximations  pHts  rapides.  On  peut  aussi  alors 
faire  usage  des  formules  relatives  à  la  suite  ascendante 
des  modules  et  l'on  doit  remarquer  en  outre  qu'alors  e^ 
étant  supposé  très  peu  différent  de  l'unité ,  ce  cas  est 
celui  où  l'on  ne  peut  employer  la  méthode  des  séries 
à  cause  de  leur  peu  de  convergence. 

Enfin,  comme  nous  l'avons  dit,  des  tables  très 
exactes  ayant  été  construites  pour  les  fonctions  ellip- 
tiques, on  pourra  déterminer  par  leur  moyen ,  pres^ 
que  immédiatement  et  sans  aucun  calcul ,  les  valeurs 
des  quantités  V(e()  et  E(ât),  quel  que  soit  le  module  et. 
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et  les  Valeurs  des  coefiSciens  M  ,  bp ,  bf  ,  bp ,  s*en 

^  i  •  « 

détluiront  par  les  formules  (  1 8)  et  (  1 9). 

Pour  Applidjner  ce  procédé  à  un  exemple  particu- 
lier ,  supposons  qu'il  s'agisse  de  développer  les  trois 

fonctions  (i — aacos^+ct*)"  ^  ,  (i  — a^coso-f-^*)"  *  et 
(1  —  2a  cos  ^  +  fit*)  ""  • ,  relatives  à  l'action  réciproque 
de  Jupiter  et  de  Saturne.  On  aura  dans  ce  cas 

A  ss  o,  54531004 f 

et  par  les  tables  des  £3nctions  elliptiques  on  trouve 
relativement  à  cette  valeur  du  module 

F(a)=i,7iaS5o57;  F(a)=  i,446542$i. 

Ces  valeurs ,  substituées  dans  les  formules  (  1 8  )  > 
donnent 


• 

a#i8oaS946^ 

.      ' 

»«_ 

0.62062^00 9 

d'où  l'on  conclut 

*?'= 

A 

4.55828700, 

:  5.18538554, 

et 

par  suite 

4 

■  p        t  ,      • 
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(0) 


Aj    =  ï3.7985ooQ,, 


bf  =  12.418048Ç. 


(0 

Au  moyen  de  ces  valeurs  on  poorra 
par  les  formules  du  n®  2 1 ,  le  coefficient  de  lun  quel- 
conque des  termes  du  développement  en  séries  des 

trois  fonctions  (i — a«cos^+a')"»,  (i  — 2acos^-+-a')"* 

5 
et  (i  —  aûtcos^+a*)"*  ,  quel  que  soit  Tordre  de  ce 

terme. 
24.  Connaissant  par  ce  qui  précède  les  valeurs  des 

quantités  b^f^,bV,  b^:\  etc:,bt\  M*\  bf ,  cfe., 

^5  ,  3^  ,  ^5  ,  etc. ,  et  de  leurs  coefficiens  différentiels 
»       •       • 

successifs ,  il  sera  facile  d'en  conclure  les  valeurs  des 
quantités  A^*>> ,  Af^\  A«  etc. ,  »*>>,  B^*>,  B^*^  etc. , 
C^°\  C^'\  C^*\  etc.,  et  de  leurs  différences  successives 
tant  par  rapport  à  a  que  par  rapport  à  «'.  En  effet , 
nous  avons  supposé 

(a'  —  %aaf  co»  p  -h  a'»)"*  »  ^  ^!i2îf  =  i  A(«)-f-A<Ocos#-f-A(»>co«  iH-ctc. , 

et  en  faisant  a  =  -7. 

—  i.      I    <•)       0)  (^ 

(i  —  a<i  C08  0 -f- «»)    •  =  -  A^   -|-^£  cosp-f-^j.  cosaf+etc. 

On  aura  donc  généfademetit  ^  en  comparant  ce& 
deux  séries , 

et  dans  le  cas  de  t  =  i  ^ 
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A'"  =  K  *•'-')• 

En  différentiant  ces  valeurs  et  en  observant  qu'on  a 

dA  I 

2^  =  ^,  onaura 

rfAÇO i^        ^ 

da    ""  d'   *     dm* 

et  pour  le  cas  de  i  =  i 

da  ^  a'*  '   y  dm  V* 

En  différentiant  de  nouveau,  on  trouvera  dans  le 
cas  même  où  2=1 

d^ikS*}  __     1  i- 

"dF"  ""   «"    •    "Â»    * 

J»A<0 . 

da^    ~~  a'»    •      «*»»"• 

etc. 

D'où  l'on  conclura  généralement 

drb^^ 
.  «f-ACO         ,  ^  **  ''i 


•d^b^^ 


Le  cas  où  l'on  a  à  la  fois  ms=  i  et  i  =  i  étant  seul 
excepté. 
.De  même  nous  avons  supposé 

(a»  —  ^ad  cos  ^  4.  «'•)  i 5=  -  B<*)  +  B(«)  cos  ^  +  B(«)  cot  a^  -f-  etc., 

a  *   a 

•  â    I 
(a«  —  a^ia'  cos^  4-  a'*)  »  =a  -  C<»)  +  C<0  cot  ^  +  C<'>  cos  a^  +  eic.. 
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«5      I    (•)      (0  <•> 

(i— a«cos^  +  ««)    »ï=-A3  4-^â   cos^-f-Aa   cos  o^-f- eic, 

*       I     («)        (0  (0 

On  aura  donc  en  général 

B(0_±  îS^     et    C^=—  3^*^  • 


et  dans  le  cas  de  1  =  o^ 


BC«J 


=  ^3(*î-     4 


En  différentiant  successivement  ces  yaleurs,  on  en 
coQclara  généralement 

.  drcff-i        I       _  *  '^i 

^*  </*  *  lia" 

L'emploi  des  quantités  b^  ^b]  %  etc.,  è^^  ,  i,  ,  etc., 

^a  >  ^4  »  ^*^*^  ^  l'avantage  dHntroduire  de  Funiformitë 

dans  les  formules,  et  de  simplifier  les  calculs,  ps^rçe 
ces  quantités  et  leurs  différences  relatives  à  a  servent 
à  la  fois  à  la  détermination  des  inégalités  des  deux 
planètes  troublées  par  leur  action  réciproque.  Il  con- 
viendra donc  dlntroduire  ces  quantités  et  leurs  diffé- 
rences dans  le  développement  de  la  fonction  R,  à 
la  place  des  quantités  A^'\  A^*^  etc. ,  B^*>,  B^'>,  etc. , 
G^®^  C^'>y  etc. ,  et  de  leurs  différences  relajtives,  soit  k 
a,  soit  à  a^  Cette  opération  sera  facile,  an  moyen 
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des  formules  précédentes ,  lorsque  les  différences  re* 
latives  à  ci  auront  été  converties  en  différences  rela- 
tives à  a  par  les  formules  du  n°  Sa  du  livre  II,  qu'on 
peut  prolonger  aussi  loin  qu'on  voudra,  cest  ce 
que  nous  avons  fait  dans  le  n^  6  et  suîvans.  On  peut 
d'ailleurs,  pour  éviter  toute  opération  inutile,  exprimer 
de  suite  les  différences  relatives]  à  a!  en  fonction  des 

quantités  h^  ,  6 ,  ,  etc. ,  6^  ' , .  *^  ,  ctc*,  h\  ,  fc^^  \  etc. , 

tt  ft  Si  ft  7  â 

et  de  leurs  différences  ;  on  '  les  obtiendra  très  ai- 
sément par  la  différentiation  successive  de  Téqua- 
lion  (21)- 

^5.  Ija  méthode  par  laquelle  nous  avons  ramené  à 
la  forme  d'intégrales  définies  les  expressions  des  di- 
vers coefficiens  .  du  développement  de  la  fonction 
(a*— ^2^ia'cos^  +  a'*)""'  s'appliquerait  de  même  au 
développement  de  toute  fonction  donnée,  en  série  de 
fonctions  périodiques  de  la  variable ,  du  moment 
qu'on  est  d'avance  assuré  que  cette  fonction  peut  être 
exprimée  par  une  semblable  série. 

Si  les  intégrales  indiquées  peuvent  s'obtenir,  elles 
donneront ,  sous  forme  finie ,  Texpression  deâ  eoeffi- 
^îiè^s  du -développement  de  la  fonction  propose.  Si 
I%itégralion  ^t  iiln|^os5ible  par  les  méthodes  directes, 
edititne  )'éxpi<e$((k>n  de  chirque  eoéffident  est  donnée 
^kS'ûÈ  la  fofthe  de  <}iiâdrsitur«9,  on  pourra  «toujours  en 
dé-tet^iner  la  valetn"  ](>ar  tes  tnréthodès  d'approMîma^ 
tioii' connues,  avec  tel  de^  d'exactitude  qu^oix  voa<- 
drà.  Dkrlé  toué  les  cas,  eetfe  expression  indiquera  les 
rélktions  qui  lient  ce  <;oefficient  à  ceux  qbî  le  jlrécè* 
dent,  et  tammera ,  par  con^tient;  leUr  Aélei^inina** 
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^n  gémckl^  A  c^Ua  d'un  p^tU  nombro  d'eotit 

Cotte  m^^mère  4e  former  le  développement  d'iuie 
fonctipa  p0i»t  4t)re  principalement  utile  quand  clia*- 
ùm  d?  sm  coeffic{e)99  e$t  lui-diême  exprimé  par  mie 
série  infinie  ;  en  si(Mte  qu'on'  ne  Murait  avioir  sa  tbt 
leur  ex^i*t0  par  aucune  autire  méthode*  C'est  aiœi , 
p^rexfaptiple,  qt^.dans  les  formule^  du  oMUTem^it 
«Uipti^ufi  cliacua  des  coeiSciens  des  séries  qui  expri^ 
ment  le  rayoti  vecteur  et  la  1  wgitudë  vraie  en  foho» 
ûon  de  la  jongitudo  moyenne ,  fornde  une  suite  tnt^ 
dpanée  par  rapport  aux  puissances  aAceddabtes  de 
lexcentricitë  de  l'orbite*  JuDrsqii'oa : veM  nédoire  ets 
expressions  en  nombre,  il  est  donc  bon  d'avoir  le 
moyen  de  calculer  ces  coefficiens  par  des  formules 
indépendantes  des  excentricités,  et  qui  indiquent 
clairement  le  degré  de  petitesse  des  quantités  né- 
gligées. •     ^ ,  ^ 

Mais  c'est  surtout  dans  la  théorie  des  perturbations 
planétaires  que  l'emploi  de  cette  méthode  pourrait 
être  d'une  grande  utilité ,  car  les  coefficiens  des  diffî> 
rens  termes  du  développement  de  la  fonction  pertur- 
batrice >  en  ^U3  et  ^ÈOsifius  des  multiple^  des  moyens 
mouvemens  de  la  planète  troublée  et  de  la  planète 
perturbatrice',  étant  égalenaclnt  deâ  séries  ordonnées 
par  rapport  aulx  -excentricités  et  aux  "  inclinaisons 
n»  4  ,  ^  Von  parvenait  'à  évaluer  ces  coefficiens 
pat  lé  moyen  des  quadratures  paraboliques /hôn-seu- 
lemetft  on  éviterait  les  ^nibles  Calculs  qu'exige  le 
dêvelopp^itiènt  de  cette  fonction ,  mais  encore  on  ar- 
riverait, dans  la  reeheiliilie  des  inégàKtés  planétaires 
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à  des  rëstiltats  beaucoup  plus  certains  que  ceux  qu'on 
obtient  par  les  méthodes  ordinaires^  parce  qu'on  n'est 
jamais  bien  assuré  que  quelque  circonstance  parti- 
culière ne  rendra  pas  sensibles  des  inégalités  dépen- 
dantes des  puissances  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons qu'on  a  cru  pouvoir  négliger. 

On  a  donc  dû  chercher  à  étendre  la  méthode  pré- 
cédente au  cas  où  la  fonction  qu'il  s'agit  de -dévelop- 
per renferme  à  la  fois  deux  variables ,  et  où  la  série 
qui  Texprime  doit  être  une  suite  de  sinus  et  de  co- 
sinus, des  multiples  de  ces  variables.  Supposons ,  en 
général ,  la  fonction  R  développée  en  une^  sitiite  de 
termes  périodiques  de  là  forme  '      .    i* 

.  K,y  cos  («p.—  t'4>')H-  K'i/  sin  (ip  —  l'^O , 

dans  lesquels  ^  et  ^^  représentent  les  anomalies 
moyennes  de  la  planète  troublée  et  de  la  planète 
perturbatrice ,  i  et  i'  deux  nombres  entiers  qui  peu- 
vent avoir  toutes  les  valeurs  positives  ou  négatives, 
y  côrapYis  zéro.  En  n'ayant  égard  ^u'àf  ces  termes, 
bn  aura  .      ,  "^ 

Si  l'on  muHipUe  successivement  ps^r , .... ^: ... • 
cos  (f(p  -f-  i/^")  d(p  dip'  et  p^r  sin  («^  +  ?>')  4!P  dp'  les 
deux  membres  de.  cette  équation ^  et  qu'on  intègre 
entre  les  limites  o  et  a^r^il  etst  aisé .  4e  t  ;V^ir  qae 
tous  les  termes  du.  développetn^at  4é  II  d^Mwdaut 
d'un  argument  diâerei^t  de  ip  — -  fp^'.  4isparatitrQnt 
d'eux-mêmes.  ;/çn  soifte  qu'on  aura       .     '   . 
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K,..'  =  -^f^f^  R  cos  (  £^  -  iy  )  rf(p  d<p', 

K',,'  =  i;^.fl'fl'  R  sin  (  /?  -  }'<p')d9d<f>'; 

les  intégrales  devant  être  prises  depuis  ^=o  jusqu'à 
^ = 37r ,  et  depuis  ^'z=to  jusqu'à  ^'  =  27r. 

Si  l'on  désigne ,  comme  nous  le  faisons ,  par  F 
le  premier  terme  du  développement  de  R ,  ou  celui 
qui  répond  au  cas  où  Ton  fait  à  la  fois  i  =  o  et  i'=  o, 
cette  formule  devient   - 

Les  coefficiens  du  développement  de  la  fonction  R 
se  trouveront  donc  ainsi  exprimés  au  moyen  d'intér 
grales  définies  doubles,  et  il  ne  restera  plus  qu'à 
chercher  les  méthodes  les  plus  simples ,  pour  en  dé-' 
terminer  les  valeurs  approchées  avec  le  plus  d'exacti- 
tude possible. 

Cette  mauièrç  d'exprimer  les  coeiEciens  du  déve*- 
loppement  en  série  de  la  fonction  perturbatrice,  n'est 
qu  une  extension  du  procédé  employé  par  D'Âlembert 
pour  calculer  les  valeurs  de  ces  coefficiens  relatifs  aux 
termes  indépendans  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons, ce  qui  réduit  les  expressions  de  K|  /  et  K\y  à  de$ 
intégrales  simples  prises  par  rapport  à  ^  et  (p'.  M.  Pois- 
son, en  l'indiquant  pour  la  première  fois,  conce- 
Tait  en  mtême  temps  l'espoir  que  par  quelque  artifice 
danalyse  on  parviendrait  a  réduire  ces  intégrales 
doubles  à  la  forme  d'intégrales  simplçs  ^  mais  il  ne 
parait  pas  qu'on  y  ait  réussi  jusqu'ici,  et  le  seul 
'  Tome  III.  8 
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moyen  qui  ce  présente  pour  l^  calculer^  est  d'étendre 
à  deux  variables  la  me'thode  des  quadratures  parabo- 
liques. Cettç  méthode  consiste,  comme  on  sait,  à  re- 
garder rintégrale  dont  on  veut  déterminer  la  valeur^ 
comme  J'aire  d'une  portion  de  courbe  parabolique 
comprise  eqtre  des  limites  données^  et  à  partager 
ensuite  c^tte  aire  en  un  assez  grand  nombre  de  par- 
ties pour  que  chacune  d'elles,  regardée  comme  an 
petit  trapèze  curviligne  sur  l'un  de  ses  côté^ ,  puisse 
se  déterminer,  aussi  exactement  qu'on  le  voudra ,  par 
les  moyens  du  calcul  différentiel  :  la  somme  de  tous 
ces  trapèzes  sera  la  valeur  de  l'intégrale  cherchée. 

Supposons  donc  le  cas  où  la   fonction  qu'il  s'agit 
d'intégrer  comprend  deux  ou  un  plus  grand  nombre 
de  variables.  Soit ,  par  exemple ,  fjrdx  dz  une  inté- 
grale quelconque  dont  il  faut  trouver  la  valeur  ap« 
prochée  entre  des  limites  assignées  a  o:  et  à  z,  en  sup- 
posant y  une  fonction  connue  de  ces  deux  variables  ; 
en  sorte  qu'on  ait  jr  =  fonct.  (x,  z).  On  pourra  re- 
garder y  comme  l'une  des  trois  coordonnées  d'une 
surface  parabolique  dont  les  deux  autres  coordon- 
nées sont  ^  et  js;  et  la  question  consistera,  par 
conséquent,  à  cuber  le  solide  compris  entre  cette 
surface,  le  plan  des  xZj  et  les  plans  menés  paral- 
lèlement à  c^ux  des  xy  et  des  jz,  aux  limites  des 
coordonnées  x  et  z.  Nou$  prendrons  pour  ces  li- 
mites a:s=3:o,j?=saet^=:o,  zt=z  b,  et  nous 
supposerons  que  pour  les  deux  premières  valeurs  de 
d?  et  de  z  on  ait  fydx  dzzno;  ce  qui  est  permis, 
puisqu'on  peut  toujours  placer  l'origine  des  coordon- 
nées au  point  où  commence  le  solide  cherché^  et 
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frire,  pttr  Goosàpuait,  qœ  j:  et  ^  «^ëvâaouîisetit  «b 
mêdœ  temps  qw  rîwlë^^e  fydxdi^ 
NoQs  suppûseross  en  outre ,  coïkforniéiàetit  à  ce  qui 

a  été  dit  n®  34  »  ^^  ^f  V^  ^^^^^  l'intervaU&coaipfte 
entfe  les  limkes  a:  =zo  et  x^s^a^  zsso  et  ;8  ss  fr^  f o»- 
domiee  j^  ieste  toujours  de  même  signe  y  de  m&oièr^ 
qae  le  solide  q«  on  veut  cuba*  soif  compris  tout  en- 
tier du  même  c&té  du  plan  des*  xjr  ;  s'il  en  était  âi^- 
tremeot,  il  ^wdvait  .çberchfr  finecesâremetit  les  dif- 
flretites  parties  do -solide  ^  situées  soit  an-dessos^  soit 
au-dessous  du  plan  desjtf  ^  et  retrancher  la  somme  de 
celles  qui  spot  comprisjes.dans  «n  senç  de  la  somntie 
de  celles  qjai  sont  comprises  d^Q&  lautre. 

£i|fîn^ QOtts  supposeropsquedauslmtervidleconl- 
pris  entre  les  limites  assignées  à  l'intégrale,  la  cour- 
bure de  la.  sur^e  n'épfOuve  aucune  variatioa  cfe 
nature  à  rendre  infini  l'un  des  coejQSciens  diffère»- 

•  •  • 

^.  ,     Ar       dr       d'Y 

tiels  -3- ,   -T-  9    j^  f .  etc. 

^y'    dz       -'-* 


Cel»  posé»  4ivisQtts  en  n  >parties  égales  l'un  des 
c^tés  de  la  basedu  solide  que  nous  youlons  évaluer; 
sait  é^'l^tan^  de  wsparlieSy  en  iof te  qu'on  ait  b  =sm/. 
Si  Ton  mène  par  chacun  des  points  de  division  des 
plans  ps^pallèles  à  c^ui  des  or?  i  on  pourra  regarder  le 
solide  chierché  comme  étant  la  somme  de  tous  les  pe- 
tits solides  curvilignes  dont  la  base  est  co'a.  Divisons 
de  même  le  coté  £Z  en  m  parties  égales ,  soit  a = me^  ; 
par  chacun  des  points  de  division  menons  des  plans 
para^èles  à  celui  des^z  :  il  est  évident  qu'on  pourra 
considérer  le  solide  représenté  par  Tintégrale  fydxdz 
comme  étant  la  somme  de  fous  les  petits  paraîlélépî- 

8.. 
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pèdes  curvilignes  dont  la  base  cominnne  est.oiâ»',  et 
dont  les  hauteurs  sont  les  valeurs  que  prendra  z  loiv- 
qu'on  y  fera  simultanément  zr=:p  etj^so^  jcnric»  ^ 
a:  =  ^cs'y  xssSâ^^  etc.,  jusqu'à  x=(7ra— i)âi;  puis 
^ is:^ cù',  et  de  même  jc^szo,  jcr  =  û»,  j:=:aâ>,  etc., 
jusqu'à  a7  =  (7n-r-i)4iy  et  ainsi  de  suite  jusqu'à 
.2  =  (/i  —  i)û)'  et  «r=:Oya:  =  ûiy  etc.;  c'est-à-dire 
que  comme  nous  avons  supposé^  s:  ¥(x^  ^)»  si  Ton 
désigne  généralement  par  Yi^j/^  ce  que  devient  / 
lorsqu'on  fait  simultanément  orsrîû»,  zz=i%',  les 
valeurs  successives  de  j^  seront  \ 

Y,^^=F(o,  o),  Y,.o=F<*,o),...  Y^.,o=F[(fii— 1>,  o], 
Yo.,  =F(o,0,  Y,.,  =  F(*,0,...  Y„«.,.=F[(m-i>,  -,'], 
Yo.a  =F(o,2*0,  Y.,.=F(*,20,...  Y^,,.=îF[(m--i>,W], 

■ 

Y,.  „_,  =F[o,  (m -!)•'],      Y,.  ._,  =F<*,  «—!>'], 
Yr,7-.  =F[(2.,(n-i)*T. .  .Y„_,.,_,±=F(m-i)«,(«_i>']. 

La  valeur  approchée  du  premier  solide  sera'  égale  à 
ûiû)^Y«^  o  9  celle  du  second  à  cêo/Yj^  o  >  €^t  ainsi  de  suite; 
on  aura  donc  pour  la  somme  de  tous  ces  solides ,  on 
pour  la  première  valeur  approchée  de  l'intégrale 
cherchée  : 

fjdxdz=^cûo>\\.^  o     +Y,,  o    +Ya,  o +Y.^,^ ,) 

+û)û)XYo, ,    +Y,, ,   +Y.,  ..•..•+Y»_,,.) 

On  peut  encore ,  en  commençant  par  les  derniers 
solides  dans  lesquels  nous  avons  d^^omppsé  }e^ .  p^be 
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représenté  -parfjrdxdz^  regarder  ce  cube  comme  la 
somme  de  tous  les  petits  parallélépipèdes  curvilighea 
dont  la  base  commune  est  c&cê'f  et.dont  la  hauteur  est- 
la  valeur  que  prend  z  lorsqu'on  y  suppose  simultané^ 
ment  z^w^ê!  et  j^ssuta»,  ar  =  (m-*-i)âi;  etc.^  jus- 
qu'à œ-ssKêj  et  ainsi  de  suite ,  en  remontant  jusqu'à 
z=  ûi'  et  x^=^moù  ^  a:=:t(m— •  i)û>...  x^=.e0.  On 
trouvera  ainsi  une  nouvelle  expression  de  l'intégrale 
cherchée;  la  première  représentait  la  somme  des  pe- 
tits parallélépipèdes  inscrits  au  solide  qu'on  veut  éva- 
luer y  la  seconde  sera  celle  des  petits  parallélépipèdes 
qui  y  sont  circonscrits.  En  prenant  donc  la  demi- 
somme  de  ces  deux  expressions,  et  en  observant  que 
fon  a  de  la  même  manière ,  en  ne  considérant  que 
les  deux  tranches  extrêmes  du  solide , 

»m  (lo,o"T"  *i,o  "1"  *«,o'*»"T"   *ni— 1,0/ 

-^•*  (î*  OiOT  *I»0+    *»,0»'»"T"  ^9U~\^o  ^"  »*«,«)> 

on  trouvera  pour  l'expression  de  fydxdz  plus  ap- 
prochée de  la  précédente 

^rfxcfa=^.(iY...+Y..o+Y......+Y_..,-|-iY..,); 

+W.(iY„,.+Y...-fY......+Y_...+iY...), 

H-««'.(lY...+Y...+Y. -f.Y_...-f.^Y...), 


(A) 


C^tl^  formule  rapresenter^  d'autaxit  pliid  asuA^ 
xawt  h  y^ieur  de  VpQtégrale  /jndxdZf  que  le  nombre 
dm  parties  dans  leeiqnelles  on  aura  divisé  a  et  &  seia 
plus  considérable  i  puiâqu'il  est  évident  qu'en  rauki*** 
pliant .  le  nombre  des  parallélépipèdes  élément^ra» 
leur  somme  approchera  davantage  du  solide  cherché. 
On  a  donc .  ainsi  un  -inoyen  de  calculer  rintégntle 
fjrdccdt  avec  toute  la  précisicMi  qu'on  pourra  désirer  ; 
on  pourrait  d'ailleurs  déterminer  analjtiquement  la 
correction  qu'on  doit  appliquer  à  la  formule  pré- 
cédepte>  pour  avoir  une  valeur  plus  exacte  deFin^ 
tégrale  qu'elle  représente  j  mais  comme  cette  formule 
de  correction  serait  très  compliquée  ^  et  qu'on  en  fe^ 
rait  bien  rarement  usage  dans  la  pratique ,  uous  ne 
nous  y  arrêterons  pas  ici. 

Appliquons  maintenant  les  considérations  précé- 
dentes au  calcul  des  formules 

où  les  doubles  intégrales  doivent  être  prises  depuis  ^ 
et  ^'  égaux  à  zéro ,  jusqu'à  ^  et  ^'  égaux  à  07t. 
Si  l^on  suppose 

3  =^  -^  /"  **  /^  *"  Rsin  Ép  sin  î<b'd^'  \. 

^1f  J  o      J  o 

C=-^l       f      Rsini<pco&i'(p'd(pd(p\ 
0  =  -^^  r"  r^  Kcosi<psmff'd<fdip\ 

2ar  J  o     J  o. 
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Les  intégrales  étant  prises  dans  les  mêmes  limite^ 
que  les  précédentes^  îl  est  clair  qu'on  aura  K| /s=Â-f-B 
et  K^'f/  =  C  —  D  ;  ou  aura  par  oonaéquent  les  valeurs 
de  K|  /  et  de  K'i  1%  dès  qu'on  connaîtra  celles  de  A ,  B, 
C  et  D.  Occupon9'-w>us  donc  de  calculer  ces  quatre 
quantités. 

Commençons  par  la  première.  Si  Ton  veut  com- 
parer son  expression  a  celle  de  l'intégrale  générale 
fjrdjodz  f  il  faudra  supposer  ^  =:  x ,  ^'  r^  2  et 
jr ssF(Xf  z)=zRco&ipcoRf^\  Les  intégrales  rela- 
tives à  ^  et  ^'  devant  être  prises  depuis  ^s=s  o  jusqu'à 
ç  =  2i7r,  et  depuis  ^'  =  o  jusqu'à  ^'  =  a^^r ,  si  l'on 
suppose  la  circonferefnce  entière  divisée  en  m  parties 


2ar 


égales^   qu'on  substitue  successivement  ^  =  - —  , 
?  =  2  .  — ^  ,  ^  =  5  ,  —,  etc.,  à  la  place  de  O  dans 

TU  TU  * 

R;  qu'on  suppose  ensuite  la  circonférence  divisée  en  n 
parties  égales,  qu'on  fasse  successivement  (p'  =  — , 

^'=2.  -^,  ç'=5.  — ,  etc.,  dansR,  et  qu'on  désigne 

en  général  par  Kx,x'  1^  valeur  de  cette  fonction  corres- 
pondante à  la  supposition  que  l'on  a  simultanément 

?=  A  .  -^  et  ^'  =  À'  .  —  ,  d'après  les  notations 
précédemment  adoptées ,  on  aura  généralement 

Yx,  X'  =  Rx,  x'  cos  Q\  ^^  cos  fi' A'  ^\ 
La  formule  (  A  ) ,  en  y  supposant  cû  =  -^  et 
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m 


â>'  =s  —  ,  et  en  faisant  pour  abréger  etz=i  —  et 


./  air 


4$'  =:  £'  —  ,  donnera  donc  ainsi  : 

n 

"*"  ^  '^^^ *'•  G^o.»  *^^*  ^"'"^i.i cof*4-R,,,cos!Ut. . .+  ÎR„^,  cos  w*) 
•!< .  cos3flf .  (  -Rû  -  cos  o  4-R,  ,  coi  «t-f-R.  -coa  a*. . .  +  -  R„  ^oos  m*  ) 

+ .  coBneC.  (  -R„  „  cos  o  +R.  „  cos  «ç+R.  „cosa«. .  .-f-  -R„  „  cos  »/*  Y. 

Pour  faire  usage  de  cette  formule ,  on  commencera 
donc  par  calculer  les  quantités  R^^^  ^1,^7  ^^^*f  ^^^ 
suite  on  calculera  les  quantités  suivantes  : 

P' =-R  ^coso+R      cos«+R      co8a«...+  -R      cos  ira, 
o       a    ^t'^  >|0  ^r^  a     **h^ 

P'  =:  -  R      coao  +  R     cos  «t  +  R      cos  a«e. . .+  ^  R       cos  m«, 
«      a    ®»'  *i'  '1*  a    "«t* 

•  •    ••••••• ........,...,.• .•••.••.•.••••••. 

P   =-R      coso+R     cosA+R      cosa«...+  -R       cosm«t; 
n      a    o»"  >«'*  9i»  a    '^'* 

et  l'on  aura  enfin  cette  expression  très  simple , 

A=  — •  f-  P'  cos  o  +  P'  cos  «'-+-  P'cos  a*'.  • . -h  -  P'  cos  rut\    (B) 
m/i  Va    o  «  »  a    »  / 

En  changeant  dans  les  expressions  de  P'.,  P',  ^  etc. , 
et  dans  celle  de  A  les  cosinus  en  âinus^  on  aura  la 
valeur  de  Tintégrale  que  nous  avons  représentée 
par  B ,  et  l'on  trouverait  aisément  des  formules  sem- 
blables pour  déterminer  les  valeurs  de  C  et  D. 

Si  l'on  nomme  F  le  premier  terme  ou  la  partie 
constante  du  développement  de  R ,  on  aura 
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Ce  terme  repond  à  la  supposition  de  i=o  et  f=s:o , 
ce  qui  donne  ar=o  etfzs^o.  On  aura  donc  pour  la 
valeur  de  cette  intégrale 

En  faisant I  pour  abréger, 

ï^i  =  -  Ro,i  -f-  Ri,i  -f-  R»,i-  •  •  +  â  '^■''  ' 

La  valeur  de  F  ainsi  calculée  est  celle  qu'il  faudra 
substituer  dans  les  équations  différentielles  qui  dé- 
terminent la  partie  séculaire  de  la  variation  des  élé-* 
mens  des  orbites  planétaires. 

On  voit  donc  qu'il  sera  toujours  facile  de  déter- 
miner par  une  suite  d'opérations  très  simples  les 
coefHcîens  de  l'un  quelconque  des  termes  du  déve- 
loppement de  la  fonction  perturbatrice ,  du  moment 
qne  Ton  aUra  calculé  la  suite  des  quantités  que  nous 
ayons  désignées  par  Ro,o»  R«,i  $  etc. 

Il  nous  reste  à  montrer  comment  se  calculeront 
ces  quantités. 

Or,  R  étant  la  fonction  qui  représente  l'action  ré- 
ciproque de  deux  planètes  m  et  m^,  on  a 

V  t/(x'—  x)"+  cr'— j-)»+  («'~  fy  >"       / 
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fjomme  la  partie     ^  est 

commune  aux  deux  planètes ,  et  qu  elle  est  Celle  qui 
entraine  les  plus  longs  calculs ,  il  sera  bon  de  la  cal- 
culer séparément ,  et  de  diviser  ainâi  la  fonction  R  en 
deux  parties.  En  n'ayant  égard  qu'à  la  première ,  et 
nommant  f  la  distance  des  deux  planètes,  on  aura 

R  =  —  9  et  par  le  n®  i , 

f*  3e:  r»  +  r'»  —  arr' cos' 5  7  cos  (/ —  if) 
—  arr' sin*  Y  >cos(i'' +  v); 

r  et  r'  étant  les  rayons  vecteurs  de  m  et  de  m' dans 
leurs  orbites  elliptiques ,  v  et  v'  les  longitudes  vraies 
comptées  de  la  commune  intersection  de  ces  or- 
bites» 

Nous  avons  nommé  précédemment  f  et  f'  le&  ano- 
malies moyennes  de  m  et  de  m'»  et  nous  avoiis  choisi 
ces  deux  variables  pour  les  abscisses  du  solide  parabo- 
lique dont  F  {p,  ^')  représentait  rordonuée*  Si  Too 
suppose  donc  qu'on  remplace  dans  Texpression  pré- 
cédente r,  r\  Vf  \f^^  par  leurs  valeurs  en  fonction 
des  anomalies  moyennes  des  deux  planètes ,  on  aura 

F  (^,  ^'}=  -Tg — r.  9  et  il  fiiudra  commencer  par  cal- 
culer les  diverses  valeurs  de  f  (^,  p')  qui  correspon- 
dent aux  valeurs  successives  qu'on  peut  donner  à 
(p  et  à  ^\ 

Pour  cela,  on  calculera  d'abord  les  valeurs  du 
rayon  vecteur  r  et  de  la  longrtude  v  de  la  planète  m 
correspondantes  aux  valeurs  suocessites  de  Fanomalie 
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mojtBne  fr£:o,^  =  —  ,  ^ss^  — ,  etc.  ;  oa  cal- 

calera  de  même  les  valeurs  de  r'  et  de  i/  oor- 
respoadantes  anx  valeurs  de  l'anomalie  moyemie 

^'=o,   (p'=s — ,  (p'  =  3— ,  etc.,  et  Ton  formera 

un  tableau  de  ces  valeurs.  On  combinera  ensuite  en* 
tre  eux  les  résultats  de  ce  tableau ,  de  manière  à  for- 
mer les  valeurs  de  chacune  des  quantité  représentées 

généralement  par  f  Ta  —  ,  A'  — \  A  et  A'  pouvant 

prendre  toutes  les  valeurs  positives,  comprises  pour 
la  première,  entre  o  et  m,  et  pour  la  seconde ,  entre 
0  et  n.  Ces  combinaisons  seront  au  nombre  de  mxn, 
ainsi  que  les  quantités  à  former.  Ces  valeurs  calculées, 

on  en  déduira  généralement  Rx,  x'  =  -7 r  f  et 

les  formules  jÇB)  et  (C)  donneront  ensuite  les  va- 
leurs des  intégrales  cherchées. 

Tout  ce  qui  précède  s'appliquerait  de  même  éri^ 
demment  aucakul.de  l'intégrale  fydùd^^  résultant 
de  la  deuxième  partie  de  la  fonction  R  :  on  observera 
seulement  que  cette  partie  ne  produisant  aucun  terme 
constant  dans  le  développement  de  R ,  la  valeur  de  F 
n'en  sera  pas  altérée. 

26.  Lorsqu'on  aura  effectué ,  par  ce  qui  précède,  le 
développement  de  la  fonction  perturbatrice  en  série  de 
sinus  et  de  cosinus  des  multiples  de  ^  et  de  ^',  rien 
ne  sera  plus  facile  que  d*en  déduire  le  développement 
de  R  ^n  fonction  des  longitudes  moyenœs  ni  +  #  et 
Tsit  +  é^  de  m  et  de  m',  'ç'est-^-dire  sous  la  forme  où 
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cette  quantité  est  ordinairement  employée  dans  le 
calcul  des  perturbations  planétaires.  En  effet ,  (p 
et  ^'  étant  les  anomalies  moyennes  des  planètes  m 
et  ml^  on  aura 

^=z:/l/-f-£ — io     et     ^'=11'/+^ — g/. 

En  substituant  ces  yalenrs  dans  R ,  et  en  £aiisant 

R  =  mT  sin  {tnlt  —  int  -f-  H  —  m) 
+  inT'  cos  (iV^—  int  +  iV— i€j , 

on  aura 

mT  z=  K|/  sin  (iV  —  £«)  —  K',,/  cos  (i'ûi'  —  fe), 
m'F=  K|,/  cos(rc?'  —  i(ê)  +  K',,/  sin  (iV  —  im). 

On  ponrrait  encore  ^  à  la  place  de  ^  et  de  (p',  em- 
ployer toute  autre  variable  que  l'on  voudra  pour  le 
calcul  des  coefficiens  du  développement  de  R,  il  suf- 
fira de  substituer  à  la  place  de  <p  et  de  ^'f  dans  les 
expressions  de K| /et  K'i  1%  leurs  valeurs  en  fonction  de 
ces  nouvelles  variables.  Par  exemple,  si  Ton  veut 
faire  usage  des  anomalies  excentriques  u  et  i£^  d'a- 
près les  formules  du  mouvement  elliptique ,  '  on 
aura 

^  =  a  -^  6  sin  1^ ,       ip'  '=z  vl  —  e'  sin  u'  ; 

d'où  Ton  tire 

dj(p  =  du{^\  —  e  cos  w),    d^^  =  dU{\  —  é cos  //). 

Les  angles  ueXi/  ayant  d'ailleurs  les  mêmes  limites 
que  les  angles  ^  et  ^'^  on  aura  donc 
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li,/=  -^r^r  *Rcoi[i(«.eiinu)-î'(tt'-e'sio«r)](i-«coM»)(i-«'coM*')dialu% 
K'r./=  ^  /         /       RsmCi(«.«mtt)-t'(i/-«'sintt01(i-«cos«Xi-*'cofiiOrfuilu'i 

et  pour  le  cas  où  Fou  a  1=0  f  i'sso, 

F=j-;  r^jR^i — ecosu)  {\'^e'cosu')dudu[^ 

On  réduira  les  coefEcîens  de  R ,  sous  le  signe  inté- 
gral y  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de  e 
et  de  e%  et  Ton  effectuera  ensuite  les  intégrations  re- 
latives ku  et  à  u'. 

Pour  cela,  il  faut  supposer  R  exprimé  en  fonction 
des  anomalies  excentriques  u  et  u',  en  développant 
ensuite  R  en  série  de  sinus  et  de  cosinus  des  multiples 
de  ces  deux  angles.  Soit 

R=:2A|  |,cos(iM-^iV)-i-2Bj^i'sin(iw  —  i'i/) ,    ' 

i  et  i'  étant  des  nombres  entiers  positifs ,  négatifs  ou 
zéro  ;  on  aura  généralement 

A  j^  j'  =z  —C  ''  j      R  cos  (iu  —  l'w')  du  du', 

B|  /  =t=  —  r^r^ R  sm  (/w  —  iV)  rfttrfw', 
et  en  particulier^  . .  .      ,. 

HestailBéide  Vi&it^t:{ùefous  les  termes  des  valeurs-deK./ 
et  K^i/ pof ircçi^t  s'exprimer  au  moyen  des, quantités 
Al/ et  !^^^supp9sées  calculées  pour  toutes  les  va- 
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et  en  opérant  de  la  même  manière  sur  la  seconde 
des  équations  (d),  on  aurait  entre  les  quantités 
B'i,iS  B'|,/«,,  etc.,  B|,/,  B,,|'«.,,  etc.,  une  équa- 
tion semblable. 

Il  sera  facile,  au  moyen  de  ces  équations,  de  dé- 
terminer la  valeur  des  coelliciens  A'i^/,  B'i^ /,  lorsque 
celle  des  coefBciens  Aj^/,  Bj /,  du  développement  de 
R  en  série  sera  connue ,  quel  que  soit  le  procédé 
qu'on  ait  suivi  pour  l'obtenir.  En  effet ,  supposons 
qu'en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  et  aux 
produits  des  excentricités  le  second  membre  de  le- 
quation  (g) ,  on  ait 

Ki'-  î«'(Ai.i'-.+  Ai.iVO  =  I^"^+P^'^+P^*^+P^'^+  etc.,  (h) 

pCo)^  pco^  p(0^  etc.,  étant  des  quantités  connues,  dontla 
première  est  indépendante  des  excentricités  ,  la  se- 
conde est  un  binomè  dont  les  deux  termes  ont  pour 
facteur  e  ou  e^  la  troisième  un  trinôme  dont  chaque 
terme  a  pour  facteur  l'une  des  trois  quantités  e*,  ee'^ 
e'%  et  ainsi  de  suite. 

Soit  de  même 

A,y=Q.^  +  Q,,  +  Q.,  +  Q.  ,+  etc., 

r 

oùQ  .,,  Q!.,  ,  etc.,  sontdes  inconnues  qu'on  supposera 

ordonnées  par  rapport  à  e  et  à  e',  de  la  mêine  ma- 
nière que  les  quantités  connues  P^*\  P^*^,  Pf*^^  etc.%n 
substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (^),  et  en 
égalant  les  termes  semblables  dans  les  deux  mem- 
bres ,  on  aura 
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(m  -  in')  Çf'l  =  .nPO  +  1  i>,e'  f Q^"]      -j-  Q^    ")       , 

-  ^n'e  (<3C«)      +  qM     \ 

-  î  '"«'Ko"' ..  +  q'"^  .,> 

etc.  ' 

La  première  de  ces  équâtioas  dopnera  immediaie- 
ment  le  premier  terme  du  développement  de  Â'j^  /^  et 
Ton  en  déduira  successivement  autant  de  termes'  de 
cette  série  qu'on  voudra  ^  au  moyen  des  équetions 
suivantes.  On  obtiendra  de  la  mêmie  manière  Ja  va-' 
leur  en  série  du  coefficient  Bj  /•  La  valeur  de  Tinté- 
grale  fd'R  étant  ainsi  complètement  déterminée,  on 
en  déduira  celle  de  l'intégrale y^f^jf^/'R,  en  substituant^ 
dans  l'équation  (o),  fd'Vi  à  la  place  de  R.  On  pour-* 
rait  étendre  aisément  tout  ce  que  nous  venons  de  dire 
aux' intégrales  plus  générales  fRdt,  J/^dt*,  et  l'on 
en  déduirait,  par  la  difierentiation ,  les>  différences 
partielles  de /R^i^,  par  rapport  aux  élémens  de  Tor^ 
bite  de  m^  qui  entrent  dans  les.  formules  <}ui  déter- 
minent leurs  variations.  On  aurait  dône  ainsi  les 
variations  finies  de  ces  élémëps ,  sans  être  obligé  ^ 
pour  effectuer  les  intégrations,  de  réduire  la  fonc- 
tion perturbatrice  à  ne  renfermer  explicitement 
qu'une  seule  variaUe  ;  mais  cet  avantage  paraîtra, 
bien  £aîUe ,  si  Ton  observe  que  les  élémens  de  l'orr, 
Tome  IIL  9 
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bîte  troublée  se  trouveront  alors  exprimés  eu  séries 
des  sinus  et  cosinus  des  angles  u  et  u'^  et  qu'il 
faudra  de  nouvelles  opérations  pour  les  ramener  à 
la  forme  de  séries  procédant  suivant  les  sinus  et  co- 
sinus des  multiples  des  longitudes  moyennes  /i^+^y 
n't  +  c'.  Cette  manière  de  développer  les  fonctions 
R, /Rûfe,  etc.,  ne  nous  pars^it  donc  qu'un  point 
curieux  d'analyse  ;  elle  entraînerait  le  calculateur 
dans  des  opérations  beaucoup  plus  longues  que  les 
méthodes  ordinaires,  et  nous  ne  l'avons  exposée  ici 
que  parce  que  plusieurs  ouvrages  en  ont  déjà  fait 
mention  I  et  qu'il  nous  semblait  utile  d'en  signaler  les 
inotmvî&meris:  *  'S  ■"  ■•••«'•*  •■  •?  '  ...  ^  ' 
3^>Âu  reste ^  06  que  nous  avons  dit  précédemment 
suffit^  ^  dan&  tous  les  eas,  pOBr»  obtenir  d^une  ma-^ 
nière  très  approchée' les  valeurs  des  cOefBciens  de 
ktvsérie  qui  r^uite  du  développement  de  Isa  fonction 
|)e^tnpbâtric8 V  toutes  les- fois  quei  et  f  ne  sepdnt'pas 
^'Ifbp  ]grands  nombres;  car  en  voit,  diaprés  les  va* 
te*rt*àde  B'o,  P'.i  P'aî'fetc.  {À^\iS)i  qu'on  seVa  obligé 
àé  resserrer  ûe  plti^  ^n  j^lûs  les  ordonnées  dû'  ctibë  pâ- 
^«bbliquek  f)iàsute>qU'on  considérer^  tks  '  ixiegâlîtfés 
dt^^dântès  de<  multiples  plus  élevéi  dés  anomalies 
nK^ftbé^^deS  ''deû<K']^lanjète$,  p0uV  <|iie  Ibes  tiôrine^ 
dMft  ôes^antités  ise'cûtnposent  ne  changent  pas  trop 
soiiv^nt  dé^'  si^e,  c-è  qtil 'nuintit  à  léuk" exadtftude. 
B*>;^diin'a  idortc  'arriver'  que  les  ^lôub  deviennent 
iftiijpidksibleis  par^Ieur  lïiullii'pK^ité  ^  et  ^'oms^'  obligé 
âlom^dè^ëric^dcef  au*  avantages  qu'otf^éi'ioûs  d^utres 
isa^f^i^,  :)l'eYi^|)loi  ^dè  «etfe:  i^thode^lMaisombus 
re^f^'^èiul^  ôns  %w^  ctt  objet .  lori^iieu  hôus  ^hisM 

I  r  ;  ''n 
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cuperons  de  réduire  en  nombres  les  formules 
analytiques  des  inégalités  planétaires ,  cette  di- 
gression nous  ayant  déjà  écarté  trop  long -temps 
da  sujet  principal  que  nous  traitons  en  ce  mo- 
ment 


•• 
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CHAPITRE  m. 


Inégalités  planétaires  dépendantes  des  carrés  et  des 
puissances  supérieures  des  excentricités  et  des 
inclinaisons. 

27 .  Nous  avons  4ivisé,  dans  le  livre  II ,  les  inégalités 
des  planètes  qui  résultent  de  leur  action  réciproque, 
en  deux  espèces  distinctes,  les  unes  sécidaires,  les 
autres  périodiques.  Dans  1^  chapitre  VIII  du  même 
livre ,  nous  avons  exposé  la  théorie  complète  des  pre- 
mières, et  dans  le  chapitre  IX ,  nous  avons  développé 
les  inégalités  périodiques  indépendantes  des  excentri- 
cités et  des  inclinaisons,  et  celles  qui  dépendent  de 
leurs  premières  puissances.  Nous  nous  proposons  ici 
de  porter  plus  loin  ces  approximations,  et  de  présen- 
ter des  formules  générales  au  moyen  desquelles  on 
pourra  déterminer  les  inégalités  périodiques  dépen- 
dantes d'une  puissance  quelconque  des  excentricités 
et  des  inclinaisons,  et  même  celles  qui  dépendent  du 
carré  des  forces  perturbatrices. 

Dans  toute  inégalité  planétaire  il  y  a  deux  élémens 
à  considérer,  le  coefficient  et  l'argument  ;  le  premier 
détermine  la  grandeur  de  l'inégalité,  le  second  sa 
période.  Tous  les  termes  du  développement  de  la 
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fonction  pertarbatrice ,  qui  dépendent  d^u  carré  et  des 
puissances  supérieures  des  excentricités 'et  des  incli-^ 
naisons ,  étant  en  général  insensibles ,  ils  ne  peureilt 
produire  d'inégalité  considérable  dans  \e  mouvement 
d  une  planète  ,  que  par  les  petits  diviseurs  que  l'inté-i 
gration  leur  feit  acquérir  n*  Sg ,  livre  II.  La  gran- 
deur de  chaque  inégalité  dépenddonc  non-seulement 
de  l'ordre  de  termes  auxquels  elle  aj^artient ,  mais 
encore  des  modifications  que  les  termes  de  la  fonc«> 
tion  perturbatrice  auxquels  elle  correspond ,  subis-» 
sent  dans  les  équations  différentielles  du  mouvement 
troublé»' 

Si  le  coefficient' qui  multiplie  le  temps  sous  1q 
signe  sinus  ou  cosinus  a  une  valeur  considérable  y 
l'argument  prendra  des  accroissemens  rapides^  la 
période  de  l'inégalité  sera  courte^  et  sa  grandeur 
dépendra  uniquement  de  l'ordre  auquel  elle  appar- 
tient, relativemètit  aux  excentricités  et-  aux  ineli»* 
naisans  des  orbites»  Dans  la  théorie  des  planètes 
principales,  onnepoiie  ordinairement  l'approxima- 
tion, relativement  à  ces  inégalités,  que  jusqu'aux 
termes  qui  sont  du  prenlier  ordre  par  rapport  aux 
excentricités,  et  qui  dépendent  de  la  première  puis*^ 
sance  des  masses  perturbatrices.  Cette  approximation 
suffit;  et  d^illeurs  comme  de  pareilles  inégalités  se 
manifestent  promptement  aux  regards  de  J'observa- 
teur,  il  n'est  pas  à  craindre  que  la  théorie  puisse 
en  omettre  aucune  susceptible  de  devenir  considéf* 
rable. 

Si  au  contraire  le  coefficient  du  temps  s^mis   le 
signe  sinus  ou  cosinus  est  une  très  petite  quantité. 
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IVguiti^nt  ctolt  alors  avec  une  gratide  lmt(9iiv$  h 
périple  de  l'inégalité  est  très  longue ,,  et  pendant 
Icmgrr  temps  pn  peut  regarder  «es  aceroi^sesnens 
eomme  propoftiQiineU  au  temps*  Ce  n'eitdwc  qne 
par  la  compassion  d'observations  trés.éloigoées  que 
de.  pareilles  inégalités  peuvent  devenir  seosibks  ;  et 
elles. ont ^  comme  on  voit,  tons  los  caraet^a  de 
vérita|)les  !  inégalités  séculaires.  On  les  4  nchmnées 
inégéUUés  à  longue  période ^.eX  leur,  théorie  tet.  d'au- 
tant plus  importante  dans  l'expo^tioii  analytiques  dû 
système  du  monde  ;  qu'apîrès  avoidr  été  :  i?egardées 
long-temps  comme  une  anomalie  dans  la  loi  de  la 
pesanteur  univenselle  /  elles  en  sont  dev^aues  une 
des  preuves  les  plus  çonyaincantes  depuis  qu'on  en  ia 
réconnu  les  vérital>jleô  cfiu^s. 
\  ; ,  C'est  à  Laplace  ,qu'on  doit  cette  découvert^,  l^  ohr 
servatioQ3  anciennes  .et  mQdernes  ii^diqtiaient  dans  Iq 
mbnvement  de  Jupiter  et  dans  -celfii  4^  .^situxm 
deux  grandes  inégalités  qu'on  avait  éffk  vain  çbercbé 
à  expliquer  par  la  tbéorie»  parce  qu'on  ne  s(uptx>pâ^i| 
pas  qu'il  put  exister  dans  le  mouveipent  4es  {^auèt^ 
aucune  inégalité  seqsiUe  parmi  les  termes  dépendam 
des  .puissances  des  ctxcwtricités .  supérieures  à.  )a  .pre^ 
mière.  Ces  inégalités  sont  affectées  de  signes  con-* 
ti^ires^  en  sorte  que  si,  par  leur.eflbtii/le  i^yen 
mouvement  de  Jupiter  parait  s'accélérer ,.  le  -moyen 
mouvement  de  Siaturne,  au  contraire,  parlait  être ret 
lardé,  et  vice  versa.  Enfin,  Laplace  remarqua. enrr 
core  que  l'accélération  du  moyen  mouvement  de  la 
première  de  ces  planètes ,  déterminé,  par  Halley,  était 
fu  ralentissement  du  moyen  mouvement  de  la  seconde, 
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rëëde  kofioittp  dtDgrandlate  de  sbkorbite.€ésfÂîvek*s^^ 
ryatiotik  font  cdJe&qti'iridîqiiQ  lâi  thëiâfrtd  êYrtjféI@9  nië^ 
gdili^'àloci^iie.pâMe''^^  debifitftilètiâs  ryàgis^ahl 
l'iinipjdbr  raiiibe.iGomfni)e  d'ail^sur^  l^s  nidkjret^sf  inoti J* 
yëtneBs  nvelpéuTtenll  éDi^  > éotitiiîis 'à  aticunë^  tnegsllité 
indisppiulante  dé  lèar  c(»i6gurâtioti^  mtitttdley  Làplàèè 
ne  dôa^  plti0'i}aplcis}»«tfégtfli«fe  imi  il  s'é^f  ne  té^ 
hiltasflsiit  ^!  Ilâbtioh  ^iptdqnis  de^Juj^tef"  et  Ûe  Ski- 
iutoei  etK{ue€esimtfgàliië6^  ^àttg^  pàttiA  ébllé&cftié 
i'on  âii[jil3tigaliAééiK>jo6q«e«)àt  comme  ihà]^^ 
ne  detmkseiit' sensibles  pBit  VtHèt  ée  c{uël<fiié  ciA:6hsf 
txace  patticaliève.  E«i  eâét ,  1^  nSoyéâs  bièù Vemebs 
4e  008  deiisi;  pldiàèieB  tfpfmMrb^ifit  béaiiifcati|>  d'être 
eommen8irrld>Ul9|'iieti  sovte  <)ué  cinq -fols  le  lùàyeVi 
monvuefaMnt  de  Jinpiier,  moitos  detrx  fôis^  céltir  db  Sa-;- 
torwâ-,  ebt  ^tife  :|)pè«  petite  quantité ,  Tiélégàlité'  à  loài 
giie  pétUâi^i^ii dépend  ideié^  argutnén^  peQi-'déi&^ 
vit  o&asidéttLh\&^  m  aeqoérâht  cette  petite  qfaaàtrtc 
pour  diviseur,!  quoiqu'elle  Sbit  kd  'tàomi  dû  trihikiie 
ôfdrec.pa^  mpppt^  âttu  excisntiiciités  et  aBiindma»^ 
sohs.  Le  eakiil  dôfifiimié  pleitieinent  ti^tté  é6^e(itiité\ 
et  c'est  ainsi  que  cette  découverte  ,  l-îi^é  Hlésr  plb^ 
bel^>  de  rAstf^tUKttie  ph^q^  y  réstilfè  d^infe  sîéite 
de  consîdéfattans  fondées  i^ur  Itt  théorie  y  sans  que  lé 
basârdV^tualqu^fois  si  f^vofàiblé  même' àWi?  géotiitM- 
tpes,  y  ait  «û  aucune  part;'  •»'  -^       «o 

nen[est'de  même  de  toutes  les  inégtilité&dè.resj^é 
de  celles  que  nbu»^  ayons  bommëes  inë^tiÙté^  à  tbn^ 
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gués  périodes;  elles  seront  d'an  tant  plus,  sensibles, 
quç  les  moyens,  n^ouvemens  des  deux  planètes  qut 
réagissent  l'une  sur  l'autre ,  approcherobt  davantage 
d'étrç  conmiensurables;  et  Ton  .voit  que  plus  çUes 
croîtront  ayec lenteur^ plus ,  toutes  choses  ëgdies  d'ail- 
leurs, elles,  pourront  devenir  considérables.  Parmi  ces 
inégaJiteSy  les  plus  importantes  soirt  celles  de  Jupiter 
içtde  Saturpe^à  cause  de  la  grandeur  de  leurs  coeffi- 
ciens;  f^t,  par  cette  raison^  on  a  été. forcé  de  porter 
dans  leur  calcul  l'approximation  jusqu'aux  cinquièmes 
puissances  des  excentricités  et  des  ioclioaisons  , .  et 
jusqu'aux  termes  dépendans  du  cairre  des  masses».  On 
verra  que  les  résultats  qu'oa  a  ainsi  obtenus  représen- 
tent lesy  observations; avec  une  grande  préeislori..UDe 
^P^gt^lî^éà.  longue  période  existe  encoire  dansle  mou  ve- 
ment  d^  U  planète  Urànus;  une  au^re^«mais  beaucoup 
m^oins  sejisibW  y  4ans  U  mouvement  de.  Mercure  ;  en-* 
fin,  Qn;a;décQirvert|  dans  ces . <|Qiuiieps  temps,; dans 
le  ipoiuvemei^t  de  la  Terre  une  illégalité  de  «noétne 
espèce^ dont  ie  coefficient  est  pe,u  ^f^nàfiétàbie,  il  est 
y^?i.  r  :P^î^^'^^  ne  s'élève. guère  qu'a^deux  seopodes^ 
j;{^i$  que  .Gep€;n4ant  ]es  ob^rvations  modernes  ren-* 
4eat;seJ)sihlei  .et.qui.dpit  êtte  comprise,  désormais 
par^mj  q^^s  qui  ;  servent  à  la  :  constru/stion  des  ta*" 
klf»  duJSoleiL  , 

</  Ïasl  tbéori^dcs  inégalités  à  longue. périôde'yai  psiv- 
tîculièrc^ment  iiouS  occuper  dans  ce  chapitre.?  Nous 
dét^rmîneroKis  celles  du  n\yoa  vecteur  ,^  de  Ja  lon- 
gitude et  de  la  latitude,  qui  dépendent  d'une  puis- 
^Qce .  q^çlcpnque  des  excentricités,  en  emploj&nt 
J^  vâ4tb94¥>  foadée  sur  l!intégration  dinecte  des  ^ua-- 
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tious  différentielles  du  mouyement  tmublé ,  et  ensuite 
le  procédé  de  la  variation  des  constantes  arbitraires. 
Ainsi  que  nous  lavons  fait  dans  le  livre  H,  nous 
montrerons  l'accord  parfait  de  ces  deux  méthodes , 
et  nous  indiquerons  les  avantages  particuliers  à  cha- 
cune d'elles. 

Dans  l'un  des  chapitres  suivans,  nous  réduirons 
ces  formules  en  nombres,  en  y  substituant  les  va- 
leurs relatives  à  chaque  planète. .  Ce  grand  travail 
avait  déjà  été  en  partie  exécuté  par  divers  géomè- 
tres avant  même  l'apparition  de  la  Mécanique  cé-^ 
leste;  cependant  il  n'avait  point  encore  atteint  toute 
la  perfection  désirable  :  de  nouvelles  inégalités  ont 
été  découvertes  depuis  cette  époque,  et  quelques  er- 
reurs inévitables  dans  les  longues  opérations  numé- 
riques ont  été  signalées  dans  plusieurs  résultats  de 
cet  ouvrage.  J'ai  donc  pensé  qu'il  serait  utile  dé  re- 
prendre ici  ce  travail  en  entier,  et  de  profiter  des  re- 
cherches de  tous  les  géomètres  qui  se  sont  occupés 
des  inégalités  planétaires,  pour  présenter  dans  un 
même  ensemble  le  tableau  des  résultats  les  plus  com- 
plets et  les  plus  exacts  qu'on  ait  obtenus  jusqu'à 
présent  dans  cette  partie  de  la  théorie  du  systèfme  du 
monde,  si  importante  pour  la  précision  des  tables 
astronomiques,  dont  elle  est  la  base. 

aS..  Repreqons  la  formule  (5)  du  n^  89  du  livre  II  : 

''  à\rfr        fi.r»r        ■,,^  V^X  .  .    ^ 

.  '  '      "  '  * 

Si  rôti  sup{K>se3  coinme  dans  le  n*  48,  ^:=  ^(i+«), 

et  qu'on  observe  €fue  par  les  formules  du  mouvement 
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elliptique  xm  a  ^=:/?%  on  aura 


a 

OU  biea 


^Sî^=  n»rj^r  —  an'ifr  rSu  — 3ii»-f-  4u«— 6tt*-f6ii«— ^««-fBtt»— 9M*+e«fc). 

Ea  faisant  donc  ^  pour  abréger, 
l'équation  (i)  deviendra 

D'après  l'expression  du  rayon  vect^r,  i^,  ejbpar 
conséquent  F,  sont  des  quantités  de  l'ordre  des  ex- 
centricité I  il  suffira  donc ,  dans  l'équation  précé- 
dente ,  de  substituer  pour  i^r^  dans  les  ternies  multi- 
pliés par  F^  la  râleur  de  cette  quantité  jçésultaqte  des 
approximations  qui  précèdent  celle  quj^  l'on  consi- 
dère. Si  donc  on  substitue  pour  y.  sa'yaleur  dans  F, 
ft  pour  JTr  les' valeur^  résultaiftes  de^  premières  ap- 
proximations^ et  qu'on  fassp ,  pour  abréger^ 

.•  •      .  .  . 

P  =  an- .  ïcTr  -h  V^'R  +  r  J'^   \ 

on  pourra  regarder  ^  comrtlè  développé  en- utie  suite 
de  sinus  et  de^. cosinus  des  multiples  des  moyens 
moûvemens  de  la  planète  troublée  et'  de  la  planète 

• 

perturbatrice.  Sçit  donc  Q*'^  (^<  r\.  f)^^  qjj^loon- 
^e  des  termes  de  cette  suiie  •;  en  '«'ayant  légard; '^uà 
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ce  terme  >  on  aura 

et  Ton  satisfera  à  cette  équation  en  faisant 

rj^r  =  -T^.  """  (fit  +  r). 

On  déterminerait  de  la  naéme  manière  chacun  des 
termes  de  la  valeur  de  rS'r  correspondant  au  terme 
que  l'on  aura  considéré  dans  la  fonction  P  ;  et 
d'après  la  théorie  des  équations  linéaires ,  la  réunion 
de  tous  ces  termes  fbrmera  la  valeur  complète  de 
la  quantité  rST.  " 

Cela  posé,  considérons  dans  R  un  terme  de  la 

forme  : 

mfkcos  [}(n't —  n^  +  e^  —  €)  +  Int  +  U^C]. 

En  observant  que  r  —  =û  2"  ,  i^*  4>  ^^  aura  re- 
lativeiQeht  à  ce  terme  : 

et  si  Ton  observe  qu'en  faisant  )tt  =  i ,  ce  qui  revient 
à  prendre  pour  unité  de  masse  la  somme  des  masses 
du  Soleil  et  de  la  planète  m,  on  a  a^n*  =  i,  il  est 
aisé  de  voir  qu'il  en  résultera,  dans  la  valeur  )}e 

--Tf  le  terme  suivant  : 
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où  I  peut  prendre  toutes  les  valeurs  positives  ou  né- 
gatives depuis  zéro  jusqu'à  l'infîni. 

Le  diviseur  de  cette  expression  étant  la  difierence 
de  deux  carrés,  peut  s'écrire  ainsi 

[/(n'~n)+(/+i)7i]  li(n'-n)  +  {l-i)n]  ; 

et  si  l'un  des  deux  facteurs  de  ce  produit  est  une  très 
petite  quantité,  l'inégalité  précédente  pourra  devenir 
considérable. 

Dans  l'impossibilité  où  l'on  est  de  calculer  rigou- 
reusement toutes  les  inégalités  qui  dépendent  du 
carré  et  des  puissances  supérieures  des  excentricités 
et  des  inclinaisons,  à  cause  de  leur  multiplicité,  on 
doit  .s'attacher  spécialement  à  celles  qui  peuvent  ac- 
quérir quelque  influence  par  l'intégration,  et  l'ex- 
pression (3)  donne  un  moyen  très  simple  de  les  re- 
connaît^ à  priori. 

En  effet,  tous  les  termes  du  développement  deR 
sont  généralement  insensibles,  lorsqu'on  passe  la  pre- 
mière puissance  des  excentricités  et  des  inclinaisons, 
à  cause  de  la  convergence  de  la  série  ;  et  si  ces  ternies 
produisent  ensuite,  dans  l'expression  du  rayon  vec- 
teur, quelque  inégalité  importante ,  cela  provient  né- 
cessairement de  ce  que  l'intégration  leur  fait  acqué- 
rir de  très  petits  diviseurs  qui  les  rendent  considé- 
rables. Cette  circonstance  se  présente  toutes  les  fois 
qa'il  existe  quelque  rapport  de  commensurabilité 
entre  les  moyens  mouvemens  de  la  planète  troublée 
et  de  la  planète  perturbatrice.  Les  inégalités  qui  en 
résultent  dans  les  mouvemens  de  ces  deux  planètes 
croissent  avèè  une  grande  lenteur,  puisque  le  coeffi* 
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dent  du  temps ,  sous  les  signes  sinus  ou  cosinus  dont 
elles  sont  affectées,  est  supposé  une  très  petite  quan- 
tité ;  elles  mettent ,  en  général ,  plusieurs  siècles  à  pas- 
ser de  leur  maximum  au  minimwn  de  leurs  valeurs , 
et,  par  cette  raison ,  on  les  a  nommées,  comme  nous 
lavons  dit ,  inégalités  à  longue  période. 

On  voit ,  par  ce  qui  précède ,  comment  les  inéga- 
lités de  cette  espèce  peuvent  devenir  considérables  , 
quand  même  elles  dépendraient  des  puissances  supé- 
rieures des  excentncités  et  des  inclinaisons. 

Ainsi  donc,  pour  étudier  complètement  la  théorie 
d  uQe  planète ,  on  commencera  par  former  les  trois 
quantités  i  {n'  -^^  n)  +  (/  —  0  '^  >  ^  C'*  —  ^)  '\^^^  y 
i[n! —  w)  +  (^+  i)'**  ^^"^  lesquelles  /  sera  Texpo- 
sant  de*la  puissance  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons auxquelles  on  s'est  arrêté  (n®  4)  t  ^^  ^  pourra 
prendre  toutes  les  valeurs  positives  et  négatives  pos- 
sibles, depuis  zéro  jusqu'à  l'infini.  Si  parmi  ces  va- 
leurs il  en  est  qui  rendent  l'une  des  trois  quantités 
précédentes  très  petite,  on  considérera  dans  R  le 
terme  qui  leur  correspond ,  et  l'on  déterminera  par 
la  fonnule  (3)  l'inégalité  qui  en  résulte  dans  l'ex- 
pression du  rayon  vecteur;  on  réunira  ensuite  cette 
inégalité  aux  autres  termes  du  rayon  vecteur  qui  dé- 
pendent du  même  argument,  et  qu'on  déterminera 
de  la  manière  suivante  : 

Nous  avons  supposé 

F  ==  —  5m  +  3«»  —  4^3  4-  5w*  —  6if^  4-  ^u^ 
—  8m'-|-  gw'  —  etc. 

On  a  (n*  3) 
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(3       45  \  1  I&5' 

gC»-«2raC*-|-€<Ç.  jC0i3(nt+i-»)— ic*C084(/l«+«-»)— '5S7  C085(nf-|-I— •) 


-f>etc.  ; 

d'où  Ton  conclura 


FaBS^e-^îe»— ^cAco»  (ut -!-•  —  •) -f-3««cosa(n«  + •  —  •) 
—  ^^c'+j««^co» 3 (nt +•  —  •)+  ^e<  cot  4(iit  +  i— •) 
+  22-  gï  coa  5  (/it  +  f  —  •)  -f-  eic). 

Soit  mainteDant 
G  cos  [i(n't  —  /!«  +•  €'  —  €)  +  gnt  +  gê  -^  d)] 

Tun  des  termes  de  la  valeur  de  —    dépendant    des 

puissances  des  excentricités  et  des  inclinaisons  d'un 
ordre  inférieur  à  celui  que  l'on  considère ,  et  déjà  dé- 
terminé par  les  approximations  précédentes.  En  com- 
binant cette  valeur  avec  la  précédente^  il  en  résul- 
tera dans  la  fonction  an^.FJ'r  d^s  termes  de  cette 
fom^e  .    ' 

f  a»n»H  C0Bp(n'^  —  nt  +  «'.—  ej 

où  i  est  susceptible  de  toutes  les  valeurs  positives 
et  négatives ,  en  y  comprenant  ^éro  ;  et  où  l'on  doit 
supposer  successivement  fs=z  i,  /*=  2,  y=  5,  etc. 

Si  parmi  ces  termes  on  choisit  ceux  dans  lesquels 
on  a  g  ±  y*  =  /,  et  où  le  coefficient  H  est  du  même 
ordre,  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  incU- 
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naisops^  que  le^  inégalités  que  l'on  yeut  calculer  ; 
qu'on  les  substitue*  dans  }*équatiOp  différentielle  (2)  p 
et  qu'après  l'intégration  on  les  réunisse  aux  tenues 
qui  résultent  directement  de  la  fonction  R,  et  que 
nous  avons  déterminés'  plus  haut ,  on  aura  foutes 

les  inégalités  de  -7   qui   dépendent  4e   l'arguin^Qt 

i{n!t .—  r^t)  --{-  Int ,  et  qui  peuyent,  par  consé- 
quent,  devenir  sensibles  dans  l'expression  du  rayon 
vecteur.  On  trouvé  ainsi 

— i  /i»XH  cos  [i  («'<  —  ni  -f.  •'  —  •)+  ^*  4-  /•  -f-  /] 

la  caractéristique  .2  devant  comprendre  tous  les  ter- 
mes de  la  fonction  FeTr  qui  dépendent  de  l'argument 
itJt  -f-  (/  —  £)  nt ,  et  qui  sont  de  l'ordre  l  par  rap- 
port aux  excentricités  et  aux  inclinaisons. 

En  donnant  à  1^  dans  cette. formule,  toutes  les  va- 
leurs entières  positives  et  négatives,  y  com|)ris  zéro , 
on  aura  toutes  les  inégalités  du  yayon  vecteur  de  l'or- 
dre l  dans  lesquelles  le  coefficient  de  nt  surpasse  ou 
est  surpassé  par  celui  4e  n't  de  /  unités. 

29.  Déterminons  les  termes  correspon4ans  de  la 
valeur  de  cT^^;  0n  a,  par  la  formule  (6)  du  n*"  89  du 
livre  II, 

1/ 1  —  e» 

£q  négligeant,  pour  plus  de  simplicité,  le  dénomi- 
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nateur  yi  •— e*,  et  en  ne  considérant  d'abord  que 
la  partie  de  cTi^  qui  dépend  de  la  fonction  K,  on 
aura 

cTp  =  —  Zafndtfd'K  —  2a  fr  (^) .  ndt  ;     (6) 

par  conséquent,  en  vertu  du  terme 

m'A  cos  [i(n't  —  nt-^k'  —  g)  +  //i/  4"  ^^  +  ^  > 
que  cette  fonction  renferme ,  on  aura 

^[i(n-/i)-f-//ij«  [i(n'-n)+/n]       </aJ        *■  ^  ' 

I  et  Z  étant  susceptibles  de  toutes  les  valeurs  positives 
ou  négatives,  y  compris  zéro. 

Si  la  quantité  i(n^ —  n)  -H  In  est  très  petite ,  il  en 
résultera  dans  cTi^  une  inégalité  d'autant  plus  sen- 
sible, que  le  carré  même  de  cette  quantité  entre 
comme  diviseur  dans  l'expression  précédente.  C'est 
donc  spécialement  au  calcul  des  inégalités  qui  sont 
assujetties  à  cette  condition  qu'il  faut  s'attacher  ;  et 
elles  sont  d'autant  plus  importantes  à  considérer,  que 
le  moyen  mouvement  de  la  planète  m  est  affecté  lui- 
même  des  mêmes  inégalités.  En  effet,  en  faisant 
Ç  =fndt,  on  a  (n^  45 ,  livre  II) 

«rc  =  —  5f/andt.dli. 

En  n'ayant  donc  égard,  dans  le  développement  de 
la  fonction  R ,  qu'au  terme  que  nous  considérons,  on 
aura 
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La  partie  de  ^(^  qui  a  pour  diviseur  le  carre  de 
i(n'—  n)  4-  In  est  donc  celle  qui  résulte  de  la  varia- 
tion du  moyen  mouvement  dans  l'expression  de  la 
longitude  moyenne  nt  -{-  e.  Le  second  terme  de  cette 
expression  dépend  de  la  variation  de  l'époque  ;  mais 
comme  le  premier  est  généralement  beaucoup  plus 
considérable  que  les  autres ,  on  pourra ,  sans  erreur 
sensible,  appliquer  au  moyen  mouvement  la  va- 
riation entière  de  J^(^  calculée  par  la  formule  précé- 
dente. 

Considérons  maintenant  la  partie  —    , ou 

;-^r de  1  expression  de  di^.  La  quantité  ^-^-^ 

s'obtiendra  immédiatement  en  multipliant  le  cœffi*- 
cient  de  l'expression   précédente   de    — p  par 


— L^ L.^  ^  et  en  changeant  ensuite  les  cosinus 

en  sinus.  Pour  plus  de  simplicité,  nous  la  laisserons 
sons  cette  forme. 

Quant  à  la  quantité  ^-^^  c'est  d'elle  que  résul- 

tent  dans  ^(^  les  termes  indépendans  de  R,  qu'on 
calculera    de    la    manière    suivante     :     Féquation 

r=af  I  -f-  u)  donne,  en  différentiant  — t  =  ~t-.  En 

vertu  de  la  valeur  de  u  rappoi*tée  plus  ))aut^  0)i  aum 
donc 


Tome  III.  io 
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+  f|  €? — ^  e'j  sin  3(72t+< — «) 

+  1  e*  sin4(/i^  +  <  —  û»  ) 

+  382  ^'sin  5(/i^  +  € —  û>) 
H-  etc. 

Représentons  par  A  cosy(/i/+€-— ai)  un  terme 
quèlcoh<{iie  de  cette  suite,  et  considérons  comme 

précédemment  dans  —  le  terme 

Gcos[i(w'/--n<+€'— i)  +  gnf  +  ^fi4-*T3. 

Si  Ton  combine  ce  terme  avec  ceux  dont  se  corn- 
pose  l'expression  précédente  de  —3- ,  il  en  résultera 

dans  le  produit  — -j  .  —  une  suite  de  termes  de  cette 

*^  andt     a 

forme  : 

{  Ksin[/(n'f-n/+« -Ê)+(g±/)(/î*+OH-^]> 

Mm 

g  et  i  étant  susceptibles  de  toutes  lés  valeurs  posi- 
tives et  négatives  y  y  compris  zéro,  et  le  signe  supé- 
riétir  ayaùt  lieu  quand  fest  pris  positivement  et  le 
signe  inférieur  dans  le  cas  contraire.  On  voit  de  plus, 

par  l'expression  de  -— ^ ,  que  f  est  l'exposant  de  la 


t     ^ 
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pausance  ht  ifaok»  tSevéë  de  )'éiieeiitrtehé  e  dans  la 
série  que  &  repràentei  i     * 

Si  dans .  la  suite  dé  (enrtes<  aiasr^  délteriifiniéé  6ft 
choisit  ceux  où  l'on  a  gd=y=/,  et  si  on  les  réunit 
auï  termes  qui  résultent  directem.eht  du .  développe- 
ment de  K,  et  dont  Téxpressiori  a  été  donnée  plus 
haat^  on  aura  alors  tous  les  termes  d^  cTv  qui  dépen- 
deat  de  l'argument  i(n'  —  n)t  + 1^^  »  et  que  Hnté- 
gcation  pèiit  rendre  Sensibles.  On  trouvera  ainsi, 

a*ndt    ^a  ^^  '  «t^i-j  r 

i  étant  susceptible  de  toutes  les  valeurs  positives 
ou  négatives,  y  compris  zéro,  /  étant  le  nombre 
d'unités  dont  le  coefficient  de  n!t  surpasse  ou  est 
surpasse  par  le  coefficient  de  ht,  et  le  signe  Z  devant 

comprendre  tous  les  termes  du  produit  — -j  qui  dé- 

|)endent  de  l'argiunent  i{n! — n)  i-^lnt,  et  qui  sont 
[lar  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons  Au 
même  ordre  que  K. 

La  période  des  inégalités  du  rayon  vecteur  et  de 
la  longitude  dont  nous  venods  de  donner  l'expr^SB^n 
générale  étant  supposée  très  longue ,  le$  élémens 
elliptiques  des  orbitefe  <ie  m  et  de  mf  changeront  déri- 
dant cet  int^tàlle  ;  en  véliù  de  I&ùi-s  varîatîons  sé- 
culaires; et  p€Mi<  l'^itactiludë  des  résultats ,  il  sera  né- 
cessaire d'avoir  égard  à  ces  altération^  dans  les  for- 
mules précédedti^s.  C'est;  à  quoi  Ton  piarviMdra  itès 
simplement  de  la  manière  suivante  : 
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Nous  supposerons  aux  termes  da  développement 

de  R  qui  dépendent  de  largument 

j(/i'<  — »/+€'  — €)  +  Zn/-f- fa  cette  forme  : 

R  =  mTsin[£(n'^—  /i^+e'  — §)  4-^  +  ^] 
-+-  ni^cos\^i{n!t  —  nt+e  —  §)  +  Z/i^  -f-  U\. 

En  différentiant  par  rapport  a  nt,  on  aura 

+m'(/— Z)/îrf^P'sin[/(/i'<  ^nt+e'—e) + lne+  h]. 

Si  Ton  intègre  maintenant  cette  expression  par 
parties  en  y  regardant  P  et  P'  comme  des  fonctions 
variables  des  élémens  des  orbites  de  m  et  de  m', 
on  aura 


irfP  Sd*P' 


[y ,  -^ 

i     r  aJF 3/f«p  

I      [f      iHn'— nf-h'in]  dt       ii(n' —  n) -h  In^df 

Les  quantités  -j- ,   ^  ,   -^  ,     etc. ,    décroissant 

avec  ime  grande  rapidité,  vu  la  lenteur  des  variations 
séculaires  des  élémens  elliptiques ,  on  pourra ,  dans 
la  plupart  des  cas,  n  avoir  égard  qu'aux  deux  pre- 
miers termes  des  séries  précédentes. 

On  aura  ensuite ,  en  vertu  de  la  valeur  précédente 
deR, 
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Il  est  inutile  dWoir  égard  aux  variations  des  quan- 
tités P  et  F  dans  ee  terme,  qui  est  toujonrs  très- 
petit  relativement  au  précédent;  la  valeur  de  J^v 
deviendra  ainsi 


a*ndt 


:;:  -2.Ksm  [i  («'£—»£  4- 1'—  ,)  +  Int  -+■  /f  +  fiy 


([i(/r-/i)-+-/i]*  L        li(n'-fi)'hlri]dtj     i(/i'-/i)+/«     <ia  /  j 

On  obtieiidrait  relativement  au  rayon  vecteur  une 
expression  semblable ,  en  introduisant  à  la  place  de  R 
sa  valeur  précédente  dans  l'équation  différentielle  (i)^ 
et  en  l'intégrant  ensuite ,  en  ayant  égard  à  la  varia- 
bilité dç  P  et  F;  mais  comme  les  termes  qui  en  ré- 
sulteraient dans  Texpression  de  --7-  sont ,  à  très  peu^ 

près,  insensibles,  nous  nous  dispenserons  de  cette 
opération . 

Pour  déterminer  les  valeur^  de  -t-,    -^  ,  -^  ,, 

-^ ,  etc. ,  il  faudrait  dîfférentier  les, quantités  P.etP'. 

par  rapport  aux  élémeiis  elliptiques  que  ces  quantités' 
renferment,  en  substituant  ensuite,  au  lieu  ^es  dî^ 
férences  de  ces  élémens,  leurs  valeurs  ordonnées 
par  rapport  aux  puissances  du  temps ,  on  aurait  les 

expressions  de ^ ,  —,_,—,  etc.,  develop-- 
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pées  de  la  même  manière  ;  en  s'en  tenant  aux  terme» 
itiultipliés  par  le  Carré  du  temps,  l'expression  précé- 
(|ente  de  ^v  prendra  alors  cette  forme  : 

(^  -+-B  ^+Cr)sin[i(^'^— nl4T^':--<)-+-&^+È] 

et  cette  expression  pourra  s'ëtendre  en  général  à  plu- 
sieurs siècles,  avant  et  après  l'instant  que  l'on  aura 
choisi  pour  époque* 

Mais  dans  les  applications  il  sera  plus  simple  de 

déterminer  les  .valeurs  de  ^,  -^,  ^  ,  -j-j- ,  de  la 

manière  suivante.  L^expression  de  .  P  au  bout  du 
temps  t  sera  généralement  ,  .  V 

*•  +  «  ^^  -^    ^.  ^^   -+-  etc. 

-t. Cette  expression,  en  s'en  tenatit- aux  termes  dé*- 
penjians  du  carré  du  ^inps ,  pourra  $'é);efi4re  à 
mille  ou  douze  cents  ans  avant  et  après  l'instant  que 
Ton  k  choisi  pour  éj^oque. 

Cçla  ppsé  on,  calculera ,  en  ayant  égard  aux  varia- 
tions que  $ubissent  dans  cet  intervalle  les  élémens  des 
orbites,  les  valeurs  de  P  pour  deux  nouve^es  époques 
dis^à'ntes  ;  la  ^première  de  ^',  la  seconde  de  i'',  de  celle 
d'au;  Ir'oo:  compte  le  temps  t.  Eâ  nommant  P.  et  P»  ces 
valbursi^  on  aura  '      '     - 

P  Pa-/'—' 


dt    ^    1.2  •  1^'    ' 


•  •"  < 


P.=  P+<!'^  + 


„d9     ,     'f      ifP 


i      '  » ^^    rfi    ^    Î.2  •  A'  ' 
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d'où  ïoia  tim  * 

I 

dP     _      |^»(P,  —  P)  —  <'*(P,  ~>  P) 


rfp- 

ae  la  même  manière  les  valeurs  ae 
J*P' 


Oa  aurait  de  la  même  manière  les  valeurs  de     . 

at 


et  de    .,. 
dt* 

Dans  la  plupart  de  ces  cas^  c'est-à-dire  lorsqufr 
les  iaëgatîf es  que  Ton  veut  déterminer  ne  sont  pas 
très  considérables,  on  peut,  comme  nous  l'avons  dit 

plus    baot   dans  ^expression  de   JV,  négliger  -~ 

et  -^  ;  on  aura  alors  simplement 

dy       F,  — r 


d^  _  B,~P  ^ 

€//  ~        <'      ^  dt 


y 


i  désignant  ici  un  intervalle  de  deuit  &  trois  siècles 
qui  sépare  les  époques  pour  lesquelles  les  valeurs 
de  P,  P, ,  P'  et  P',,  ont  été  calculées. 

3o.  La  formule  (8)  ^  lorsqi;iW  négligd  lès  terrj 
mes  dépendant  des  difféi^ttcqs  ^  ^^  -^  ?  doit  -osimn 

cider  avec  la  formule  (7).  C'est ,  en  effet;  ce 
dont  il  est  facile  de  s^assurer  en  développant  cette 
dernière,  et  en  observant  que  par  la  comparaisoti 
dies  deux  expressions  que  nous  avons  si^pposées  aux 
termes  de  R   que  nous  considérons ,  on  a 


Al  cos  ff  ,         P  5=  --  A:  siii  b^ 
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Réciproquement,  il  est  souvent  utiie  dans  h 
théorie  des  perturbations  planétaires  de  réunir  en  un 
seul  terme  les  diverses  parties  d'une  inégalité  dépen- 
dante d'un  argument  déterminé  i'n' — m.  Pour  cela, 
on  commencera  par  décomposer  ces  différentes  par- 
ties ,  de  manière  à  donner  à  leur  somme  la  forme 
suivante 

Asin(/'7i7 — int^i'e — iê)  +Bcos(m'^— //i/-f*iV— m). 

Si  l'on  suppose  ensuite  que  l'inégalité,  dont  il  s'agit 
devienne 

L  sixk(i'n't  —  int  -f-  i^e  — 1€  +  ô) , 
on'  aura  pour  déterminer  L  et  0  les  deux  équations 

L  =  V/A'+,B%   tang'flss  ?. 

Ces  transformations  nous  seront  très  utiles  dans 
la  suite. 

3 1  ;  Lorsque  la  valeur  dé  —  sera  déterminée ,  il  sera 
facile  d'en  Conclure  celle  de  —.En  effet,  si  l'on  désigne 

par  —  la,  partie    de    —   qui  dépend   de    l'angle 

i(7^t-^nt  +  e'  —  g)  +  Znf  +  &   et   par 

2N  CQS  y(n^t  —  nt  -j-  g'  —  6  )  ^Jnt  -i-/^  +  X 1  '^^^ 
autres  termes  dont  cette  quantité  se  compose  ,  on 

4 

te 

Si  l'on  SA^bstitue  pour  -sa  valeur  i  +";  et  que  dans 
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le  produit  M2Fcos[i(n'^— n^f-i — «)+y«^ ■+/«+%]  y 
on  ne  canserre  que  les  termes  dépendans  de  l'angle 
l^t  —  /ï/ •+•  g'  —  i)^hit'>rU  y  que  pour  abréger 
00  désigne  ces  termes  par 

« 

2L  cos  \i{rJt  —  n<  -f-  é'  —  e)  +  /«<  +  /«  +  0] , 

réquation  précédente  ,  en  ~  n'ayant  égard  qu'aux 
termes  qui  dépendent  du  même  argument,  don- 
nera 

52.  U  nous  reste  à  déterminer  les  inégalité»  du 
mouvement  de  la  planète  en  latitude.  On  pourrait 
employer  pour  cela  la  formule  (7)  du  n®  89,  livre  II. 

Comme  cette  équation  suppose  que  l'on  prend 
pour  plan  fixe  celui  de  Forbite  primitive,  après 
avoir  différentié  par  rapport  à  z  la  fonction  R^  on 
fera  z  =  o  dans  le  résultat,  et  l'on  formera  le  déve- 
loppement de  la  fonction 


^         ,  ,( 
^=^^{ 


r/3     \    > 


[(y  -xy\{y  -jf + (^  -  zy-f-    •  ''''  j 


par' les  mêmes  moyens  que  nous  avons  fjmployés 
pour  le  développement  de  la  fonction  R.*  On  peut 
d'ailleurs  déduire  ces  deux  expressions  Tune  de  l'autre 
au  moyen  des  formules  du  n*  4^  l'équation  (9) 
ayant  même  forme  que  l'équation  (i)^  s'intégrera 
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ensuite  de  la  même  manière,  et  donnera,  par  des 

approximations  saccessiyes,  les  inégalités  de  la  latn 

tude  de  tel  ordre  qu'on  voudra ,  par  rapport  aux 

puissances  et  aux  produits  des  excentricités  et  des 

inclinaisons. 

Mais  comme  les  inégalités  de  la  latitude  sont  en 
général  très  peu  considérables^  il  suffira  de  déter- 
miner celles  qui  pourraient  devenir  sensibles  par  les 
très  petits  diviseurs  que  l'intégration  leur  fait  ac- 
quérir. Alors  il  sera  plus  simple  d'employer  à  cette 
détermination  les  formules  relatives  à  la  variation 
des  constantes  qui  fixent  la  position  du  plan  de  l'or- 
bite. On  aura ,  n^  86 ,  livre  II , 

S'sz=J'qsin(i^  —  II)  —  S^pcos(i^ — fl).     (lo) 

Et  pour  déterminer  S'p  et  J^q ,  on  aura ,  n*  4  ?  les 
formules 

7  andt  I      dR. 

apz=: .         cos->  -T-; 

Si  l'on  se  borne  à  considérer  dans  l'expression  de 
la  latitude  ^  parmi  les  termes  dépendans  d'un  argu- 
ment donné  ceux  qui  sont  de  Tordre  le  moins  élevé 
par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons ,  on 
pourra  négliger  les  termes  multipliés  par  e'  et  y"  y 
d^^s  ç^  deu^  expressions  ^  ce  qui  donne;  A  ;;==  sjn  7  ; 
on  aura  simplement  ainsi 

^  =  -r-  avdt  -^ , 
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Soit  donc 

m'A  X"^  cos{i'n!t  —  i>j/  +  B  —  agli  )        .      . 

un  terme  quelconque  de  R  dépendant  de  l'angle 
în't  —  ùit.   Ep   n'ayant  égard   qu*à  ce  terme  ^  on 

aura 

^  =  agpi'A^^^ '  eQ^(Jtrit  —  m^  -h  B  —  aglî). 


Ain 

r 

et  par  conséquent 

/n  =  —  ^':èf?  x^w-  sin  (£'«'<  —  m«  +%  —  agO)  , 


r  71  —  m 


En  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  (lo)  ^ 
on  trouvera 

^s  =  ^^A^'sîn[ïV«.m«.H-B-(  2g- 1  )n].  (  n  ) 

On  aura  donc  ainsi  les  inégalités  de  la  latitud^  cor- 
respondantes aux  termes  de  R  qui  dépendent  de 
l'angle  îrilt^^inty  et  que  la  petitesse  du  diviseur 
îii-^in  peut  rendre  sensibles.  L'expression  de  eTi  ne 
renferme  y  il  est  vrai  j  ce  diviseur  qu''à  la  première 
puissance;  et  sous  qe  rapport^  Tinégalité  qui  en 
résulte  doit  étve  ^  par  coixséquent ,  beaucoup  moinsi 
oonsidérabie-  que  l'inégalité  correspondante  de  la  lon- 
gitude moyenne;  mais,  d'un  autre  côté,  Pordre  de 
son  coefficient  se  tmuvaat  abaissé  d'uùe  unité ,  cette 
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circonstance  doit  contribuer  à  augmenter  sa  valeur. 
Au  reste,  tontes  les  inégalités  de  la  latitude  d'un 
ordre  supérieur  an  premier  sont  insensibles  dans  les 
mouvemens  des  planètes^  excepté  relativement  k 
Jupiter  et  à  Saturne ,  a  cause  du  rapport  de  corn- 
mensurabilité  qui  existe  entre  leurs  moyens  mou- 
vemens. 

55.  Si  Ton  veut  rapporter  le  mouvement  de  m  a  un 
plan  fixe  très  peu  incliné  à  celui  de  son  orbite  primi- 
tive ,  qu'on  nomme  <p  Findinaison  de  cette  orbite  sur 
ce  plan  ,  0  la  longitude  de  son  nœud  ascendant ,  et 
(^'  la  projection  de  (^  sur  le  plan  fixe ,  en  supposant 
que  m  ne  quitte  pas  le  plan  de  son  orbite  primitive, 
on  aura,  à  très  peu  près, 

i^'  —  ô  =  t^  —  ^  tang*  (p  sin  2  (v — 6)", 
^=tang<psin(i'  — 9J, 
ou  bien  .    , 

(/  —  6=(^  —  ^s  tang  9  cos  (  i' — fl  ). 

Si  donc  on  fait  croître  la  latitude  ^  de  Ss,  on  aura 

i/ — fl=i/ — ^  tang*(p  sin2((^ — G) — jSs  tang^cos((^ — 0). 

Oti  voit ,  par  conséquent ,  que  la  variation  de  la 
latitude  iatroduit  dans  l'expression  de  la  longitude 
rapportée  à  uo.plan  fixe  ,  des  inégalités  dépendantes 
4e6  carrés  et  des  puissances  supérieures  des  excen- 
tricités et  des  inclinaisons  ;  mais  les  ternies  qui  en 
résultent  spat  insensibles  nfième  daisbSjki. théorie  de 
Jtipitfsr  el;  de  Saturne.  .      ,  ^ 

34*  Nous  allons  ûonsidérbr  eu  partioulieir  les  inégali  tés^ 
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dépendantes  du  carré  et  des  produits  des  excentricités 
et  des  inclinaisons.  En  ne  portant  l'approximation  que 
jusqu'aux  termes  dépendans  des  premières  puissances 
des  excentricités  et  des  inclinaisons ,  on  a  trouvé, 
n*  85  du  livre  II , 

-=  — CCOcos  £(«'«— /!«+#'— «)-hm'eDCOco«  [i(/i'f— nt  -f-/— #) -f./»f-f-f  —  »] 
+wVE(Oco«  li{n't  -^nt  +  /—  •)  +  wt  +  •  —  «T. 

En  supposant  Z  =  2  dans  les  formules  (4)  et  (7)  (^), 
on  trouve  ainsi  : 

3   ,       C     (CCOH-D(«))c»cos[i(n'«  — »/  +  •'— t^-hanf-f^i— 3»]1 
là**"     I  +E<Occ'cof  [i(n't  —  «r  +  t'—  t) -f-  a/Jt -J- at  —  »'—  «]     J 

/»;=  ^'^''^)     ^'  }     (C<O-hD<0)e«siii  [i(n'f— /!«  +•'—  §5+  anC  -f-at— a»]  ( 
**"  o«/u/r       a    I  +  E(Oe</sin  [*(n'«  —tic  + 1'—  t)4-a««  -f-  ît — »'— •]  i 


i)+aii«-fat-f-CJ.; 


[i(/i--n)-f-a/i]«         1(1»'— ii)-f-a/iJ      *- ^ 

Eq  donnant  à  ^  toutes  les  valeurs  positives  et  néga- 
tives,  en  y  comprenant  zéro,  on  aura  toutes  les 
inégalités  du  second  ordre,  dans  lesquelles  le  coeiH- 
cient  de  n't  surpasse  celui  de  nt  ou  est  surprisse  par 
lui  de  deux  unités. 

Si  la  quantité  in'  +  (2  —  i)n  diffère  peu  de  db/i, 
un  des  diviseurs  i(n!  —  n)  +  3/ï  ou  î(n'  —  /i)  +  w 


ïtant  peu  considérable,  Féxpression  de  —;   peut   ac- 

périr  une  valeur  sensible.  Si  la  quantité  //i'+(2 — i)n 
st  très  petite,  les  termes  de  l'expression  de  J'i^  et 

_  .  _  .  _     _         _  •  ■ 

(*)  Les  valeurs  de  F,  pages  i4i  et  142,  doivent  être  changées 
le  signes. 


(A) 
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ceiix  de  la  valeui*  de  -7  qui  ont  cette  quantité  pour 

diviseur  y  pourront  donner  lieu  à  des  inégalités  con- 
sidérables. 

En  désignant  par  —  la  partie  de  —  qui  dépend 

des  carrés  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des 
orbites  et  de  l'angle  /  (n't — nt  +  ^^ — e)  +  nnt  +  36 , 
on  aura 

—  =  -i.  -f  --  (C(0+aD(0)c«  cos  [i [n't  —  /it  -f-  #'-  •)  +  mt  +  »•  —  a*] , 
+  2-  E<Oee'  cot  [i  {n't  —  nr  4- 1'  —  •)  +  an  t  +  it  —  »  ^  »'] . 

La  fonction  R  renferme  des  termes  de  J'ordré  du 
carré  des  excentricités  et  des  inclinaisons  qui  dépen- 
dent de  l'angle  i(n't — /i/+é'  —  c).  Supposons  qu'eu 
n'ayant  égard  qu  a  ces  termes  on  ait 

R  =7n'A:'cos[/(7i7  —  nt  +  6'  —  ^)  +  p]- 

En  faisant  Z  =  o  dans  les  formules  générales  (4) 

et  (7) ,  on  aura  pour  les  inégalités  de  —  et  ^v  dé- 
pendantes  du  mênde  argumebt , 

3    /  ,  /    D(0e»c05  i{n't  ^nt^/^k)  ^ 

-  m  /»» .  "^  ^E<.  )cc'co8  [i/ii'«  —  /!«  -f- ,'—  t)  +  •  —  •']  f 

_^d(rJr)      m'f     D(0e'8mi(n'e  — nt-f-i'— t)  V      . 

^  fl»/M^f  ^  2  \4-E(*)ce'8in  i  («'«  —  w«  +  i'—  t)  H-  »  —  «T I 

Si  la  quantité  i(n' — n)  diffère  peu  de  rb  n ,  alor 
l'expression  de  — ;  peut  acquérir  Une  valeur  sensibl 
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en  verta  de  l'un  des  tràs  petits  dWiseurs  i(nf-^  n)  -f-  n 
oai(n' — n) — n  qu'elle  renferme  ;  eofin  si  la  quantité 
i[n'  —  n)  est  très  petite^  c'est*-à-dire  si  les  àioyens 
mouvemens  des  deux  planètes  diffèrent  peu  Ton  '  de 
l'antre,  11  en  rësùltclra  des  inégalités  qui  peuvent  de- 
Tenir  très  sensibles  dans  l'expression  des  longitudes 
des  deux  planètes. 

En  désignant  par  —  la  partie  cle  —  qui  dépend 

de  l'angle  i(n't — n^+g' — g)  et  qui  est 'de  l'ordre 
des  carrés  des  excentricités  et  des  indinaisons ,  on 

aura:   ' 


il'~:^+!^2D<o_c«)e«cosi(n'^— /^4-€^^ 


'^E«ee'cos[i(n7-7ï^+ê -€)+(»-û>'] . 


i  devant  être  pris  avec  le  signe  +  et  avec  le  signe  — 
dans  toutes  ces  formules.  Les  formules  (C)  et  (D)  in- 
troduisent, comme  on  voit,  dans  l'eicpression  du 
rayon  vecteur  et  de  la  longitude,  des  termes  du 
second  ordre  par  rapport  aux  excentricités  et  aux 
inclinaisons,  qui  dépendent  des  mêmes  argumens  que 
les  termes  indé^endans  de  ces  deux  élémens. 

Lès  formulés  (A),  (B),  (C)  et  (D)  donnèrofat  toutes 
les  inégalités  du  rayon  vecteur  et  de  la  longitude , 
dépendantes  des  carrés  des  excentricités  et  des  incli- 
naisons ;  ttiâis  comme  leul*  nombre  est  trop  considé- 
lable  pour  qu'on  les  puisse  calculer  toutes ,  on  se 
bornera  à  déterminer  celtes  qui  sont  assujetties  a 
l'tine  des  quatre  conditions  énoncées  plus  haut ,  et 
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qui  f  par  cette  raison ,  peuvent  acquérir  une  valeur 

sensible. 

Si  Tune  des  inégalités  de  la  longitude  est  suscep- 
tible de  devenir,  considérable  il  sera  nécessaire ,  dans 
l'expression  de  S'sf ,  d'avoir  égard  à  la  variabilité  des 
élémens  des  orbites,  on  pourra  recourir  alors  à  la 
formule  générale  (8)  ,  et  elle  donnera  sans  peine  des 
formules  applicables  au  cas  où  l'on  considère  les  iné- 
galités dépendantes  du  carré  des  excentricités  et  des 
inclinaisons. 

35.  Considérons  maintenant  les  inégalités  dépen- 
dantes des  cubes  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 
Comme  ces  inégalités  ne  deviennent  sensibles  que  par 
les  petits  diviseurs  que  l'intégration  leur  fait  acquérir, 
on  peut  se  borner  à  calculer  les  termes  qui  sont 
affectés  de  ces  diviseurs. 

Pour  cela,  supposons  que  par  l'approximation 
précédente  on  ait 

—^ s=  h  cos[^iÇnft — wt+  e'  —  e)  +2nt -f- 2€+ eT]. 

Le  coefficient  h  étant  affecté  du  très  petit  diviseur 
ï(n'— /i)-f-3n.  Il  en  résultera  dans  —le  terme 

/icOS  \i(p!t 7ï^  +  ^'  —  0  4"  ^w^  H-  36  +  cT]. 

Et  cette  valeur  de  —  introduira  dans  l'équation 

différentielle  (i)  des  termes  dépendans  de  l'angle 
i{n't — 72^+6' — 6)-+-37i^-f-36,  et  des  termes  dépen- 
dans de  l'angle  i(ji't  —  nt  +6'  —  e)  -j-  wi+  6,  qui 
auront  pour  diviseur  i{p!  —  w)-f-5w,  d'après  ce  que 
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imus  ayons  dit  n^  28;  en  ne   considérant  que  ces 
termes  y  on  aura 

aVF  -  =—  ^eh.a*n\cos  [i(n'/—ii/+i'— "i)+3m+3«^«-Hr] 
3 

En  faisant  donc /=5  dans  la  formule  générale  (4)» 
et  en  observant  que  l'on  peut  négliger  i(n! — n)+5n 
devant  n  dans  les  diviseurs  de  cette  expression,  on 
aura ,  en  ne  considérant  que  les  termes  qui  ont 
/(w  —  7^)-^-5A^  pour  diviseurs , 

-,= eA  cos  [/(/l'f  — .  71/ + /— f)  +  3n/ +  3i  •— •  +  f] 

+  -eA  CO8  [/(n'i  —  n/  4-  1'  —  j)  -f  n/  +  i-|- 4»  +  J] 

■^  z(n^— n)+3n  -^^^^«^C'C»  /— 11/+/— 0+3n/  +  3i  +q; 

En  vertu  de  cette  valeur  et  de  la  précédente 


a 


y. 

-=  h  cos{i(n't  — nt  +  ê'  — $)  +  2nt  +  2«  +  cT] , 
OH    aura  pour  la  partie  de  — ^  qui  a  pour  diviseur 

^  =  Acos[i(n'f  —  72;f  +  e' —  e)  +  int  +  3«  +  cT] 
—  eA  cos[i(n't  — nt  4-  e' — g)  +  3/iif  +  Se  — û>+  cT]! 

»     a(3 — j)m'7i       7       r.>   #  f     H       _  .-- 

•riK-n)+â/.  •  «^cos[<n'«-n<+é'-€)+3««+3fi-K], 
Tome  III.  u 
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réquaiîon  (5)  peut  s'écrire  ainsi  ^ 

En  ne  considérant  que  les  termes  qui  dépendent 
de  l'angle  i(nU  —  nt+e' — e)'^nt+e,  et  qui  ont  pour 
diviseur  i{n' — /i)+3n,  en  vertu  des  valeurs  précé- 
dentes de  — r-  et    —,  on  trouve 

La  quantité  i(n' — /i)-|-5n  étant  très  petite,  dans  le 
coefficient  de  cette  inégalité  on  peut  supposer,  sans 

erreur  sensible ,  i{n' — /i)= — 3n;  la  partie  indépen- 
dante  de  R  de  la  formule  (5)  introduira  donc  dans 
l'expression  de  cIV  le  terme 

En  vertu  de  la  valeur 

—  =zs ^cos  [/(«'t  —  /it  +  9'  —  fi)  +  2nt^2i  H-  J^]  ; 

le  terme      '  .    introduit  dans  le  S'v ,  le  suivant  ; 

OU  bien  en  observant  qu'on  a  à  très  peu]  près 

i(»'-^-  n)  +  371  =  o ,  le  terme 

+  2h  sin  [i(n^t — n^  +  g'  —  é)+2/i^+3«4-  J^]  ; 

le  terme  —  -t-     donnera  celui-ci  : 

—  ^eh  sin  [i(n't — nt+î' — f)^Znt+^f —  <»  +  /]. 

En  réunissant  donc  les  différentes  parties  de  J"^; 
faisant  /=;3dans  la  formule  générale  (j),  et  en 
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ne  considérant  que  les  termes  qui  ont  i{n! — n)  +  5/i 
pour  diviseur ,  on  aura 

A/=— -efc  sin  [«(/i'«  —  nt  +  •'  —  •}  +  3/it  +  3f  —  M  +  /] 
—  aA  «in  [i  {n't  —  n£  +■  «^  —  •)  -f-  awf  +  a*  -J-  J"] 
+  5eA  sin  [ê  (»'«  —  nt  +  •'  —  •)  +    nt  +    •  -f-  •  -f-  «f]  /    (F) 

!3  (i  —  3)m'»/i*    ,        am'»  i'A!   .   r.^  ^  ,         «         ^      « 

7^. —    .  T.^^-v  /    ,^ô-g'x /""['> '-^^+*-OH-3^g+3t+C] 
[i(/ï'-«>-hi/ij«       t(/i'-/i)4-3/i    daj       *"^  '  , 

Les  formules  (E)  et  (F)  donneront  toutes  les 
inégalités  du  troisième  ordre  croissant  avec  une 
grande  lenteur ,  et  qui  peuvent  devenir  sensibles  en 
acquérant  par  l'intégration  un  très  petit  diviseur. 

36.  On  pourra  donc ,  au  moyen  des  formules  des 
n*"  28  et  29 ,  déterminer  toutes  les  inégalités  de  m 
dépendantes  d'une  puissance  donnée  des  excentricités 
et  des  inclinaisons,  qui  peuvent  avoir  une  valeur  sensi- 
ble. Mais  lorsqu'il  s^agit  seulement,  comme  dans  le  nu- 
méro précédent ,  de  calculer  quelques  inégalités  parti* 
culières  dépendantes  d'un  argument  déterminé,  il  est 
plus  simple  d'employer  la  méthode  de  la  variation  des 
constantes  arbitraires ,  qui  donnera  immédiatement 
toutes  les  inégalités  d'un  ordre  quelconque ,  qui  de- 
viennent sensibles  par  les  petits  diviseurs  que  l'inté- 
gration leur  fait  acquérir,  sans  qu'on  soit  obligé  de 
s'occuper  des  inégalités  d'un  ordre  inférieur. 

En  effet;  soit 

w'*cos[/(7i'^— 72<+€'~é)+^w<+fc-:/»— yV,?'— 2/'n], 

lun  des  termes  du  développement  de  R.  D'après  la  loi 
de  ce  développement,  n"*  4»  i  et  /  étant  supposés  posi- 
tifs, et  /plus  grand  que  Z,  le  coefficient  m  sera  de  l'ordre 
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/  ou  d'un  ordre  supérieur  de  deux ,  de  quatre ,  etc.  ^ 
unités ,  relativement  aux  excentricités  et  aux  incli- 
naisons ;  en  sorte  que ,  si  parraî  les  inégalités  dépen- 
dantes de  Tangle  i{n!t — 111)^^1111  ^  on  n'a  égard  qua 
celles  qui  sont  de  l'ordre  le  moins  élevé ,  relativement 
aux  excentricités  et  aux  inclinaisons  <,  m  sera  de  la 
forme  efe^^'X^^'A  tfff  etj^  étant  des  nombres  tous 
trois  positifs  liés  par  l'équation  / — / — f  —  2/"  =  o 
et  A  étant  une  fonction  indépendante  des  excentri- 
cités et  des  inclinaisons  des  orbites.  On  aura  donc 

^  =  3/'e^e'/'A-/"-A  =  ^. 

Supposons  maintenant  que  le  terme 
m'kcos[i(n't—nt+é' —  é)+lnt+U  —fco—fcû^ — a/'Il) 
prenne  la  forme  suivante  : 

en  comparant  ces  deux  expressions ,  on  aura 

P  =  A:sinO+/V+2/'n),   , 

(12) 


P'  =  kcos  (Jùù  H-/«'  +  2/'n) 
Si  l'on  différentie  par  rapport  à  e ,  û>  ,  A ,  et  II  ces 
expressions ,  et  qu'à  la  place  de  ^  et  d  e  ^r  on  subs- 
titue leurs  valeurs  précédentes ,  on  trouvera 

dm  de  ^  dm  """  de    ' 

da~^  dx'       dn  ~~      dx' 
Cela  posé;  si  pour  abréger  on  fait  i(n't — /iZ+fi' — 0 
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+lnt+  h  =  a,  et  qu'on  néglige  les  inégalités  qui 
seraient  d*un  ordre  Supérieur  à  /,  relativement  aux  ex- 
centricités et  aux  inclinaisons ,  on  trouvera,  n**  17  (*), 
que  le  terme  précédent  du  développement  de  R ,  in-* 
troduit  dans  cHacun  des  élémens  de  Torbite  de  m  les 
inégalités  correspondantes  qui  suivent  : 

.  imf^a^iji — /)»/■,   .         ,  TV  \ 

la=. r-7 — 7: îf-  (^  5in«  -f-Kços  «), 

1» —  (i  —  l)n 

m'a»         /^P    .         .  JF  \ 

in' —  (i  —  l)n  \de  de  J 

m'an         fd?'  .  dP  \ 

m'— (i  —  /)n  \de  ae  y 

m'fl/isinv       /dF  ,  rfP  \ 

m'anx  fd^  .         .   «/F  \ 

Ces  diverses  inégalités  peuvent  devenir  très  sen- 
sibles, si  le  diviseur  fV-^(ï  —  l)n  est  une  très  petite 
quantité  ;  les  plus  considérables  seront  d'abord  celles 
du  moyen  mouvement ,  à  raison  du  très  petit  coeffi- 
cient dont  elles  sont  affectées ,  et  ensuite  celles  de 
lexcentricité  et  de  la  longitude  du  périhélie ,  parce 
que  Tordre  de  ces  inégalités  se  trouvant  abaissé  d'une 
unité  par  rapport  au  premier  de  ces  élémens,  et  de 
deux  unités  par  rapport  au  second ,  elles  peuvent , 
par  cette  cause,  devenir  très  sensibles  si  l'exceo- 
tricité  est  très  petite ,  et  même  surpasser  les  inéga-^ 

lités  correspondantes  du  moyen  mouvement ,  quoi« 

*  *      ■  '        ■■  ■  .  .1  ,  I ,,        Il 

(*)  Les  termes  de  ia^  tZ  >  etc.,  donnés  n°  1 7,  ont  été  pris  par 
erreur,  avec  un  signe  contraire. 
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qu  elles  n'aient  pour  diviseur  que  la  première  puissance 
de  la  quantité  in! — (/ — Z)/i,  comme  la  théorie  des 
satellites  de  Jupiter  en  offre  un  exemple.  C'est  donc 
principalement  aux  inégalités  de  ces  trois  élémens 
cpi'il  faudra  avoir  égard  dans  la  détermination  des 
perturbations  planétaires. 

Il  ne  s'agit  plus  que  d'introduire  ces  variations 
dans  les  formules  du  mouvement  elliptique,  pour 
avoir  les  formules  qui  conviennent  au  mouvement 
troublé.  On  a 

\f  znfndt  -|-  €  +  3fi  sin  {fndt  +  6  —  co) 

+  I  e*sin  2.  {fndt  +  6 —  a)  +  etc. 

Cette  valeur  de  la  longitude  vraie  étant  celle  que 
l'on  obtient  lorsque  dans  les  formules  de  l'orbite 
elliptique  on  change  le  moyen  mouvement  ni  en 
fndt ,  pour  rendre  ces  formules  applicables  au  mou- 
vement troublé,  conformément  à  ce  que  nous  avons 
dit  n'  45,  livre  IL 

Si  l'on  différentie  l'expression  précédente  par  rap- 
port à  la  caractéristique  cT^  en  observant  que  l'on  a 
fndtssiTit'j'Ç ,  et  qu'on  peut  supposer  fndt=int  dans 
les  termes  qui  sont  de  l'ordre  des  forces  perturbatrices, 
puisqu'on  néglige  ici  leur  carré ,  en  supprimant  les 
termes  qui  après  la  substitution  des  valeurs  â&^,  Si, 
.J'e,  etc.,  seraient  d^un  ordre  supérieur  à  /,  on  aura 

/p=Ç+er6+£rc[2sin(w^+£ — û))+fesin2(w^+€— û;)] 
— eera)[2C0s(/î<-+-^— •û>)+|ecos2(/i^+6-û^)} 

Si  dans  cette  expression  on  substitue  pour  ^,  J'ii 
et  ej'cj  leurs  valeurs  précédentes ,  et  que  pour  abré- 
ger on  fasse 
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ni  an  ^^    _  i 

et  f = — fœ  —  f'où'  —  2f'U  ,  on  trouvera 

[*(/i'— /i)  +  /»]«l—  aPcoi  [i{/i'e  —  ««  -f  i'—  f)  +  Int  +  /•]  1 


^  '  ^— fl*2:c<w[î(»'t  —  ne  +  i'—  ■)  +  lut  +  /•] 

-♦-  vih  ûn[i{n't  ^  n<  +  •'—  t)  +  (/  _  i)nt  ^-  (/  ^  i),  ^  »  +  C] 

5 
-f. -cA8inp(«'«  —  /i<  +  •'—  g)  +  (/  —  2)n«  +  (/  —  a)i4-a»+  Q. 

De  même  pour  le  rayon  vecteur  on  a 

-=  1  —  ecos(jnat  +  ê  -— o) 

+  îe«[i — cos2(/W^H-  € — û>)]  +  etc. 
et  en  différentiant  par  rapport  à  cT 

-;;■  =  —  +  ««*"«  —  tTe  [co8  (««  +  f  —  fli)  ^  tf  co»  a  (n<  +  •  —  •)3 

—  c/W  [rin  (n«  -f-  f  —  fli)  -f-  e  sin  i{nt  +  •  —  •)]. 

En  substituant  pour  JVi ,  JV ,  cToi  leurs  valeurs ,  on 


aura 


(G) 


/r_  am^(/— g)»     r      aP  «îq  [j(/,'£  —  „£  .4.  /  __  ,)  ^  /„I  ^  /,]  . 

a       i(i»'— /i)-f./ii   l  +  aFcoê  [/(Vt  —  /i«  +  g'  _  «)  +  /nt  +  /i^  f 

—  efccos  [£(«'/  —  nf  +  g'  —  •)  +  Un  +  /g  +  Ç]  ^  (H) 

4-  ft  cos  [i(j»'t  —  ut  +  ,'  —  ,)  -f.  (/^  f)  nf  4.(/-*i)i4,  ♦-!-<] 
+  eAco»  [i(n'«  —  nt  -f-  g' —  g)  +  (/  — a)/it  4- (/-^)«+a«-Kl. 

Enfin ^  en  vertu  de  Tëquation  (i  i)  du  n* 82,  le  terme 

ni'kco&[i{n't—nt'\-e^—i)+lnt+h—fùù^^ 

de  la  valeur  de  R  produira  dans  lexpression  de  la  la- 
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titiide  le  suivant  : 

Si  Ton  fait  maintenant  2=5  dans  les  expressions 
précédentes  y  en  observant  qu'on  a  €  =  S  —  â^, 
et  que  pour  P  et  F  on  substitue  leurs  valeurs  en 
fonction  de  £  et  de  6  données  par  les  équations 
(la),  on  retrouvera  les  valeurs  de  J'r,  cTi^,  JV 
que  nous  avons  déduites ,  n*  35 ,  des  formules 
générales  des  n^  28  et  29.  L'accord  des  deux  pro- 
cédés est  donc  parfaitement  vérifié,  quel  que. soit  le 
degré  d'approximation  que  l'on  veuille  obtenir ,  ainsi 
que  nous  l'avions  déjà  établi  dans  le  n^  91  du  li- 
vre II,  relativement  aux  termes  dépendans  des  pre- 
mières puissances  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 
37. La  méthode  de  la  variation  desélémensde  l'orbite 
elliptique  conduit  très  simplement,  comme  on  voit, 
à  la  détermination  des  inégalités  qui  sont  a£fectées  de 
diviseurs  qui  les  rendent  considérables;  mais  s'il 
s'agissait  de  déterminer  toutes  les  inégalités  d'une 
.  planète  dépendantes  d'un  argument  déterminé  ^  la 
multiplicité  des  termes  qu'introduirait  dans  les  ex- 
pressions du  rayon  vecteur,  de  la  longitude  et  de 
la  latitude,  la  variation  des  élémens,  rendrait  ce  pro- 
cédé long  et  pénible;  et  dans  ce  cas,  pour  éviter  des 
réductions  trop  compliquées ,  il  sera  mieux ,  comme 
nous  l'avons  dit ,  n'  88 ,  livre  II ,  de  recourir  aux 
formules  générales  qui  résultent  de  l'intégration 
directe  des]  équations  différentielles  du  mouvement 
troublé. 
Nous  avons  exposé  dans  le  chapitre  11 ,  pour  cal- 
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culer  le  coefficient  d'un  terme  quelconque  de  l'ex- 
pression de  R  en  série ,  relatif  à  un  argument  dé- 
terminé ,  un  procédé  qui  est  indépendant  des  excen- 
tricités et  des  inclinaisons ,  et  qui  dispense  d'effectuer 
le  pénible  développement  de  cette  fonction.  On  aura 
de  cette  manière ,  sans  beaucoup  de  calculs ,  les  va- 
leurs de  P  et  F  que  l'on  doit  substituer  dans  les  for- 
mules précédentes  ;  et  ce  procédé^  joint  à  la  méthode 
de  la  variation  des  constantes  arbitraires,  est  sans 
contredit  le  plus  simple  et  le  plus  sûr  qu'on  puisse 
employer  pour  déterminer  les  inégalités  d'une  planète 
qui  peuvent  devenir  sensibles  quoiqu'elles  soient  ^ 
relativement  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons , 
d'an  ordre  supérieur  au  second. 

38.  Reprenons  les  formules  (G)  ,  (H)  et  (K). 

Le  cas  de  Z=  3  mérite  une  attention  particulière  , 
parce  que  c'est  de  lui  que  dépendent  les  deux  grandes 
inégalités  que  l'observation  avait  fait  remarquer  de- 
puis long^temps  dans  les  mouvemens  de  Jupiter  et  de 
Saturne,  et  dont  on  avait  vainement  cherché  la 
cause.  En  effet  ^  en  supposant  que  n  se  rapporte 
à  Jupiter  et  n^  à  Saturne,  si  dams  i{nf —  n)  +  In 
on  fait  Z  =  3  et  «  =  5  ,  ce  diviseur  devient  5/i'  —  an, 
quantité  très  petite  en  vertu  du  rapport  qui  existe 
entre  les  moyens  mouvemens  de  ces  deux  planètes, 
n**  59,  livre  II  ;  de  sorte  que  les  inégalités  qui  ont  cette 
quantité  pour  diviseur  peuvent  devenir  considérables, 
quoiqu'elles  soient  au  moins  du  troisième  ordre  par 
rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons. 

Comme  ces  inégalités  sont  extrêmement  impor- 
tantes dans  la  théorie  des  mou  vemens  planétaires^  nous 
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allons  àérdopper  oomplèteaienl  les  fonnules  propres 
à  les  déterminer.  Pour  cela,  désignons  par  m  la  masse 
de  Japiter  et  par  m!  celle  de  Satome.  En  ne  consi- 
défant  qne  les  termes  da  troisième  ordre  relatiye- 
ment  aux  excentricités  et  anx  inclinaisons  qui  dé- 
pendent de  Fangle  5nt —  ant,  on  a,  par  le  n"*  4f 

R  =  M^*V  cos  {5n't  —  2nt  +  5/  —  M  —  5ai) 
-f-  M^' Vc'  cos  (Sn't —2nt+5^—ii€  —  2û>—cû') 

-f-  M^'W*COS(5/l'^ 2/l£+5€' 2€ CÊ  — i  2®') 

+  M^V^  cos  (5n't — ant+5^  —  2€—  5«0 
+  N^*^eA*cos  {Sn't  —  2/1^4- 5/ — 26 — a — aïl) 
+  N^'Va*cos(5/i'^-  2n^+5é'— 2€~«'— 20). 

Les  valeurs  de  M^'^ ,  M^'^ ,  etc. ,  étant  déterminées 
par  les  formules  générales  du  n*  7  ^  dans  lesquelles 
on  fera  i  =  5 ,  ce  qui  donne ,  en  substituant  en  outre 
a  la  place  de  AP  et  de  ses  coeffidens  différentiels  ; 

leurs  valeurs  em  bf^,  a  --=— ,  etc. , 


a'M(«; 


fl'M(')= 


f  dh?     d^h^!'    rfs^^.n 


0=     ^\^.o6a   +-^J 
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Si  l'on  décompose  l'expression  précédente  de .  R  en 
sinus  et  en  cosinus  de  l'angle  Sn't — 2n^+5è' —  ai  ^ 
et  qu'on  lui  suppose  cette  forme  : 

R  =  mT  sin  {Mt  —  'int  +  5^  —  aie) 
+  m'Fcos  (57i7  —  ^nt  +  Se'  —  2«) , 

on  aura 

+a'M(5V8in3«'-f.  «TN'C«)cx«  sin  (•+  an)-Hi'N(Oc'x«  «n («'-f-an)  j 

et  la  quantité  niiJY  sera  déterminée  par  la  même 
expression  dans  laquelle  on  changera  simplement  les 
sinus  en  cosinus. 

Cela  posé ,  si  l'on  fait  Z  =  5  et  î  ==  5  dans  les  va- 
leurs de  S'v  et  cTr  du  numéro  précédent,  on  aura, 
relativement  à  Jupiter  ,  pour  les  inégalités  de  la  lon- 
gitude 

9v  =  r-; .(  -*- aP'—  aa*  -r-  )  8ia  (5«'«  —  an«  +  5/—  at) 

5/»'  —  aa  \5/i —  a»  da  J 

m'n       /      6/1  _^  J  Pn  ...  ...         . 

—  -s—, •  I  =-7 ûP—  ao^  T-  1  C08  (5/i'r —  int  +  5r—  ai) 

5»' —  an  \5« — an  da  J         ^  ' 

+  a^  &in   (Sii't  —  3nt  4-  5/  —  3i  -4-  iT) 

eh  sin  (5n'«  —  anf  -f-  5i'  —  at  —  a»  -f-  /) 

5 
-f  -eA  sin  (S/i't  —  fyit  +  5f'  —  4*  "^  ^  +  ^)> 

et  pour  celle  du  rayon  vecteur , 

£!!— _     4^^^     r      aP  sin  (5/i'£  —  a/i«  -f-  5/—  ai)  T 
a  "~       5n'  — an  L+  «P'cos  (5n'i  —  anï  +  5/—  ai)  J 

H-   ^  cos  (5n'r  —  3n£  +  Sg'  -^  3f  +  /)  ^    (L)r 

—  eA  cos  (5n'f  —  an«  +  5i'  —  ai  —  «  +  ^) 
+  «A  cos  (5n'«  —  4nf  -f  5/  —  4«  +  •  +  ^). 

En  supposant  i  =ï  — .  :î  dans  les  formules  (G) 
et  (H)  y  et  en  changeant  tout  ce  qui  est  relatif  à  m 
en  ce  qui  est  relatif  à  w',  et  A  en  A',  on  aura  des  for-": 


(I) 
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mules  analogues  aux  précédentes  pour  détermina 
les  inégalités  du  mouvement  de  ^Saturne  troublé  pal 
Jupiter.  i 

On  trouvera  ainsi 


i 


/i/=—  .TT l  r-7 <ï  P  +2a  •-Î-7  I  8in(5/i't— afif-f-Si'— ai) 

5n'— an  \5/i'  — !i«  Ai'/       ^ 

-f-  =-? (  ê-7 «  P  +  a<i  '-7-7  Jco8(5n'f— a/it-f-*)/— ai)  f      d 

5/i'  —  a/i  \5/» —  a/i  aa  y  \       ' 

-f.      a//  sio  (4«'«  —  a/i£  +  4i'  —  ai  +  Z')  /  (^ 

—  -  C'A'  8in  (5/i'«  —  an/  -f-  5t'  —  ai  —  •'  H-  O 

5 
H-  -  e'h'  sin  (3/i'f  —  a/j«  +  3/  —  ai  +  •'  +  O, 

ZV_        lùmnf    r      a'P  sin  (n/i'£  —  a/i«  -♦-  5f'  •—  ai)  "1 
a'  "■     S/i'— an  L-f-  a'P'cos  (5n'£  —  a««  -h  5i'  —  a»)  J 

-f-    h'  cos  (4n'r  —  an«  +  4/  —  ai  -f  <rO  }  W 

—  «'A'cos  (5n'ï  —  an<  -f-  5i'  —  ai  —  «'  -H  /') 
-H  e'A'cos  (3n'l  —  ani  -f  3i'  —  ai  -f-  •'  -H  iT'). 

39.  On  doit  observer  que  les  quantités  P  et  P'  con- 
servent les  mêmes  valeurs ,  soit  que  l'on  considère 
Faction  de  m'  sur  m,  soit  celle  de  m  sur  m\  ce  qui 
résulte  de  ce  que  dans  le  développement  de  la 
fonction 

la  partie  ^^     —    ne   produit  aucun    terme 

de  Tordre  des  cubes  des  excentricités  dépendant  de 
l'argument  Sn't  —  2nt  ^  en  sorte  que  ces  termes  ne 
peuvent  résulter  dans  R  que  du  développement  de 

la  partie  {{x' — a?)*+(r' — yY+{^' — z)]"»  qui  est 
commune  aux  deux  planètes. 

D  suit  de  là  que  si  l'on  ne  considère  dans  ^sf  et  ^^ 
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que  la  partie  qui  a  pour  diviseur  (S/i' — a/i)*,  et  qui 
est  la  plus  considérable  de  ces  valeurs ,  on  aura  eptre 
elles  la  relation 


OU  bien  en  observant  qu'en  vertu  du  rapport  qui 
existe  entre  les  moyens  mouvemens  de  Jupiter  et  de 
Saturne ,  5n'  est  à  très  peu  près  égal  a  2n,  et  que 


»'       aï 


"         a'5 


J^^=-^.cr.';      (i5) 
m  y  a 

équation  d'où  l'on  conclura  la  partie  cTf^  qui  a 
(5«' — 2/i)*  pour  diviseur  de  la  partie  correspondante 
de  cTi^',  et  réciproquement. 

Cette  équation^  d'ailleurs,  n'est  qu'un  cas  parti-- 
coller  d'une  relation  générale  qui  existe  entre  les 
inégalités  à  longues  périodes  des  moyens  mouvemens 
de  deux  planètes  m  et  m\  troublées  par  leur  action 
mutuelle ,  et  qui  est  fort  utile  dans  la  théorie  des 
perturbations  planétaires ,  parce  qu'elle  peut  servir 
soit  à  déterminer  l'une  par  l'autre  ces  inégalités ,  ce 
qui  abrège  beaucoup  les  opérations  numériques ,  soit 
à  vérifier  leurs  valeurs  lorsqu'on  les  a  calculées  sé- 
parément. 

On  peut  démontrer  à  priori  cette  relation  de  la 
manière  suivante  : 

En  nommant  R'  la  valeur  de  R  relative  à  l'action 
de  m  sur  m',  on  aura^  u°  4^,  livre  II , 
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les  différences  d'K ,  d"W  se  rapportant  dans  (chaque 
fonnule  uniquement  aux  coordonnées  de  la  planète 
troublée. 

D'ailleurs  9  en  faisant  pour  abréger 

A  =  [(x'-x)*+cy-^)-+(z'-z)T'» 

on  a 

R'=m    (a  -  '''■^^±^y 

Si  Ton  multiplie  par  (M4-m')m  la  première  de  ces 
valeurs  y  après  l'avoir  différentiée  par  rapport  à  :r, 
j'  et  z  y  que  Ton  multiplie  de  même  par  (M-f-m)m', 
la  seconde  différentiée  par  rapport  à  a:',  y,  z',  qu'en- 
suite on  ajoute  ces  deux  produits^  on  trouvera 

Si  dans  cette  équation  on  néglige  les  ternies  dv 
troisième  ordre  par  rapport  aux  masses  perturba- 
trices,   ce   qui   permet  de   faire     -j  = 


rs  ~  J/»   i 


j: 

i^ 
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nulK+  m'd'K'  =  mm'd  .  (^^_^dxd^-t-djdy+dzdz'y 

La  différentielle  du  second  membre  désignant  une 
différentielle  complète.  On  aura  donc  en  intégrant 

m/aH  H-  m'fifK  =  mm'  (^^+W+dzdz'  ^  ^y 

Supposons  maintenant  que  l'on  veuille  déterminer 
les  inégalités  de  Ç  et  de  ^'  qui  dépendent  d'un  argu- 
ment donné  in*t — int^  et  qui  ont  (iW — i/i)*  pour  divi- 
seur. 11  faudra^  dans  l'équation  précédente^  considérer 
les  termes  qui  dépendent  de  cet  argument,  et  qui  sont 
déjà  divisés  par  iW— -i/i,  puisque  ce  sont  les  seuls 
qui  puissent  acquérir  le  carré  de  cette  quantité  pour 
diviseur  en  subissant  une  nouvelle  intégration  dans 
les  valeurs  de  Ç*  et  de  Ç'.  Or,  il  est  évident  que  le 
second  membre  de  l'équation  précédente  ne  contient 
aucun  terme  semblable ,  tant  qu'on  n'a  égard  qu'aux 
quantités  de  l'ordre  du  carré  des  masses  ;  en  ne  con- 
sidérant donc  que  ces  termes,  on  aura 

Si  Ton  intègre  une  seconde  fois  cette  équation ,  et 
qu'on  substitue  pour  fdtfdlK  et  fdtfdTK'  leurs  va- 
leurs tirées  des  formules  (i3) ,  on  aura 

m'anÇ  +  nidrilCl  =  o, 

ou  bien  en  observant  que  n  =  cT^  et  v!  =  d"^ , 

mv/âÇ  -f-  m!  x/Zç*  =  o, 
d'où  l'on  tirera 
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yi ng\/a 

^   —         1777^   •  ^* 
m  y  a 

Lorsqu'cm  ania  calculé  les  in^plités  de  Ç  qui 
ont  ^iti  —  //i)*  pour  diyiseor,  cette  équation  donnera 
les  inégalités  correspondantes  de  ^'. 

La  relation  pr^édente ,  qui  lie  entre  elles  les  iné- 
galités à  longue  période  de  deux  planètes  soumises  à 
leur  action  mutuelle  ^  est  la  même  que  celle  qui  existe 
en  général  entre  les  variations  séculaires  des  éiémens 
elliptiques  d'un  système  de  planètes  réagissant  les 
unes  sur  les  autres. 

4o.  Ginsidérons  enfin  les  inégalités  du  mouvement 
en  latitude  :  l'expression  de  R  contient  les  deux  ter- 
mes suivans  : 


N^»>eA*cos(5/iV  —  int  +  56'  —  26  —  œ  —  ^n), 
K^'^e'X»cos(5/i'^ —  int+  5i!  —  ae  —  cJ —  ail). 

En  vertu  de  ces  termes^  on  aura  pour  les  inégalités 
de  latitude  y  n*  36. 

*  _  aw'g/i    r        «xK<«>>  sia  (5n'«  —  3/i£  -«-  5/  —  3i  —  «.  —  n)  "1 
''~ 5//—  îwi  L  +  e'^JSW  sin  (5/i'«  —  3ji£  +  5i'  —  3i  —  »'  —  H)  J' 

En  changeant  dans  la  formule  (K)  tout  ce  qui  se  rap- 
porte à  m  dans  ce  qui  est  relatif  à  VfJ  et  réciproque^ 
ment ,  et  en  observant  que  W^**^  et  N'^'^  désignant  ce 
que  deviennent  N^*^  et  N^'^  relativement  à  m' ,  on  a 

N'Co)__  "IL  NC)  N'CO=_  ^  N^o  on  aura  pour 
l'inégalité  correspondante  du  mouvement  en  latitude 
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de  w! 

n  désignant,  comme  dans  ce  qui  précède,  la  longitude 
du  nœud  de  Forbite  de  rri  sur  l'orbite  de  m. 

Ces  inégalités  peuvent  s'élever  à  4''  à  peu  prés  pour 
Jupiter,  et  à  lo'^  pour  Saturne.  Ce  sont  les  seules 
inégalités  de  la  latitude  dépendantes  du  produit  des 
excentricités  et  des  inclinaisons ,  qui  soient  sensibles 
dans  le  système  planétaire. 

On  a  vu ,  dans  le  n""  35 ,  que  la  valeur  de  S" s  in- 
troduit  dans  l'expi^ssion  de  la  longitude  rapportée  à 
un  plan  fixe  le  terme  — tang  (pJV  cos(w, —  6)^  en  subs- 
tituant donc  pour  ^s  sa  valeur,  il  en  résultera  un 
terme  dépendant  de  l'angle  ^rit  — ^  :xnt  qui  devra  être 
ajouté  à  la  grande  inégalité  qui  affecte  la  longitude 
de  m;  mais  ce  terme  est  insensible  pour  Jupiter  et 
pour  Saturne. 

4i.  On  déterminera,  au  moyen  des  formules  précé- 
dentes ,  toutes  les  inégalités  de  l'ordre  des  cubes  des 
excentricités  et  des  inclinaisons,  qui  dépendent  de 
langle  Svlt *—  ixnt ,  et  qui  peuvent  devenir  sensibles 
dans  les  longitudes,  les.  latitudes  et  les  rayons  vec- 
teurs  de  Jupiter  et  de  Saturne ,  en  vertu  de  la  com- 
mensurabilité  approchée  de  leurs  moyens  mouve- 
mens.  Comme  les  inégalités  du  mouvement  en 
longitude  sont  très  considérables,  il  sera  nécessaire , 
dans  ^s^  et  J^v',  d'avoir  égard  aux  variations  séculaires 
des  élémens  elliptiques  de  m  et  de  wl \  pour  cela, 
dans  les  expressions  de  ces  deux  quantités ,  à  la  place 
de  oT  et  de  aT',  on  substituera  les  séries 
Tome  ni.  ï3 
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nad?  3adP 


(Sn'—!in)di  {5n' — an)di  ^ 

(Su  —  %n)dl  {M  ~  m)di  ' 


et  Ton  déterminera   les  difTérences  -t-  ,  -^ ,  t-t  , 

--^^  y  comme  on  1  a  explique  n*  sg. 

42.  Diaprés  la  théorie  des  perturbations  planétaires^ 
les  inégalités  dépendantes  de  l'angle  Sn't —  :mt  doi- 
vent se  reproduire  parmi  les  termes  du  cinquième 
ordre  relativement  aux  excentricités  et  aux  incli- 
naisons y  et  la  petitesse  du  diviseur  5n'  —  :m  oblige 
d^avoir  égard  à  ces  termes.  Il  sera  facile  de  les  déter- 
miner par  les  formules  précédentes  du  moment  que 
ron  aura  effectué  le  développement  des  termes  du 
cinquième  ordre  de  la  fonction  R  qui  dépendent  de 
l'angle  5n't  —  nnt;  pour  cela  il  suffira  de  faire  i=5 
dans  l'expression  de  R  du  n^  16.  On  aura  ainsi 

R«=sM^*^cos(5n'<— an^+Sé'-— a64-d>'— -4») 
4-  M^'^  oos  (5»'^  — a»i-f-5i'~  26  ~  5») 

H-M<»cos(57i't — 2n«+5f' — 3i--4fi#'*+-^) 
H«N^*^  cos(5/i'/— a«<-4-5€' — as — ac»  4-0»'— «an) 
H-N^*>cos(5n'<~ai!rf4-5e'~ai —  io-~an) 
-|-N<^  cos  (5«'<~  aw^+5i'*-  ai —  «'•—  alT) 

-f-N^*^cos(5w'/~an^4-5/— .afi-f-  «—aoi'-an) 
4-N^^^  co6(5n'*— a/2^H-5^— 3«4-  a»'— 4n) 
+ N^*>  cos  {Sn't  —  a»<  -h  5«'—  a6+  t» — 4n)^ 
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et  pour  déterminer  les  Quantités  M^*^,  M^'^^p  etc. ,  on  aura 


^m 


d-i^^       d*hT 


dib^P         d'bf  \ 
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«N(*)bs — 

ia8 


ia8  " 


±^{  .Soi  V  ,--jL-„..^_..-J.    ) 

^"= — ;5g-  V  9*S  -  -AT/  ' 

aN(0= =7j —  .A     -*    . 

aoD  dct 

Si  l'on  décompose  les  sinus  et  cosinus  de  l'expression 
de  R  en  sinus*et cosinus  de  l'angle  Sn't-^ant-^Sf' — ae, 
on  donnera  à  cette  fonction  la  forme 


m'Q  sin  (5n't  —  2nt  -4-  5e'  —  26) 
+  m'Q'cos  {Sn't — ant  +  5î'  —  36) , 

et  pour  déterminer  Q'  on  aura 

m'Q'  3=  a'M<«)  cos  (4»  —  i/)  4.  a'MO)  co»  3»  4-  a'MC»)  cos  («/-f-  a») 
H-  a^<»)  co»  (a»'-f.  •)  -h  i/MO>pos  3«'+  «'MW  cos  (4«'  —  »} 
+  «'NC»)  co«  (an  -h  a»— »0+fl'N(Oco»{an+«»)+a'N(Oco8(an+»') 
H-  a'N<3)  C08  (an— W-4:^«')-H»'N(Oco«(4n— «/)+a']>î(«)co»(4n— »), 

et  Q  sera  donné  >  par  la  même  équation  dans  laquelle 
oa  changera  les  ^cosinus  en  sinus. 
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En  substituant  ces  valeurs  à  la  place  de  P  et^P'  daos 
leà  formules  (K)  et  (L),  on  aura  la  partie  de  la 
lon^tnde  et  du  rayoû  vecteur  de  Jupiter  »  du  cin- 
quième ardre  par  rapport  aux  excentricités  et  rela*- 
tîve  à  Tangle  Sn't  — ant. 

Les  inégalités  correspondantes  de  Saturne  se  déter- 
mineront de  la  même  manière  au  moyen  des  for- 
mules  (M)  et  (N).  Soit  Q,  et  Q',  ce  que  deviennent  Q 
et  Q'  par  rapport  à  Saturne ,  on  aura  relativement  à 
Faction  de  Jupiter  sur  cette  planète 

R'  =  mQ,  sin  {5nU  —  ^nt  •+•  Se'  —  2î) 
4-  /»Q'.cos(5/ï'f  —  2nt  4-  5/  —  af). 

On  substituera  m^Q.  et  mQ',  à  la  place  de  mP  et  de  mP 
dans  les  valeurs  de  J'i^'  et  de  cTr^,  et  Ton  aura  les  iné- 
galités de  ces  deux  quantités  qui  dépendent  à  la  fois 
des  cinquièmes  puissances  des  excentricités  et  des 
inclinaisons^  et  de  l'angle  Sn't  —  ont. 

Comme  cettç  partie  dos  deux  grandes  inégalités 
de  Jupiter  et  lie  Saturne  est  peu  considérable  réÏA^ 
tivement  à  celle  que  nous  avons  détermiiiée  dans 
le  numéro  précédent,  on  pourra  se  borner  à  en 
calculer  les  termes  principaux.  Ce  sont  ceux  qui 
sont  affectés  du  très  petit  diviseur  (5»'  —  2/î)*  ,  et 
qui  sont  introduits  dans  l'expression  de  la  longitude 
par  la  variation  du  moyen  mouvement.  Qn  pourra 
donc  ici  ssuppoeier  simplement 

«Ti^  «te  ~  ^afndtfd'R , 
et  par  conséquent  on  aura  encore  entre  les  termes  des 
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deax  grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne  qui 
dépendent  des  cinquièmes  puissances  des  excentricités 
et  des  inclinaisons  la  relation  ordinaire 

«Tf  «  --  î^^.  ^v\ 

my  a 

d'où  Ton  conclura  immédiatement  la  partie  précé- 
dente de  la  grande  inégalité  de  Jupiter  ^  lorsque  la 
partie  correspondante  de  la  grande  inégalité  de  Sa- 
turne sera  détemiinée. 

Il  est  aisé  d  ailleurs  de  vérifier  la  relation  précé* 
dente  dans  le  cas  que  nous  considérons.  Eu  effet, 
d'après  la  nature  de  la  fonction  mR  j  les  termes  de 
son  développement  qui  renferment  la  quantité  A^'^ 
et  ses  différences  sont  les  seuls  qui  ne  sont  pas  com- 
muns aux  deux  planètes,  en  sorte  que  la  quantité  M^"*^ 
est  la  seule  dont  les  valeurs  différeront  dans  les  ex- 
pressions en  série  de  mR  et  de  nfR!.  Lorsque  l'on  con*^ 
sidère  Taction  de  m!  sur  m  on  doit  Elire,  n®  a4y 

A('>S3  -1-  .*«.  -^     et  dans  le  cas  où  l'on  considère 


a  d*  ' 


bV 


Faction  de  m  sur  w/,  il  faut  faine  A^'^  =  -4 -r»  Si 

l'on  suppose  donc  simplement  A^'^  =  -^  ,  on  aura 

rigoureusement  mR  =  mH',  et  par  conséquent  Q=Q« 
et  Q'  =  Q,  ;  il  faudra  ensuite  dans  les  termes  dépen- 

dans  de  A^*^  et  de  ses  différences ,  faire  A^'^  = r. , 

n 

ce    qui  ajoutera   a  la    valeur  de  M^""^    la  quantité 
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—  '"'"68  •  "î">  ®*  cpiand  on!  considérera'  l'actioa 

de  m  sur  m' ,  il  faudra  faire  A^'^  = ; ,  ce  qui 

ajoutera  à  la  valeur  de  M^**^  la  quantité  —  m!  -^  .  -7;. 

Mais  par  le  rapport  qui  existe  entre  les  mouvemens 
moyens  de  Jupiter  et  de  Saturne ,  on  a,  à  très  peu 
près , 

5oo  .  -T-  =  3  1 25  .  -r  ' 
a*  A 

En  effet,  -77  =  -7  *  et  comme  5n'  est  à  fort  peu 

près  égal  à  an,  on  a  — j-  ==-^î  par  conséquent, 

5oo  =  3i25  — 75-  =  5*  -^. 

*  • 

La  valeur  de  M^*^  est  donc  la  même ,  soit  que  l'on 
considère  l'action  de  m!  sur  m ,  soit  que  l'on  considère 
l'action  de  m  sur  m'.  Les  formules  qui  déterminent 
la  partie  des  grandes  inégalités  4e  Jupiter  et  de  Sa- 
turne, dépendantes  de  la  cinquième  puissance  des 
excentricités ,  deviennent  donc 

j>    —  6m'yi*        r      aQ^sin{5n't — 2w^+5g'-2g)v 

^^  —       (5nf^2ny  'l—aQcos(5n't—2nt+5î'^  2î)\' 

(5n  —2/1)*  •  t— ^'QcOS(5/î'<— 27l<4-56'— 2g) J 

Et  l'on  pourra  conclure ,  par  conséquent ,  la  valeur 
précédente  de  cTi^'  de  celle  de  cTt^,  en  multipliant 

cçUe-cï  par rn'n^a  ^  ^"  Simplement  par — ==. 
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45«  On  rencontre  dans  la  tbëorie  de  Mercure  troublé 
par  la  Terre  une  inégalité  du  troisième  ordre ,  à 
laquelle  il  faut  également  avoir  égard ,  parce  que  le 
rapport  (jui  existe  entre  les  moyens  mouvemens  nt 
et  n't  de  ces  deux  planètes^  rend  très  petite  la  quan- 
tité/i^ —  4n't ,  et  peut  rendre  considérables,  par 
conséquent  y  les  inégalités  dépendantes  de  cet  argu- 
ment. Toutefois,  comme  les  inégalités  de  Mercure 
sont  en  général  de  peu  d'impoitance ,  il  suffira  de 
considérer  celles  qui  sont  affectées  du  petit  diviseur 
{n — 4^' y,  et  qui  sont  introduites  dans  l'expression 
de  la  longitude  par  la  variation  du  moyen  mouve- 
ment. Pour  les  déterminer,  supposons  que  m  et  m' 
désignent  respectivement  les  masses  de  Mercure  et  de 
la  Terre ,  on  aura 

J'i;  =  —  5an/dtfd!K. 

Si  dans  le  développement  de  la  fonction  R  on  n'a 
égard  qu'aux  termes  qui  dépendent  de  l'aogle  ^n^t — nt 
et  qu'on  suppose 

R  =  /wTsin  (/in't'^nt  +  46'— g) 
4-  inT'cos(4n'^  —  nt  -f-  4^'  —  e) , 
on  aura 


.  3mn>        f     aT'sm{4n't  —  tî^  +  46'— e) ) 

^ ^—  (4n  - /!)•  •  \^àPcos(4n't—nt  +  46'— f) ]• 

En  faisant  /  =  4  ^^^^  1^^  formules  du  n"  7 ,  on 

trouve 


/ 
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R  =  MWc»cos  (4n't—nt-h4i  —  i—  5«) 
+  MWe»e'cos(4n'<  —  n<4-4«'— i — 2et — et') 
4-  MWc6'»œs(4n'<— n«+4«' — < — o — W) 
+  M»V»cos(4n'<  —  n<4-  4f'— f_  5»') 
4-  N^oîeX»  cos  ('4n'< — ni  +  4*'  —  «  —  a»  —  atl) 
+  NWe'A»cos(4»'<— n<  H- 4«'— «'—•'—  aH). 

Et  pour  déterminer  M^""^,  M^'\  etc.  ^  on  aura 


«— p'Ck'+ 


<;6<«     ^i<«   ^*!* 


En  comparant  la  valeur  précédente  de  R  à  celle 
que  nous  lui  avons  supposée  ,  on  trouvera 

et  Ton  aura  pour  déterminer  m!a'Y,  la  même 
équation ,  dans  laquelle  on  changera  seulement  les 
sinus  en  cosinus. 

En  réduisant  ces  formules  en  nombres ,  et  en  subs- 
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tituant  ensuite  pour  afV  et  o^P'  leurs  valeurs  dans 
l'expression  de  J'u,  on  aura  sans  difficulté  la  partie 
principale  de  l'inégalité  de  Mercure  produite  par  l'ac- 
tioQ  de  la  Terre.  Cette  inégalité ,  au  reste  y  ne  s'élève 
guère  a  plus  d'une  demi-seconde  dans  sa  plus  grande 
valeur  ;  les  termes  que  nous  avons  négligés  peuvent 
doQC  être  omis  sans  erreur  sensible, 

44*  U  existe  dans  la  théorie  de  la  Terre  troublée  par 
Valus  une  inégalité  dépendante  de  l'angle  Snt^^  1 5n'tp 
et  par  conséquent  du  cinquième  ordre  par  rapport 
aax  excentricités  et  aux  inclinaisons^  à  laquelle  il 
*fauf  avoir  égard ,  parce  que  8n  —  i  Zn'  est  une  très 
petite  quantité^  en  vertu  du  rapport  qui  existe  entre  les 
moyens  mouvemens  de  ces  deux  planètes.  En  effet , 
lexcès  de  huit  fois  le  moyen  mouvement  de  Vénus 
sur  treize  fois  celui  de  la  Terre  ^  est  d'environ  la  j^ 
partie  du  moyen  mouvement  annuel  de  la  Terre  ; 
et  cette  circonstance  donne  lieu  à  une  inégalité  dont 
la  période  est  de  ^4^  ^°^  environ,  et  dont  l'influence 
est  très  sensible  lorsque  l'on  compare  entre  eux  des 
lieQx  du  Soleil  observés  à  de  longs  intervalles.  Pour 
la  déterminer ,  supposons  que  m  soit  Vénus  et  m*  la 
Terre  ;  comme  cette  inégalité  est  peu  considéraUe , 
on  peut  neiger  les  termes  qui  n'ont  pas  (i5n*  -^  Sny 
pour  diviseur  j  alors  si  l'on  suppose 

R=mTsin(i5n'f— -87i«H-i5/— 8€) 
+n^cos{i5n't-^8nt+  i3g'—  8g) , 

on  aura 
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cTv 


(,3n'— 8/i)**l_flPcos(i5w'^— 8/i^+i5f'— &)>' 

^—     (13/1'— 8/1)**  l—flTcos(I57^'^-87^^+I3f'-86)J' 

les  valeurs  de  P  et  P'  étant  les  mêmes  ^  soit  que  Ton 
considère  Taction  de  m' sur  m,  soit  que  Ton  con- 
sidère l'action  de  m  sur  m',  et  1 5n'  étant  à  très  peu 
près  égal  à  8n,  on  aura  entre  cTi^  et  J'i/  l'équation 
ordinaire  de  condition    • 

m'\/a' 

En  faisant  i=  i5  dans  les  formules  du  n*  9,  on 
aura 


R = MWc»cos(i 3»'i --8/K 4- 1 3«'— 81— 5») 
4-  Mt'Ve'cos(i  5n'<—  8re<  +  i3«'  — 8f — 4»— û»')| 
+  MWfi  V'co8(t  3re'« — 8n«-4- 1 5«' — 8«— 3«— afi)*) 
4-MWe*e"cos(i3n'<— 8/rf+  i3e'— 8«'— -20— 3»') 
-t-M(«ee'<cos(i3ra'<— 8n<+i3É'— 88— « — 4»') 
4-Mï»V»cos(i3n'<— 8«<  +  i3f'— 8«— 5û»') 
4-  NWe»A*  cos  (  1 3n'<  — 8/rt4-  1 3«' — 8»  — 3«— 2II) 
+N«' Ve'A*cos(  1  ^n't—Qnt+i  3/--8r-2o'— ©-an) 
H-NWeVA'cos(i37i7— 8n<+i3«'— 86— û>— ao'-an) 
+  N»V»A»cos(i  31/»'<  — .8/i<  H- 1 3e'— 81—  3«'— afl) 
+  NW^cA  '♦cos  (  1 3re'< — 8n< + 1  Se' — 8i — «  —  411) 
-+-N»VA«cos(i3n'<— 8w«  +  i5«'— 8ï— û.'— 40). 

et  l'on  trouvera 
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— ^("-    ■"■' 


/M(»)=r  —  ,^r-  \    385039»  il  "'+  98a847«  —^  +  975ao«>    *  - 

\\'"  rf^*V"         -'"' 

+  4,00.» -3Î-+.. 0.4 -5ÏP  + 


"=    W  ('  -  ■  -  ■"■' 


a'M(')=     -^   V  4067403  A,    +1043368* --f hio3ao8it«  — 5I. 

ft  "*  a** 

««W=— ^   l  4ï8769aij^    +iio6667«-^^ — ».i09i79«' -_L_ 


+  5.47-  -ir-+  "6*«  -^+ .'  -^ 


l 


00  f<e) 


«'MOs    ^  \^ 4506953*.   4.1170595*-^ +115417** -ji— 

). 


m^-^  .(. 


d»ir>       d^iV')     rf.t<''' 

47^0917*1  +ia4o9!i6*-2^H-ifti948**_-l. 
+.563a«s     .  *  -f-  i9i*« 


dAb'^         d^bf\ 


<f*3    '  c2*4 

384o    \ 


49M2i5&i  +i3u366* -^ +ia877o*« L 

ft  Ci*  U*' 


4.*^  d**^ 


+  58,o««-^+.a5»4.^^ 

rt«(.)=-^*(^  84684     +.>84.^^+63...^+..-_V-y. 
.•N(.)=  .  -•\,. 0330*3  >+.468.-^+68..-.3i-H^3_^J  . 
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^*  i^  .,.496;  •' +.677* -^ +73*-^fr-f-'^  ; . 


«!•«<•)=— 25  V  ,,,496 


96 


Ea  comparant  entre  elles  Iqs  deax  expressions  pré- 
cédentes de  K ,  on  aura 

4-  a'N(<»)c»x*  C08  (3«4>an)H-A']V(0e*e'x*cos  (q«  +  »'4-  an) 
-f.  «'N<«)e^»x«cot  (•  -f-  W-f.  jn)  H-  a'NC V«K«coi  (3^-^  ail) 

+  «lï^Ocx*  cQi  (#  4-  4n)  +  fl'N<*Vr'x*cos  ((/+  4n)  ^ 

et  pour  déterminer  P  il  suffira  de  danger  dans  cette 
équation  les  cosinus  en  sinus. 

En  substituant  ensuite  ces  valeurs  dans  les  exprès^ 
sions  de  J^p  et  de  /(^^  on  aura  la  partie  la  plus  sen- 
sible des  inégalités  de  la  T^rre  et  de  Vénus^  résultant 
de  Içur  action  réciproque  et  dépendante  de  Fangle 
iZn't — 8nt. 

Ce  calcul  n'a  de  dîfficultp  que  son  extrême  lon- 
gueur» C'est  à  M.  Airy,  savant  professeur  de  l'Univer- 
sité de  Cambridge ,  que  Ton  doit  la  découverte  de 
l'inégalité  précédente.  Il  est  remarquable  que  la  prio' 
cipale  partie  du  coeflScient  de  cette  inégalité,  qui  s'é- 
lève k  près  de  5"  pour  Vénus ,  et  à  2"  seulement  pour 
la  T^rre  y  résulte  des  termes  dépendans  de  rinelinai' 
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son  mutuelle  des  orbifes ,  termes  que  Ton  n'avait  pas 
suffisammeat  considérés  jusqu'ici ,  et  parmi  lesquels 
on  avait  même  cru  pouvoir  négliger  tout-à-fait  ceux 
qui  renferment  les  puissances  des  inclinaisons  supé- 
rienres  à  la  seconde.  Les  termes  qui  dépendent  unique- 
meot  des  excentricités  se  compensent  au  contraire  de 
telle  sorte ,  en  vertu  de  la  position  actueUe  des  péri- 
hélies des  deuic  planètes ,  que  leur  ensemble  ne  four- 
nit qu'un  résultat  à  peu  près  insensible.  On  voit  par 
cet  exemple  qu'il  était  nécessaire  de  donner  au  dé«- 
yeloppement  de  la  fonction  R  toute  l'étendue  à  la- 
quelle nous  l'avons  portée^  et,  en  même  temps ,  que 
nos  formules  suffise ot  jusqu'à  présent  k  tous  les  cas 
qui  peuvent  se  présenter. 

45.  Dans  le  chapitre  IX  du  livre  II  nous  avons  donné 
les  expressions  des  inégalités  du  rayon  vecteur ,  de  la 
longitude  et  de  la  latitude  de  m^  en  portant  Tap* 
proximation  jusqu'aux  premières  puissances  des  ex-- 
centricités  et  des  inclinaisons;  ce  qui  suffit  dans  la 
plupart  des  cas.  Au  moyen  des  formules  précédentes^ 
on  pourra  pousser  les  approximations  aussi  loin 
qu'on  voudra;  et  nous  avons  dooné^  en  particulier^ 
l'expression  des  termes  dépendans  du  carré  des  ex-» 
oentricités  et  des  inclinaisons,  et  celle  des  deux 
grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne,  en  tenant 
même  ccxnpte  des  termes  du  cinquième  ordre*  Q  est 
rare  que  les  besoins  de  l'Astronomie  exigent  da- 
yaotage  ;  on  aura,  en  tous  cas,  recours  aux  formules 
générales,  et  les  considérations  qui  obligeront  de 
calculer  quelque  inégalité  nouvelle ,  serviront  à  en 
faciliter  la  détermination.  Les  diverses  inégalité  de 
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r,  ç,  s,  ainsi  calculées^  s'ajouteront  l'une  à  l'autre^  en 
vertu  de  ce  que  les  équations  qui  les  déterminent  sont 
linéaires,  et  l'on  aura  pour  le  rayon  vecteur,  pour  la 
longitude  et  pour  la  latitude  ^dans  l'orbite  trou- 
blée, 

r  +  J'r,     i'  +  cTi^,     s  +  J's, 


ohr,{^,s,  désignent  le  rayon  vecteur,  la  longitude  et 
la  latitude  dans  l'orbite  elliptique ,  et  «Tr,  cTt^,  J^^,  la 
somme  des  inégalités  dont  ces  trois  expressions  sont 
affectées.  Ces  trois  dernières  quantités  seront  compo- 
sées de  termes  de  cette  forme  : 


'^'^Z*  P(^'^""^^"t"^'~0-4-g»^-f-g€  +  A], 


g  étant  un  nombre  entier  quelconque  ou  zéro ,  et  ^ 
une  fonction  des  excentricités  ou  des  inclinaisons  de 
l'ordre  g,  ou  d'un  ordre  supérieur  de  deux,  de 
quatre,  etc.,  unités. 

,  En  effet ,  il  résulte  des  lois  du  développement  de  la 
fonction  R ,  et  des  formules  qui  déterminent  les  iné-^ 
galités  planétaires,  que  si  une  inégalité  dépendante 
d'un  argument  déterminé  se  présente  pour  la  pre- 
mière fois  parmi  les  termes  de  l'ordre  g,  elle  ne  se 
présentera  plus  ensuite  que  parmi  les  termes  de 
l'ordre  g-f-2,  ^  +  4^  ^^^*>  ^^  SLinsi  de  suite.  On 
pourra  donc  juger  facilement  à  quel  ordre  appartient 
une  inégalité  dépendante  d'un  argument  donné. 

Chacune  des  planètes  perturbatrices  m',  m",  etc., 
produira  des  termes  semblables  aux  précédens,  et 
h.  réunion  de  tous  ces  termes  formera  la  valeur  cou> 
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plète  du  rayon  vecteur  de  m  et  des  inégalités  de 
son  mouvement  y  soit  en  longitude^  soit  en  la- 
titude. 

Dans  l'un  des  chapitres  suivans  nous  donnerons 
les  résultats  de  la  réduction  en  nombres  des  for- 
moles  précédentes  y  relativement  aux  sept  planètes 
priDcipaleSy  et  nous  présenterons,  avec  une  exactitude 
suffisante  y  la  détermination  de  leurs  principales  iné- 
galités. 


Tome  III.  i3 
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I        •   '    1  t  i=ss=^ 


./•^*»  •  I 


CHAPITRÉ  ly. 


Inégalités  dépendantes  du  carré  des  ^forces 

perturbatrices. 

46.  On  est  quelquefois  obligé  ^  dans  la  théorie  des 
perturbations  planétaires  »  de  porter  les  approxima- 
tions plus  loin  que  nous  ne  lavons  fait  jusqu'ici ,  et 
de  considérer  les  inégalités  dépendantes  du  carré  des 
forces  perturbatrices.  La  méthode  la  plus  simple  que 
l'on  puisse  employer  pour  les  déterminer,  est  celle  de 
la  variation  des  constantes  arbitraires  dans  les  for- 
mules du  mouvement  elliptique.  Il  est  toujours  fa- 
cile, en  effet,  d'obtenir  par  ce  moyen  les  inégalités 
du  rayon  vecteur,  de  la  longitude  et  de  la  latitude 
d'une  planète,  lorsque  l'on  connaît  les  inégalités  co^ 
respondantes  de  chacun  des  élémens  de  son  orbite; 
on  n'aura  pas  même  à  craindre  ici  que  la  compli- 
cation des  formules  nuise  à  leur  usage ,  parce  que  les 
considérations  qui  obligeront  à  avoir  égard  à  quel- 
ques-unes des  inégalités  du  second  ordre,  permet- 
tront toujours  d'en  négliger  le  plus  grand  nombre, 
comme  absolument  insensibles. 

Nous  avons  présenté,  dans  le  n®  61  du  livre  H, 
des  formules  qui  donnent  les  variations  du  grand 
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axe  et  du  moyen  iilouv)smeiit  ;  en  ayant  ëgflrd  anx 
terrides  dependans  4»  carre  des  forces  perturbatrices , 
déteimlnons  dé  la  mêine  manière  les  variations  cot^ 
respondâiktes  des  autres  élémens  dé  l'orbite  ^éllip-^ 
tique.  Poiir  cela  ;  en  indiquant  par*^  les  variations 
dépendantes  de  lai 'première  puissancé^des  niasses ,  il 
faudra  >  dans  }es  formules  cfui  donnent  ^  les  varia tiotlîÉ 
deâ  ëlétnens  de  l'orbite  de  m{p9  4^  >  livre  II),  subsli^r 
tuer  à  )a  pll^ce  d&$  élémens  que  ces  formules  redfer;^ 
ment  leurs  valeurs  augmentées  de  leurs  variations 
fuy  Ç" ^  cTe ,  etc.',  et  41  +  SK  h  la  place  de  A ,  en 
nommant  «TR  U..  variation  de.  la  fonction  perturbar 
trïce  correspondante  à  celle  des  élémens  de  Forbi te 
eUiptiqise  que  ceu^  fonction  renfermée ,  et  dépendante 
simplement  de  la  seconde*  puissance  des  forces  pe^«^ 
tarbatrices  ;  en  sorte  qu'on  a 

Nous  avons  désigné  par  dH  là  différentielle  de 
la  fonction  R  prise  par  rapport  aux  coordonnées  de 
la  planète  troublée ,  et  sans  faire,  varier  celles  de  la 
planète  perturbatrice  ;  lors  donc  qu'on  aura  substitué 
à  la  place  dés  coordonnées  de  m  et  de  m' leurs  valeurs 
en  fonction  du  temps  et  des  élémens  de  leilrs  orbites* 
augmentées  de  leurs  variations /.on  aura  la  différen- 
tielle ^'(R  +  eTR)  de  là  fonctîôn  résultante,  en  diffé- 
rentfam^  pan  i^appèrt  au  temps  introduit /'pat^Ug 
cboidpnnéi^dâJi  planète  troublée  tt'par'leuvâ  vw^ 
riaiiûiifi ,  sanà  fiûre  varier  la  temps.  Aépuîdaât  â€fs 

i3.. 
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coordonnées  de  la  .planète  perturbatrice  ou  de  leai*s 
variations  9  conforxncnient  à  ce  qui  a  été  dit  n^  Go 
livre  IL.  Quant  aux  différences  partielles  de  la  fonc-* 
lion  R  -|-^R  relatives  aux  élémens  de  Forbite  ellip- 
tique ,  qui  entreront  dans  les  formules  qui  détermi- 
pept  les  variations  de  ces  élémens ,  pour  montrer 
comment  on  les  obtiendra ,  désignons  pour  un  mo- 
ment par  R  cette  fonction ,  et  par  a  :=  a-j^J^a  1  un 
quelconque  des  élémens  de  Forbite  de  m  aug- 
menté de    sa   variation .  -=    sçra    la  quantité  qu'il 

faudra  substituer  a  la  place  de  -p  dans  les  for- 
mules du  n^  4^^^^  livre  II ,  lorsqu'on  aura  égard 
aux  termes  dépendans  du  carré  des  masses ,  mais 

il  est  clair  que  la  valeur  de  -=-  est  égale  à  celle  de 

da 

•^f  dans  laquelle  on  substituerait,  à  la  place  des  élé- 
mens de  Forbite,  leurs  valeurs  augmentées  de  leurs 
variations;  en  sorte  quon  aura 

da         ^tf  *  da 

Or,  d'après  la  valeur  précédente  de  JH,  il  est  aisé 
de  voir  que  l'on  a 

*  da  da    * 

la  différentielle  de  «TR  relative  à  a  devant  êtfe  prise 
e^'  faisant  .varier  la  constante  a  introduitls  par  la 
substkutioii  des  .valeurs  des  coordonnées  elliptiques 
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de  m,  et  en  regardant  comme  constante  celle  qu*in-    ^ 
traduisent  les  variations  de  ces  coordonnées ,  ainsi 
que  celles  des  coordonnées  de  /l^  pla^ète^  fiertur- 
batrice  m'.  .  ^ 

Il  faudra  donc,  pour. avoir  égaixl  aux  f^srmes  dé- 
pendans  du  carré  des  masses ,  substituer  dans  les  for« 
mules  du  n<>  ^2,  livre  II,  à  la  place  4^s  élënieris  de 
Forbite  de  m,  que  nous  supposeronsxorriges.de leurs 
yariations  séculaires,  leurs  valeurs  ellipliqties,  aug- 
mentées de  leurs  variations  périodiques,  c(ue  nous 
desîgneroas  par  la  caractéristique  é\  et  mettre  ensuite 

R-|-  J^R  à  la  place  de  R,  ^ — | — ^ —   à  la  place  de 

-7- ,  et  de  même  pour  les  différences  partielles  rela- 

lives  aux  autres  élémens;  ou  bien,  ce  qui  revient  au 
même,  on  difTérentiera ,  par  rapport  à  {a* caractéris- 
tique cT,  les  formules  du  numéro  cilé^  en  observant 
que  dans  les  diSerencés  partielles  de*  la  fonction  /R , 
relatives  aux  élémens  de  l'orbite  elliptique  d^  m,  on 
doit  regarder  comme  constantes  les  variations  «Ta , 
(,  éTû',  etc.,  qui  entrent  dans  Texpression  de  cfR, 
ainsi  que  les  quantités  qui  en  dépendent. 

Cela  posé,  en  observant  que  -^crr— ,  on  trou^ 
vera 
da=z  2a'  [d'^K  +  4arf'R/rf'R) ,  (  i  ) 
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de  z!=  —  ^^'"^  (1—  VJ^)  (d'ifR^ad'R/d'ti) 

i 


Enfin ,  la  formule  (4)  du  ti'  6ï  du  livré  ÏI;  en  ob- 
servant que  i*6n  a  •• 

< 

donhera,  pour  la  variation  du  moyen  mouvement^ 
^  ^(/Ç  =  — 3aw^//^/'erRH-|a*7w&(/rf'R/.      (7) 

Dans  les  formules  précédentes  y  il  faudra  substituer 
à  la  place  de  cTe  sa  valeur  déterminée  par  l'équa- 
tion (5)  du  n®  4^  du  livre  II;  et  en  intégrant  ensuite 
ces  formules,  on  aura  les  variations  finies  des  élémens 
de  l'orbite  elliptique^  dépendantes  du  carré  des 
n|ia89es.  Nous  «avons  pas  effectué  ici  cette  substitu* 
ti^n^  qui  ne  présente  d'ailleurs  ai|çni)e  difficulté , 
afin  de  ne  pas  trop  compliquer  les  formuleis. 

47  •  Si  de  mémcî  dans  la  valeur  (a)  de  cTR  y  on  rem- 
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place  ies  Toriatioai  fiiiieiides'iéljitiëns  d«8  o^bitles  Ab 
m  et  de*m^paii  leurs'Valéurs  donn^ées^par  la*  pr^iiiièV^ 
approximation ,  otL^  pouiTa  dëvelpppcr  lexpression 
résultante  en  série  dé  sinus  et  de  cosinus  d'angles 
proportionnels  aut  moyens  rnouvenTcns  des  deux  p!a- 
iîètes,'dela  mênie  manière  qu'on  "a  développé  la  fodb- 
tion  R  dëpcndatrte  dtela  première  puîssâtice'des  masseé  ; 
ïwaîs,  dans  certains  cas,  îl  sera  •  préférable  de  dé- 
terminer la  variation  eTR  de  la  manière  suivante. 

Au  Meu  de  regarder  R  comme  tlne  fonction  deS 
élémens  des  orbites  de  m  et  de  m';  et  dti  temps  t,  on 
peut  considérer  cette  quantité  dans  rétat'bii  elle  est 
donnée  par  les  formules 'du  moiiVemeHt  troublé  ^ 
c'est-à-^ire'conamie'fidnetiGrti  d^  c5ô6rdônnéés  de  ftt 
pbndte  trotiblëe  et  à^  la  plaoète  ^rti^rbati^ce.  Si 
Ton  désigne  donc  respectivement  par  r,  i^,  s,  le  rayon 
vecteur,  la  longitude 'et  la  latitudl^  de  m  darts  sott*  Or-^ 
bite  elliptique,  et ^perr  éTr,  J>  et  é's  les  parties  dfe  ces 
coordonnées  dueïï  à»l'hctîon  des  toréesr  |)e^tut»bîât¥ices , 
etdépenâaoilésde  la  première  puissance  de  ce!s  fohreis, 
qu'on  désigne  par  *lel5 'mêmes  lettres  aeténtiiéés,  lés 
^àntités'y^n^espdriéantc8»relatîVeà  à  m',  Ott  aura     • 

La  première  approximation  par  les  formules  dé--- 
veloppées  soit  dans  le  livre  II ,  soif  dans  les  chapitres 
precéderis,  fera  connaître  les  valeurs  de  J^r^'  J'i^,  J^s, 
exprimées  en  suites  de  sinus  et  de  cosinus  des  moyens 
mou vemens .  de  771  et  de  m%  ordonnées  par  rapport 
aux  puîssauçeifc  etanx  produits  des  extentricités  ^ 


V 
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des  inclinaisons  de  leurs  orbites.  Nous  avons  donné , 

dans  le  n''4»  1^  moyen    d'obteiiir  les  valeurs  des 

d-is»/  -•  11      oK     dK     dK  •      r       j     t 

ifterences  partielles  t- ,  j- ,  —,  exprimées  de  la 

même  manière;  on  pourra  donc  déterminer  sans 
peine  les  termes  de  «TR  correspondans  aux  termes 
que  l'on  aura  considérés  dans  chacun  des  facteurs  des 

/TU  /fR  //R 

produits -7- cTr,  'i~^^f~j'^^*  V^^  ^®*^^  fonction 
renferme.  Il  en  serait  de  même  relativement  aux 

produits  ^- cTr',  -j-i^^\  T'^*^'    ^*   ^^  ^^^^  facile, 

par  conséquent ,  de  distinguer  tous  les  termes  de  /R 
gui  dépendent  d'un  argument  donné  ^  et  de  lel  ordre 
qu'on  voudra  par  rapport  aux  excentricités  et  aux 
inclinaisons. 

On  aura  les  termes  correspondans  de  d'S^  en 
diiférentiant  par  rapport  au  temps  t ,  introduit  par 
les  coordonnées  de  la  planète  troublée  et  par  leurs 
variations  Sr^  ^sf  y  J's ,  et  en  regardant  comme 
constant  celui  qui  dépend  des  coordonnées  de  la 
planète  perturbatrice  et  des  variations  «Tr',  J'v'  et 
cT^;  enfin,  on  obtiendra  les  termes  correspondans 
des  différences  partielles  de  «TR  relatives  aux  élé- 
mens  du  mouvement  elliptique,  en  différentiant , 
par  rapport  a  ces  élémens,  ^expression  (b),  sans 
faire  varier  ceux  qui  se  trouveraient  renfermés  dans 
les. valeurs  des  variations  J^r^  JV,  J^(>,  etc.,  confor- 
mément à  ce  que  nous  avons  dit  précédemment. 

48.  On  déterminera  donc  de  cette  manière  les  iné-* 
galités  des  élémens  de  l'orbite  de  m ,  dépendantes  de 
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» 

la  seconde  puissance  des  forces  perturbatrices;  et 
en  introduisant  ces  élëmeos  corrigés  de  leurs  va- 
riations ainsi  obtenues  »  dans  les  formules  du  mou*- 
Ycment  elliptique,  on  aura  les  inégalités  correspond 
dantes  du  rayon  vecteur,  de  la  longitude  et  de  la 
latitude  :  toutefois ,  comme  les  termes  dépendans  du 
carré  des  masses  sont  en  général  très  peu  considé- 
rables, on  n*aura  besoin  d^avoir  égard  qu'a  ceux 
qui ,  par  l'effet  de  quelque  circonstance  particulière, 
peuvent  devenir  sensibles.  Si,  par  exemple,  il  exisie 
entre  les  moyens  mouvemens  de  m  et  de  m'  un  rap- 
port tel  que  îV  —  in  soit  une  très  petite  quantité , 
/  et  V  représentant  deux  nombres  entiers  quelcon- 
ques ,  les  in^alités  les  plus  considérables  parmi 
celles  qui  dépendent  du  carré  des  masses,  danç  les 
mouvemens  réciproques  de  ces  deux  planètes ,  se- 
ront ,  toutes  choses  égales  d  ailleurs ,  les  inégalités 
qui  auront  pour  diviseurs  les  plus  hautes  puissances 
de  cette  quantité. 

Or,  les  valeurs  de  Ç  et  de  Ç'  renferment  des 
termes  dépendans  de  l'angle  i'n't — int^  et  qui  ont 
(iV  —  in)^  pour  diviseur;    en  les  combinant  avec 

les  ternies  des  différences  ^  ^*  jF?^  M^*  dépendent 

du  même  argument,  il  en  résultera  dans  e^^  des 
termes  dépendans  de  l'argument  3  {i'n'i  —  int  )  ,  et 
qui,  à  cause  de  la  double  intégration,  seront  af- 
fectés du  diviseur  {i'n*  •—  i/ï)*,  et  dans  les  variations 
des  aatres  élémens  des  termes  périodiques  dépen- 
dans du  même  angle,  mais  affectés  seulement  du  di- 
viseur {i'ri-^inf.  Ces  derniers  termes,  quoique  sous 
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dtquersont  colles  qui  résultent ,  dans  les  expressions^ 
des  variations  des  -élemens  de  1-orbite  de  m  dépen- 
dantes du  carré  de  la  force  perturbatrice  de  la  fonc- 
tion J^R  et  de  ses  différences  ;  'mais  il  est  clair  que  les 
atitres  termes  des  expressions  différentielles  de  ces 
quantités  introduiraient  de  même  dans  leurs  valeurs 
finies  des  inégalités  dépendantes  de  ladgle  z'/i'f — intf 
et  ayant  pour  diviseur  (i'nf  —  m)*j  et  dbs  inégalités 
dépendantes  du  double  de  cet  angle,  et  divisées  par 
(«V  —  m)S  (/ V  —  iny  ou(i'/i'~  fh).  Pour  les  dé- 
terminer,  il  suffirait  d'estaminer  avec  soin  les  diflSéren- 
tes  parties  des  form,ules  générales  (i),  (a)  etc.  ;  omhs 
comme  ces  inégalités  ne  deviennent  assez  considéra- 
bles pour  qu'on  en  tienne  compte ,  que  dans  la 
théorie  die  quelquiôs  planètes ,  Il .  sera  plus  simple  de 
les  développer,  dans  chaque;  câs  particulier,  selon 
l'importance  qu'il  présentera  :  les  circonstances  qui 
auront  rendu  leur  considération  nécessaire  contri- 
bueront toujours  à  faciliter  ce  développenient. 

49*  CVst  principalement  dans  la  théorie  de  Jupiter 
et  de  Saturne  que  la  grandeur  des  deux  inégalités  qui 
affectent  leurs  mouvemens  réciproques  oblige  à  te- 
nir compte  des  termes  qui  dépendent  du  carré  des 
forces  perturbatrices.  Nous  allons  donc  appliquer 
aux  inégalités  de  cette  espèce  ,  qui  peuvent  deve- 
nir sensibles  par  le  rapport  qui  existe  '  entre  les 
moyens  mouvemens  de  ces  deux  planètes,  les  con- 
sidérations précédentes. 

Occupons-nous  d'abord ,  parce  que  ce  sont  les  plus 
faciles  à  déterminer,  des  inégalités  relatives  au  dou- 
ble de  1  argument  de;  la  grande   inégalité  ,*  et  qui 
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ayant  pour  divîjseur  Jà  très  petite  quantité  (Sn'-^any, 
peayent  acquérir ,  par  cette  -raispn,  une  yaleur  sen- 
sible ,  quoiqu'elles  soient ,  comme  on  le  yeitra ,  du 
second  ordre  par  rapport  à  la  force  perturbatrice , 
et  du  sixième  à  Tégard  des  excentricités  et  des  in- 
clinaisons. Les  inégalités  de  ce  genre  ne  peuvent 
exister  que  dans  l'expression  du  moyen  mouvement. 
Reprenons  donc  la  formule  (7),  et  supposons  que 
m  représente  Jupiter,  m'  Saturde,  et  que  toutes  les 
quantités  relatives  à  m,  marquées  d'un  accent ,  dé- 
sigoent  les  mêmes  quantité  relatives  à  liï,  en  inté- 
grant,  on  aura 

J'Ç  =  —  5an/dt/d'<fK  +  ^^/dt  {/d^Ky. 

Considérons  d'abord  le  premier  terme  de  cetfe 
expression.  En  n'aj^ant  égard  qu'aux  inégalités  dont 
nous  nous  occupons,  on  peut  supposer >  d'après  ce 
qui  précède , 

i\R ^    r  _L  ^*^    /' 

En  ne  considérant  que  les  termes  du  développe- 
ment de  R  qui  dépendent  de  Tangle  Sn!t  —  2ntf 
soit 

d  OÙ  l'on  tire 

^ =  —  am'PccM  (Sn't  —  a/ir  -f-  5/—  ai)  -h  am'Ffin  (5n't— a/ir+5/— aO] , 

iR 

^=      5mTcot(5/i't  —  int  H-  5f'—  ai)—  5TO'F«n(5/i'l— a/ii-f-S/— at)], 


s    t  ■ 


et  par  suite 
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En  élevant  cette  valeur  au  carré,  et  en  rejetant  les 
termes  non  périodiques  i  on  trouve 

(/<rB)'=:  !^J^.  /  (P'»-P>)co5a{5/i'l-an£4-5i'-ai)-f.aPP'»ina(5ii'£.!iii«-f^/-M)l, 

et  par  suite 

^  ""  !*(5/i'—  an)»  l  —  aPF  cot  a  {5/i'«  —  an«  +  5/  —  ai).         | 

Cette  inégalité ,  jointe  à  la  précédente ,  donne  la  sui- 
vante : 

_    I  an*^'«*     f      (P'*  —  P*)  «n  a  (5/i'«  —  anf  -f-  5*'  —  at)  > 
^  ""  â'(5«'  — 'â/i)"« '  l  —  aPP'  coi  a  (5/i't  —  ant  -f-  5i'  —  ai).         / 

On  trouverait  pour  l'inégalité  correspondante  rela- 
tive à  m\ 

J5K  —     75m«/i^»a^«    r      (F«  —  P«)  sin  a(5/ï'f  —  a/i«  4-  5/—  ai)  ) 
*^""  a(5«'— a/i)»'l-aPP'coia(5/i'f  — a/i«-f.5«'  — •).  I 

Ces  deux  inégalités^  comme  celles  que  nous  avons 
précédemment  déterminées ,  sont  du  sixième  ordre; 
par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons  ^ 
puisque  P  et  P'  sont  au  moins  du  troisième  ;  mais 
ces  dernières  inégalités  n'ayant  pour  diviseur  que  le 
cube  de  5n' —  ^n ,  tandis  ique  les  autres  sont  divisées 
par  la  quatrième  puissance  de  cette  quantité,  elles 
sont  nécessairement  beaucoup  moins  considérables , 
et  Ton  s'est  dispensé,  jusqu'à  présent ,  d'y  avoir  égard, 
les  inégalités  affectées  du  diviseur  (5n' —  an)*  devant 
fournir ,  en  effiet ,  la  principale  partie  de  la  va- 
riation de  la  longitude  moyenne  relative  à  l'angle 
^{Mt  —  7snt). 
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5in  Supposons  maintenant 

en  faisant  abstraction  des  termes  de   cTR  qui  soixt 
relatif  à  la  variation  des  élëmens  de  Forbite  de  m\ 

Les  différences  partielles  ^  dans  cette  expression  , 

ains}  que  dans  celle  de  cTé ,  doivent  être  prises  en  re» 
gardant  n  comme  constant  (n?  ^5 ,  livre  II). 

Si  l'on  substitue  pour  J^a ,  J'e,  J'e  et  cToi ,  leurs 
valeurs  données  par  Tintégration  des  formules  du 

n°  42 ,  livre  II,  en  observant  que  ^  =^  "^>  ®*  P^^^ 
j-,   —f  J'Pj  J^q^  leurs  valeurs  données  n^  4>  ^^ 

trouvera 

oA f^fndt— —  fndt—\ 

Supposons,  comme  précédemment, 

R = mT  sin  (5/i'«  —  a/ii  +  5/—  ai)  4-  ïn'P'  coi  {^n*t  •>-  Mf  H-  Si'  •«  ai). 

En  faisant,  pour  abréger,  Sn'^-^sn^+S^^^icsa, 
lexpression  de  ^R  prendra  cette  forme  : 
Tome  IlL  i4 
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•r- [P «in  «  —  P  co»  «]  r^^'**  —  T"*'"*) 

W^.„t/-,-,        \    [Pc<».-F«M](^*-Ç.W.) 

1 +1  T-  «ina-t-— cos«  |(P8in«-|-Kco8*)  ' 

{       Td^       \à[^  1  /d?  rfF  .      \ 

m'*anVi~-e*^       {^dm  do»  J  \de  de  J\ 

^5»'— a«)e      )      rdP  .       ^  JP'  n  •dP  JP'   .     M 

rJP  .       .  cfF        T/e/P      •       e/F    .      > 


nif*an 


L3i""*-+-^~*JCs:  "^' — ^  '*"*  *j| 


m'*an\ 


^  m-..nx  I      [Pc<>.*-P'sm*](^co.a-J'.in.) 

Si  Ton  opère  j^  ^(^ns  cette  expression ,  les  multiplica- 
tions indiquëes,  on  verra  que  le  second  membre  se 
réduit  à  une  qu^ntjte  constante ,  de  sorte  que  la  fonc- 
tion cTR  ne  contient  aucun  terme  périodique  dépen- 
dant de  l'angle  9  (5(n!t  —  ant)  introfluit  par  U  varia- 
tion des  six  élémens  de  Forbite  de  la  planète  troublée  ; 
le  même  résultat  fiurait  liei^  ^jslatiyement  aiu^  élé- 
mens de  l'orbite  de  ni  y  ce  qui  tient  à  ce  que  tous  les 
termes  de  la  valeur  de  ^^  peijvent  iptejçkàv^i  (ll^n^  1^ 
deux  cas ,  la  forme  générale  K  (MjJUdt  —  ^/Mdt) , 
K  étant  un  coefficient  constant. 

Poar  avoir  la  différeiitiellç  de  d'J'R  p  il  faot  diffé- 
rentier    l'expression   précédente    par   rapport   aux 
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seules  quantités  relatives  à  la  planète  m  y  c'est-à-dire 
d'après  la  forme  que  nous  lui  avons  donnée^  qu'il 
faudra  ne  faire  varier  le  temps  t  dans  les  facteurs 
compris  entre  les  crochets  [  ]  qn'aufant  qu'il  est 
multiplié  par  n,  et  différentier  complètement  le^ 
facteurs  compris  entre  les  parenthèses  (  ) ,  et  qui 
sont  introduits  par  la  variation  des  élémens  de  la 
planète  troublée.  Dans  les  deux  cas,  cette  expression 
devient  identiquement  nulle ,  en  sorte  que  les  varia- 
tions du  grand  axe,  de  l'excentricité,  de  l'inclinai- 
son ,  des  longitudes  de  l'époque ,  du  périhélie  et  du 
nœud  de  l'orbite  de  la  planète  trpublce,  n'introdui- 
sent dans  la  fonction  <i'J^R  aucun  terme  constant,  ni 
aucun  terme  relatif  à  l'argument  2  (Sn't  — •  nnt).  Il 
serait  facile  de  s'assurer  que  le  même  résultat  a  lieu 
relativement  aux  variations  des  élémens  de  la  planète 
perturbatrice.  II  en  résulte  que  le  moyen  mouvement 
de  m,  de  même  que  celui  de  m!,  ne  sont  assujettis,  en 
vertu  des  mêmes  variations ,  à  aucune  inégalité  crois- 
sante comme  le  carré  du  temps,  ni  k  aucune  inégalité 
à  liMDgae  période  dépendante  de  l'angle  :à(5n't — :tnt); 
ce  qui  confirme,  relativement  aux  grandes  inégalités 
de  Jupiter  et  de  Saturne ,  le  beau  théorème  de  Vinva- 
riapilité  des  grands  axes  et  des  moyens  imuvemens 
planétaires^  cpi  ayant  même  égard  au  carré  de  la 
force  perturbatrice ,  que  nous  devons  à  M.  Poisson , 
et  dont  nous  avons  donné  une  démonstration  géné- 
rale djans  le  n°  60  du  livre  II  (*). 


(*)  M.   Poisson  avait  conclu  {Mémoires   de  V Académie^ 
Come  I")  que  le  même  résultat  subsiste  eocore  en  portant 
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Les  expressions  de  J'Ç  et  de  «TÇ'  ne  renfermeat 
donc  aucune  autre  inégalité  dépendante  de  l'angle 
!à(5n't  —  2nt),  et  ayant  pour  diviseur  (5/i' —  an)', 
que  celles  que  nous  ayons  déterminées  n*  5o.  Les 
grands  axes  et  les  longitudes  des  époques  renferme- 
ront des  inégalités  semblables ,  et  qu'il  sera  facile  de 
développer  d'après  l'analyse  précédente.  Mais,  comme 
on  peut  s'en  assurer ,  ces  inégalités  seraient  absolu- 
ment  du  même  ordre  que  les  inégalités  correspon- 
dantes du  moyen  mouvement,  c'est-à-dire  du  second 
ordre  par  rapport  à  la  force  perturbatrice  ^  et  du 
sixième  relativement  aux  exceniricités  et  aux  incli- 
naisons des  orbites  ;   et  l'on  pourra   les  négliger , 
comme  nous  l'avons  dit,  devant  les  inégalités  du 
même  ordre,  et  relatives  au  même  argument,  qui 
ont  (5/î'  —  2ny  pour  diviseur.  Nous  nous  dispen- 
serons, par  cette  raisOn,  d'en  effectuer  ici  le  déve- 
loppement. 

52.  Considérons  les  variations  des  excentricités  et  des 
longitudes  des  périhélies  relatives  au  même  argu- 
ment. Pour  simplifier  les  formules,  nous  n^aurons 


rapproximation  jusqu'aux  ternies  du  troisième  ordre,  par 
rapport  aux  forces  perturbatrices ,  mais  il  a  reconnu  depuis 
qu'il  avait  douné  trop  d*extension  à  son  analyse.  L'expression 
différentielle  du  demi-grand  axe  peut  donc  renfermer  des  termes 
constans  du  troisième  ordre ,  relativement  à  ces  forces ,  et  le 
demi-grand  axe  en  peut  contenir  qui  soient  seulement  de  Tordre 
de  leur  carré  ;  en  sorte  que  le  théorème  sur  l'invariabilité  des 
grands  axes  n'a  plus  lieu  au-delà  de  la  première  puissance  de 
la  force  perturbatrice  :  nous  en  verrons  un  exemple  dans  la 
théorie  de  la  Lune.  (Mémoires  de  t Académie,  tome  XUL) 
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^rd  qu'à  la  partie  de  ces  variations  qui  est  de  l'or- 
dre le  raoins  élevé  possible  ,  relativement  aux  excen^ 
tricités  et  aux  inclinaisons.  Dans  ce  cas,  on  peut  sup-- 
poser  simplement 

,  andi  /d.tR  _^  fe  dK\      -J 

e     \  dm  e*  dm  J  ^    \      ^v 

andt  /d.ifi  _  ^  dK\       I      ^^^ 
e      \  de  e'  de  J'  '  y 

Déterminons  d'abord  les  inégalités  relatives  à  l'an- 
gle 2  {Sn't  —  ant) ,  et  qui  ont  {5nf  —  2ny  pour  di- 
viseur. Elles  résultent,  comme  on  l'a  vu  précédem- 
ment ,  de  la  partie  de  «TR  qui  dépend  de  la  variation 
des  moyens  mouvemcus'de  m  et  de  m';  en  ne  consi- 
dérant que  ces  termes,  on  peut  supposer  (n*"  49) 

les  quantités  P  et  P'  ne  devant  plus  s'étendre  ici 
qnaux  termes  de  la  fonction  R  relatifs  à  l'angle 
^îJt — ^nt^  qui  dépendent  des  cubes  et  des  pro- 
duits de  trois  dimensions  des  excentricités  et  des  iuip- 
clinaisons  des  orbites. 

Pour  avoir  les  différences  partielles  -^ —  et  -^ — ,  il 

faudra ,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  n*  4^^  différent 
lier  l'expression  précédente  par  rapport  à  û?  et  par 
rapport  à  e,  sans  faire  varier  les  constantes  intro- 
duites dans  cTR  par  les  variations  des  moyens  mou- 
vemens  nt  et  n!t.  Pour  cela ,  d'après  la  forme  de  cette 
expression  y  il  suffira  de  différentier  ^  relativement  à 
CCS  constantes^  les  facteurs  entre  les  crochets,  en>re'^ 


ai4  THÉORIE  ANALYTIQUE 

gardaal  comme  iavariables  les  facteurs  compris  entre 

parenthèses.  En  observant  qu'on  a  ^  par  le  n^  36 , 

dP_    d?^       ^ dP 

dm  """      de  ^       dm  de  *  . 


on  trouvera  ainsi 


de  de 


d./R       3m'*an*   /5m  l/î-f-aj» Vtf'N  L  /«  «'P'     .  ^d9\ 


[  ^^^^^ 

1         de   ,        d« 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  {c)^ 
et  en  intégrant  ensuite ,  on  aura  les  inégalités  corres- 
pondantes de  cTe  et  de  J'cû. 

Considérons  maintenant  la  partie  de  cTR  qui  ré- 
sulte des  variations  des  autres  élénriens  des  orbites 
de  m  et  de  m'.  En  n'ayant  égard  qu'aux  inéga- 
lités dont  nous  nous  occupons,  on  peut  faire  y=>^f 
et  en  observant  qu'on  a 


dV       •  dV 

dm'~^  de  * 

df 

dm  ~ 

d9 

=  -«*' 

rfP         .dV 
d»'-~^  dil  * 

dV 

dm'- 

-       ^  de'* 

d9       dr 

dn'^y  dy  * 

dr 

dn  ~ 

df 

(^ 


on  peut  supposer  simplement 
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^       m'*an      ^f    dP'    .  dP  1 /^  dP'    .  dP  \ 

#n=:=-7— r-.<  I  e— r— un*  —  c -r— coi«  1  i  — ;— ain  a— • -7— co«  *    1 

,    wmV/i'     f  r<ff>'  .  JP  T  fdP'  .  rfP  N 

^r^        ^i>P'      T/^P  .    .^^P*       M 

i—-- .'.  â  I  .--MnA —   -r—  COS«  I  1   -r—  G08« 7-Sin  A  1 

5»'— an  IL^  «^  J  Na>  dy         J 

r*  .     ,  dp'      n  /dP'       ^  dP  .    Ni 

Pour  obtenir  les  dîflFérénces  -^r—  et  -^ —  ,  il  fou  - 

dra,  comtiie  précédemment,  dîfférehtîer  cette  ex- 
pression y  en  faisant  varier  les  facteurs  entre  les  cro  - 
chets,  et  en  regardant  comme  constans  cenx  qui  sont 
compris  enftre  pâi^nttièses.  En  observatit  que ,  d'àf^rès 
les  équations  (d),  on  a 

A    •  J 

d*P       .  ^  jt        d"^         J^  _^        ^  d^P 


dedm  de  dé^    '      dedm  de  de*  ' 

d'P    _        rf-F  </*y  ^_  J^      ^'P 

dydti  dedy  '  kydm  ""^  dedy  *' 

rfyrfn  ~  €/>  "^  ^  dy*  '    JyJn  rfi<       ''€/>.»  ^ 

et  en  substituant  pour  cf  e  sa  valeur  (n*  36) , 

f.  .  m'ait      /tfP     .      .    ,     dP'  \ 

OQ  trouvera,  loufe  réduction  faite> 
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-f 


de    de^        de    <ie* 


5»'— a« 


-;[(«)•-©■]- 


mmWn'e  /dP  d*V        dP'    d»P  \ 


ede  de 


"*"  M-^vi  \de''de  </•       </•  'rfo  «ic' J 

^(w^ay|-f-TOa*it>  •dP  rf«y        dF    d«P\ 
5/t'-«  an  Vdy  dedy       dy    d/edy)  ' 


4" 


de    de*         de    de* 
m'«a/i     I         dP    dP' 


)' 


■*"fV— --•<— a-^T--^^"naA  Vi 

on  — !m  1         ede    de  | 

COSM       I 

mm 
■'"57 


n'a'n'  /dP   d»P         dF    d'P^N 
ÎC^iS"  W  dede'  **"  de'    dedeV 
m\m'an'hmaW)  fdP    d«P        dP^  d'FX 
■*"        5/i'— an  \d>    dedy'^^dy    dedyj' 

Si  l'oa  substitue  ces  valeurs  dans  les  formules  (c) , 
et  qu'après  avoir  intégré  on  joigne  les  inégalités  ré-^ 
sultantes  à  celles  que  nous  avons  déterminées  précé- 
demment, on  trouvera^  en  n'ayant  égard  qu'aux  par- 
ties non  périodiques  y 

m^g'n'trdF  d*P       dP  d'P        dP   d»P       dP    d'P^l 
5n' — an  (^  de     de*        de  de*         dy   ^3y      d}^    €Jedy  J 

wmWW£rdF    d'g*      dP  d«y        dy  d'P       dPd«yi 
■^     5n^-!in     Ide'    dede'      de' dedt^'^  dy  dedy       dydedyX 

3m'-fl«nît    /5i»V/tf+amV«'\  Td^    .n/^'P'l 


^    i!El^j-2L  iîE'  +  i?! 

(5n' — an)e  L***    '^*         ^    ^**        ^'v    dedy        dy     dedyJ 
mm' 


m»a«n*t    fdP  d»P         dF  d*P*       dP    d»P>       dP'   d«F  1 
'^^^^^'n)e  tde   de»  "*"  -^^     -»  •  '*■''-    ^--i-  "+" 

...n'aa'nn't  fdP  d'P         dF    dtP^       dP  jW?        dP  d«F  1 
+  /*^ Y  —  an)«  L<'«'  ^^«'        ^«'    ^«<'«'      37  </«*>        ^    ^''O' J' 
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Ces  termes  croissant  proportionnellement  au 
temps  t,  introduisent  dans  les  expressions  des  varia- 
tions séculaires  de  l'excentricité  et  de  la  longitude  du 
périhélie,  des  inégalités  dépendantes  du  carré  des 
forces  perturbatrices  9  qui  deviennent  très  sensibles 
dans  la  théorie  de  Jupiter  et  de  Saturne. 

En  considérant  ensuite  les  termes  périodiques ,  on 
aura  • 


[0"-©">»<*"-~«'-">( 

^TLi  "j~<»»*(5«  «-swf-f'Df — ai). 


aCS/ï*— a/i)»c»    ^       rfPcTP 


Ces  formules  détermineront  les  variations  pério- 
diques de  Texcentricité  et  du  périhélie  de  Torbite 
de  m,  dues  au  carré  des  forces  perturbatrices,  et  re- 
latives au  double  de  l'argument  de  la  gi*ande  inéga- 
lité; ces  variations  introduisent  dans  l'expression  de 
la  longitude  vraie  une  inégalité  à  longue  période , 
qui  acquiert  une  valeur  sensible  dans  la  théorie  de 
Jupiter  et  de  Saturne. 

53.  Pour  la  déterminer ,  en  nommant  s^  la  longi- 
tude de  771  dans  son  orbite  elliptique ,  et  en  ne  consi- 
dérant que  le  premier  terme  de  1  équation  du  cen- 
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tre^  mi  a 

V  z==:/ndt  +  «  +  2e  sin  (fndt  -}-  6  —  û>). 

Désignons,  comme  précédemment^  par  la  carac- 
téristique J"  les  variations  dépendantes  de  la  première 
puissance  des  forces  petturbatrices ,  6t  par  la  caracté- 
ristique cT'  celles  qui  sont  dues  au  carré  de  ces  forces. 
Si  dans  l'expression  précédente  oif  augmente  Jes  élé- 
mens  de  l'orbite  de  m  considérée  comme  une  ellipse 
variable  de  leurs  variations)  où  àûrà  dan^  l'orbite 
troublée 

V=//i  A-f-«  +/«  -H  '•+  2(<î+«r«+J^'e)8În(//i  A+t  — «-Mi-fnT'i  —ih^-^'m)  \ 

la  partie  de  cette  valeur  qui  dépend  simplement  des 
masses  m,  m!,  etc. ,  est  celle  que  nous  avons  examinée 
dans  la  première  approximation. 

Si  Ton  développe  donc  l'expression  précédente ,  en 
n'ayant  égard  qu'aux  inégalités  de  Tordre  du  carré 
de  la  force  perturbatrice  >  qu'on  observe  que  les  iné- 
galités de  «T'e  et  (/fi)',  dépendantes  de  l'angle 
2(5w'^ — 2nt^5t — 2i),  sont  insensibles,  n**  5o,  qu'on 

a  d'ailleurs  dans  l'orbite  troublée  yh^^s^w^+Ç+^C? 
en  sorte  que  les  inégalités  dépendantes  du  même  an- 
gle, introduites  par  îa  variation  du  moyen  mouve- 
ment, s'obtiennent  en  augmentant  dans  la  partie  el- 
liptique ,  comme  nous  l'avons  dit  n**  49 1  l'angle  nt 
de  Ç"  +  cTÇ,  la  quantité  J^l^  étant  déterminée  par  la 
formule  du  même  numéro ,  on  aura 

iTV  c=  -f-Ca«^'«  —  «  («Ç»)»  4-  aef W  "D  {rit  -f-  •  —  ») 

—  [le^m  -f.  'iSe  ^m  —  af /e]  cos  (nr  -h  •  —  »)• 

•    •  •  1     '  .  •  •  > 

Cette  fexprèssioà  deVrait  contetiir  encore    les  deux 
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termes  ^^eJ'eJ'eû  et  ^aS^Se;  mais  ces  termes , 
comme  il  est  aise  de  s'en  convaincre ,  ne  donneraient 
que  dès  ihégalîtés  insensibles  relativement  à  celles 
que  nous  considérons. 

Si  an  lien  de  cTe  on  Isubstitne  dans  cette  expression 
sa  valeur  donnée  n^  53 ,  et  au  lien  de  Ç  et  de  J^cû 
leurs  valeurs  déterminées  par  les  formules 

?=(^7!râw>  ^^•'"  ^^'*""  *^  -t-Si'—  if)— P  co»  (5n'r-îwi£-h5f'-  ai)] , 
cAi==-^-j^  I  "S"  *"*  (5n'i— in«H-5/— îi)—  -^  co«  (5/i't— a/if-f'Si'— a^  r 

qu'on  remplace  ensuite  J^'e  et  ^'oi  par  la  partie  pério- 
dique de  leurs  valeurs  donnée  par  les  formules  pré- 
cédentes, on  verra  que  les  inégalités  qui  ont  (5n' — a/i)* 
pour  diviseur  disparaissent  d'elles-mêmes  ;  et  en  né- 
gligeant les  inégalités  dépeddantes  de  l'angle  n^-f-e, 
parce  qu  elles  peuvent  être  supposées  comprises  dans 
1  équation  du  centre ,  on  trouvera 

Par  une  analyse  sepiblable ,  on  trouverait  pour  1^ 
variations  séculaires  de  Texcentricité  et  de  là  longi- 
tude du  périhélie  de  m',  dues  au  carré  de  la  force 
perturbatrice, 

m^é^^n'H  rdP*  j»P.  dP  <^*y  <fg  ;<f«P^  ^  .^!£n 
5ii'~  anL^  ^'*  d^  def»"^  dy  d^dy'^ dy  dt/dyj 
mm'aa'nn't  Té^  ^»P        dP    <f«P^        éfP    d^P        dP  d^'l- 
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"*■  (5n'—  a«)c'  LS'  ife'-  "*"  rfc'    rf*'»  "*"rf>  d^j'c/^"*"  dy   de'dyj 

mm'ai/nnU  fdP  d^V       dP'  d*V       dP    d*P        dP'    rf'F  "] . 
"*'(5/»'  — any   L<fc  dis '^  de  dedif'^ dy  dt^dy'^  dy    defdy}' 

et  pour  les  variations  périodiques  de  ces  mêmes  ëlé' 
mens  9  dépendantes  de  l'angle  a{5nU — aw^+Se' — 2é), 
on  aura 

r        rfP  i/P'  .    ,-  -  ...       , 


m^a'^nf^ 


\        de  de 

d'où  Ton  conclura  qu'en  vertu  des  termes  dépendans 
du  carré  de  la  force  perturbatrice,  la  longitude 
vraie  de  Saturne  est  affectée  de  l'inégalité  sui- 
vante  : 

3m'fl»/»?  nm\/ a-^-xm!  V a'S\      \^  à^  dé'J       ^ 

-(5«'-i/i}3û\         ^^i  ;i      [p  g^-hP'^]cos(9«'f~4/»t+9»'H»-Hi'; 

On  peut  déterminer  immédiatement ,  et  sans  au- 
cun calcul,  les  deux  inégalités  précédentes  de  J"^ 
et  J'i^'  au  moyen  des  inégalités  déjà  calculées  dans 
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la  première  approximation.  En  effet,  si  Ton  repré- 
sente par  K  sin  {5n't  —  Znt  +  5i^  ^  5i  -f  B)  Fîné- 
galité  de  m  dépendante  de  l'angle  5nlt — Znt+5i^ — 5€, 

et  par  H  sin  {Sn't — ^nt  -f-  5«'  —  2«  +  A)  la  grande 
inégalité,  ou   celle  qui  dépend    de   Tangle.... .. 

yt —  nnt  +  Sî* —  21,  l'inégalité  de  eTi^,  qui  dé- 
pend de  l'angle  lon't — 5/ï^+  loi' — 5g  pourra  se 
mettre  sous  cette  forme  : 

.  (5mV/I+4m^l/^)  g.^  ^._  ^_^^,^  -  5»t  +  10.'-  5.  +  A  +  B).  H 
4  mf\/af 

Soit  de  même  R'sin(4n'^ — 7Lnt+^(  —  26+ B'),  l'iné- 
galité de  m' dépendante  de  l'angle  4^'^ — nnt^^^ — 21, 

et  —  H'  sin  (  Mt  —  2nt  +  Sî'  —  2g+  A')  •  la  grande 
inégalité  de  m',  l'inégalité  précédente  de  cTi;'  pourra 
prendre  cette  forme  : 

-  ' ï^ -= — - — i.  H'K'  un  (9»'!  — *4'ï'  -f-  gt  —  4«  +  -A  "f"  ^0- 

4  m  |/ « 

54*  Déterminons  maintenant  les  inégalités  des  incli- 
naisons et  des  longitudes  des  nœuds,  correspondantes 

(*)  Il  suffit,  pour  s'en  couvaincrè,  d'obsenrer  que  |iarle8 
n"35et36oaaB=:«  +  C,  A  =  C,  ¥.  =  —7^,^    ,j*, 

5/1  —  2/1    rfe 

H=  -^— -.  Si  Ton  développe  l'expression  précédente , 

dh  dk 

et  qu'à  la  place  de  ^  sin  C,  k  cos  ff,  ^  sin  C,  —  cos  ff,   on 

substitue  leurs  valeurs  en  fonction  de  P  et  P',  n^  3o,  on  re- 
trouvera identiquement  l'inégalité   de  fv  déterminée  pliu 

haut. 
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aux  pr^c^flentesf.  fow  cela  ,iious  obsjefverods  que  (f 
et  9'  ét9pt|.  comme  précédemment  j,  les  încImaisoDs 
des  orbites  de  m  et  de  mf  suc  un  plan  fixe  ^  et  a  et  a' 
les  longitude^  de  leurs  nœuds  açcçndans,  si  Ton 
nomme  y  leur  ii^clinaison  n^utuelle^  et  II  la  longi- 
tude du  nœud  ascendant  de  m'  compté  sur  Forbite 
de  m,  et  qu'on  considère  le  triangle  spbérique  com- 
pris entre  ces  trois  plans ,  çn  aura 

sin y  sin (Il  —  a)  =  siu  (p' sîn  (a'  —  a), 

sin  y  cos  (Il  —  a)  =  sin^^cos9cos(a' — et) — sin^cos^'. 

Si  l'on  suppose  donc 

P^  =  sin^  sinll^     Q^  =  sin  j^costl, 

et;  comme  précédemment.^ 

^  =  sin  ^  sin  a^    /''  =  ^^^  ?'  ^i^  ^'9 
9  =  sin  ^  cos  ûL,     9'  =  sin  ^'  cos  a% 

en  multipliant  par  sin^  les  deux  équations  précé- 
dentes ,  on  aura 

Si  de  ces  équatÎQiK  on  tire  les  valeurs  de  P,  et  Q^,  en 
observant  qu'on  a 


\/i— />*  —  9*  =  I — 


P'  +  r 


+i/i-/»«  — ?•' 


on  trouvera 
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P=rp' — P-^P  —  h  P :  • 

^     ^       ^      ^  i+i/i—p«—^^^  1+ 1^1— /'•*  +  ?'- 

Si,  comme  nous  le  faisons,  oa  prend  pour  plan 
fixe  celui  de  Forbite  de  m  à  une  époque  donnée ,  p 
et  q  seront  de  Tordre  des  forces  perturbatrices,  et  l'on 
aura,  aux  quantités  près  de  l'ordre  du  carr^  de  ces 

forces 


On  a  d'ailleurs  V^i — p^^--^  q'*=cosy;  en  négli- 
geant donc  les  quantités  de  Tordre  du  carré  des 
iaclinaîsons  mutuelles  des  orbites. 

Ces  valeurs  sont  conformes  à  celles  que  nous  avons 
trouvées  n**  86,  livre  II;  mais  l'anal jse  prÀrédente 
montre  de  quel  ordre  sont  les  quantités  négligées. 

Si  l'on  diffénentie  par  n^pport  à  la  caractéristique  eT, 
en  observant  qu'en  prenant  pour  l'origine  d'où  les 
longitudes  sont  cpçnptées  ,  l'intersection  ^commune 
des  deux  orbites,  ce  qui  suppose  n=o,  on  a 
<fP,  =  ><rn ,  cTQ^ = cTj, ,  et  que  les  inégalités  de  «T/j  et 
jy,  de  ^q  et  J^q'f  sont  liées  d'ailleurs  par  les  équa- 
tions ordinaires. 
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on  aura 

Maintenant,  en  n'ayant  égard  qu'aux  termes  que 
nous  considérons,  en  vertu  des  formules  du  n*'4y 
on  a  . 

d]p  =  — a/^ft. -^ — ,      J'q  z=:  andt -^-^ . 

En  différentiant,  par  rapport  à  p^  et  à  II ,  les  deux 
parties  de  la  valeur  de  ^K  donnée  plus  haut ,  n*  5^  ^ 
et  ne  conservant  que  la  partie  constante  de  cette 
difierentielle,  on  aura 

\nf  —  a»  \de    dedy        de    dedy  J 


5«' 

nim'a'n'  rdV    d*V     .   dP'  d^V 


"*"  5n 


na'n'  /rfP    d*V         d^  </»F  N 
'—a»  \dtf  de'dy'^dZ  de' dy) 
l'an  4-  ma^/iQ  /-£?  ^       rfF  </»F\ 
5/1^— .  a/t  V.É'y  </>•        ^'v   4y^  J^ 


></n  ■"  (5/i'— an)»  \  m'V/a'  /    V     «'V  «'>• 

m"»aA     /£P   cT'F  _  £F    </«P  \ 
5c'—  an  V<^«    i/«</y        de  •  dedy  J 
mm'a'n'  fd^    </»F        dÇ'    </»P  \ 
**"  5«'—  an  V^fe'  ^c'^^y       ^'e'  d^dy)' 

Si  Ton^  substitue  ces  valeurs  dans  les  expressions  de 
dp  ti,  dq,  qu'on  intègre,  et  qu'on  remplace  ensuite 
Sp  et  ^q  par  leurs  valeurs  dans  les  expressions  de  Sy 
et  de  yi'll ,  on  trouvera 
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^-(5rt'-ai.)«  V       m'Vâ        J\         fnr]/7  J\    ^         dyj 

m^*a*nU/m  S/lSf-k-m'  \/â\  /^   d^V  _  dF  jrf*P  \ 
Ob'  —  a»\        m'I/â         J^de    dedy        de   dedyj 

mm'aJnn'tfm Vâf^ m' \/a\  /"dP   d*^        dP"    d»V  \ 
5«'  —  an  \        jn'!\/a        J  W  dtfdy     .de  dTdÇ J' 

^    l«^*a*n^t/mV'^'{^n^ l/i\  /5m t/Â-hai»" l/?\  f^d9^^  f^\ 


m'*a*n^t   fm^7^m'^~a\     \      de    dedy         de    dedy 


dP    d^P  ^  dP'   d*P' 

de    dedy  de    dedy 

d9  d*P  .  rfF  d^P' 

•-»   ■  ■  «■  «^  ^.^  — ^-^ 

</^   *'>*  dy    dy* 

dP    d*P  .  dP'    d^P' 


mn/aafnn't  /mf/a+ji^^\    \      de'  de'dy  ^ dff    dtfdy 

(      dy   dy*  dy     dy* 

On  déterminera ,  au  moyen  de  ces  expressions , 
les  valeurs  de  J'y  et  de  yJU;  on  en  conclara,  en 
?erta  des  formules  (e)  et  (/"),  celles  des  quantités 

^P>  ^P'f  ^P  ^^  ^^'9  ^^  P^  suite  les  yaleurs  des  quan^ 
tités  J\p,  JW,  J\p'y  JcLf  qui  déterminent  les  yaria- 
tioDs  des  orbites  de  m  et  de  ni,  résultantes  de  leur 
action  réciproque  et  relatives  à  un  plan  fixe  quel- 
conque. 

Les  quantités  Jy  et  yjH ,  tx>mme  ks  valeurs  de 
^69  Jcùf  etc.  y  sont  encore  affectées  d'inégalités  pé- 
riodiques dépendantes  de  l'angle  :i(Srit — :mt)}  mais 
comme  elles  sont  absolument  insensibles ,  nous  n'au- 
rons égard  ici  qu'aux  inégalités  séculaires. 

55.  Nous  avons  vu,  dans  le  n^  78  du  livre  II,  que 
les  inégalités  de  cette  espèce,  dépendantes  de  la  se- 
conde puissance  des  forces  perturbatrices,  comme 
^Ues  qui  dépendent  de  la  première  approximation^ 
Tome  III.  i5 
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sont  soumises  à  l'équation  de  condition  suivante  : 

m  s/~ae^e  +  ni  s/Tûé^é  +  ^"""V^j^  =o.  (A) 

Les  valeurs  précédentes  de  S'e ,  «T^'  et  Sy  doivent 
donc  satisfaire  à  cette  équation ,  et  c'est  en  effet  ce 
qu'il  est  facile  de  vérifier  en  y  substituant  succes- 
sivement chacun  des  termes  correspondans  des  va- 
leurs de  ^e ,  J^e^  et  J^y  ;  et  en  observant  que  F  et 
F'  étant  des  fonctions  homogènes  en  e,  e'  et  y,  de  la 
troisième  dimension^  on  a 

^■3r  +  ^V  +  >^  =  5F, 

et  que  -^  et  -^  étant  des  fonctions  homogènes  en 
e,  e'  et  7,  de  la  seconde  dimension ,  on  a 

^  €/e*  "^  ^   dede  "*"  ^  dedy  ^  ^   de  ' 

d^V  ,   d^  d^    d? 

^dedy'^^  de'dy'^'^dy    ~  ^    dy  ' 

et  de  même  relativement  à  -3-  et  -y-; 

de  dy  * 

enfin  ^  que  d'après  les  valeurs  de  F  et  F'  on  a 

dP  d'Y         d^'  d^P 


dy    dy*'  dy  dy^ 


O. 


La  stabilité  du  système  des  deux  planètes  m  et  mf 
dépend  de  l'équation  (A)^  comme  on  Ta  vu  n*  f^/ 
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livre  n  ;  ce  système  est  donc  stable ,  c'est-à-dire  que 
les  excentricités  et  Tinclinaison  motaelle  des  orbites 
de  Japiter  et  de  Saturne  resteront  toujours  très  pe- 
tites y  en  ayant  même  égard  aux  variations  séculaires 
dépendantes  du  carré  de  la  force  perturbatrice  et  du 
troisième  ordre ,  par  rapport  aux  excentricités  et  aux 
inclinaisons* 

56.  Ce  résultat  n'est  qu'une  vérification  particulière 
du  théorème  que  nous  avons  démontré  généralement 
n*  78,  livre  II,  et  en  considérant  un  nombre  quelcon- 
que de  planètes  circulant  autour  du  Soleil.  Il  faut  tou- 
tefois fiaiire  ici  une  remarque  importante.  Si  les  masses 
in,  m',  ni%  etc. ,  ainsi  que  les  demi*grands  axes  a,  d^ 
a",  etc. ,  et  les  excentricités  e ,  e ,  é'^  etc. ,  des  or- 
bites y  différaient  beaucoup  entre  elles,  conmie  cela  a 
lieu  dans  notre  système  planétaire ,  il  s'ensuivrait  que 

les  quantités  m^aeS'e^  rd^a'tfS^éy  etc. ,  pourraient 
se  compenser  entre  elles ,  quoique  les  variations  S'e , 
ie'  f  etc. ,  fussent  très  différentes.  Les  équations  (e) 
et  {l)y  n*"  54  9  livi^  n ,  pourraient  donc  être  satisfaites, 
sans  qu'on  en  dût  conclure  que  les  oscillations  des  ex- 
centricités et  des  inclinaisons  seront  toujours  comprises 
dans  d'étroites  limites.  Il  Êiut ,  dans  ce  cas ,  recourir  à 
l'intégration  des  équations  différentielles  (P)  et  (c)  des 
n**  64  et  69  du  livre  II;  si  l'on  n'a  égard  qu'aux  varia- 
tions séculaires ,  qu'on  suppose 

5   r=  e  sin   ùf  j         c  =  6  COS  Câ  f 

b'  =z  e'sin  an^       d  =>  é  00%  Cê\ 
etc. 

^lit  sait  qu^on  satisÊdt  au  premier  système  en  Êusant 

i5.» 
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ft  =  Msîn  (ht  +/)+M,  8În(V  +  Aj+M.sîn(fca/  +/0+etc., 
*'=  M'sin  (hi  +  /)+M',  sin(h,t^l')  +M'.sm(»./  +/.)  +  etc. , 

etc.  y 

e  S3=  M  cos (ht  +  /)+M,  co^fhj  +  /,)  +Mg  cos(%«<  +Q  +  etc. , 
e'=M'cos  {ht  +  /)+M',cosrfc./  +  /,)  +»r.cos  (hj  +h)  +  etc. , 

« 

etc. , 

If  ^19  hf  6tc. ,  étant  des  constantes  arbitraires  en 
nombre  égal  à  celui  des  équations  (P);  M,  M', 
M",  etc..  M,,  M',,  M^,  etc., M., M'.,  M\,  etc.,  des 
systèmes  de  valeurs  dont  chacun  renferme  une  arbi- 
traire et  des  quantités  déterminées,  et  enfin  h,  k^, 
h^ ,  etc. ,  les  racines  d'une  équation  d'un  degré 
égal  à  celui  des  corps  agissans  que  Ton  considère. 

Soit  X  =  o  cette  équation.  Si  toutes  ses  racines 
sont  réelles  et  inégales,  les  valeurs  de  £,  c,  b\  etc. , 
seront  toutes  composées  de  quantités  périodiques;  et, 

en  vertu  des  équations  cic:V^i*+c*,  e'=V^i'*+c^*,  etc., 
il  en  sera  de  même  "à  l'égard  des  excentricités  e, 
e',  etc.  Si,  de  plus,  les  quantités  M,  M',  M'',  etc.,  sont 
supposées  très  petites  et  du  même  ordre  que  les  ex- 
centricités des  planètes  principales  à  lepoque  ac- 
tuelle, les  intégrales  précédentes  montrent  que  les 
quantités  b ,  b\  etc. ,  c^c',  etc. ,  et  par  conséquent  les 
excentricités  qui  s'en  déduiront,  varieront  dans  des 
rapports  peu  considérables,  et  seront,  dans  tous  les 
temps,  très  petites,  comme  elles  le  sont  aujourd'hui.  Il 
en  sera  de  même  des  inclinaisons  qui  dépendent  d'un 
système  d'équations  absolument  semblables.  On  dé- 
montre aisément,  parles  considérations  exposées  n°65, 
livre  II ,  et  sans  avoir  besoin  de  résoudre  l'équation 
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X  =  o ,  que  cette  équation  ne  saurait  adniettre  que 
des  racines  réelles  et  inégales  ;  mais  il  reste  encore  à 
calculer  les  quantités  M ,  M',  M'',  etc.  y  qui  sont  des 
fonctions  de  ces  racines ,  pour  être  assuré  que  Tel- 
lipticité  de  Torbite  de  chaque  planète  sera  tou-» 
joars  comprise  entre  d'étroites  limites  qu'elle  ne 
saurait  dépasser  (i)  :  c'est  d'ailleurs  le  seul  moyen  de 
déterminer  avec  exactitude,  pour  un  temps  quelcon- 
que, les  élémens  des  orbites  planétaires.  Jusqu'à  pré* 
sent  on  s'était  contenté  de  donner  leurs  variations  se- 
culaires  développées  par  rapport  au  temps ,  et  en  ne 
portant  l'approximation  que  jusqu'à  la  seconde  puis-> 
sance;  mais  la  connaissance  plus  exacte  que  nous 
ayons  maintenant  des  masses  des  planètes  et  des  élé- 
mens de  leurs  orbites  exige  qu'on  détermine  ces  va- 
riations d'une  manière  plus  précise.  Aussi ,  quoique 
la  formation  et  la  résolution  de  l'équation  X  ==  o> 
lorsque  l'on  considère  à  la  fois  le  système  des  sept 
planètes  principales,  demande  de  pénibles  calculs;  la 
nécessité  d'étabMr  avec  certitude  un  point  si  impor*^ 
tant  dans  le  système  du  monde,  ne  nous  a  pas  permis 
d hésiter  à  les  entreprend»,  et  l'on  verra  que  ks  ro- 
saltats  que  nous  avons  obtenus  confirment  les  condo- 
sions  auxquelles  nous  étions  parvenus  dans  le  cha- 
pitre VBI  du  livre  II ,  en  admettant  comme  un  £iit  la 
petitesse  des  quantités  M,  M',  Bff',  etc. ,  qui  n'avaient 
pas  encore  été  calciUées. 

Lorsqu'on  veut  avoH*  é^rA  au  carré  des  forces  pei^ 
turbatrices ,  il  faut^  dans  les  équations  (P)  et  (c),  n**  6Ji 

(^  Voir  les  notes  â  la  fia  du  ▼eltune. 
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et  69,  lîvre II,  augmenter  les  quantités  -jit  -j  9  etc.  ^ 

-^f  ^  j  etc, ,  de  leurs  variations  séculaires  relatives  à  la 

seconde  approximation ,  et  déterminées  par  les  formu- 
les précédentes.  Ces  équations  alors  ne  sont  plus  li- 
néaires ,  cependant  on  peut  encore  les  intégrer  par  les 
méthodes  ordinaires  d'approximation.  En  effet,  sup- 
posons d'abord  qu'on  ait  égard  aux  quantités  d'un 
ordre  quelconque  par  rapport  aux  masses  m,  m', 
wl'f  etc.  p  mais  qu'on  néglige  dans  les  .équations  ci- 
tées tous  les  termes  qui  dépendent  des  puissances 
des  excentricités  et  des  inclinaisons  supérieures  à  la 
première*  Les  équations  qui  en  résulteront  seront 
encore  linéaires  et  à  coe jQSciens  constans  ;  en  les  trai- 
tant comme  on  a  traité  les  équations  primitives  (P) 
et  (c) ,.  on  en  déduira  une  équation  de  la  forme 

X  •+-  X,  -f-  X.  -f-  etc.  =  o,         {d) 

qui  remplacera  l'équation  X  ?S5  o ,  et  âans  laquelle 
le  premier  terme  sera  cette  même  quantité  X  de 
Tordre  des  masses  m  y  wl^  etc.  ;  X^  désignera  une 
quantité  du  second  ordre  par  rapport  à  ces  masses, 
X^  une  quantité  dn  troisième  ordre ,  et  ainsi  de 
suite.  Or^  les  racines  de  l'équation  (^)  se  déduiront 
de  celles  de  l'équation  X  =::«  o  par  le  procédé  ordi- 
naire des  substitutions  successives^  et  d'après  les 
principes  de  cette  méthode  si  les  raciaes  de  cette 
équation  $ont  toutes  réelles  et  inégales,,  il  en  sera 
de  même  des  racines  de  l'équation  (a) ,  qui  se  trou- 
veront exprimées  en  séries  ordonnées  par  FapporÉ 
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2(ux  produits  et  aux  puissances  des  masses  m,  m\ 
m^\  etc.  Les  excentricités  et  les  incUnaisons  seront 
donc  encore,  dans  ce  cas^  composées  de  quantités 
périodiques. 

Si  l'on  considère  maintenant  les  termes  dépendans 
des  cubes  et  des  p«8sances«  supérieures  des  eiccen- 
trirités  et  des  indiaasoas ,  tes  équations  (P)  et  (c) 
ne  seront  plus  linéaires^  et  pour  les  inférer  il  fan* 
dra  recourir  aux  méthodes  d'approximation.  On  sup- 
posera qu'on  ait  déterminé  les  valeurs  des  incon- 
nues y  en  faisant  d'abord  abstraction  des  termes 
dépendans  dies  puissances  des  excentricités  supérieu- 
res à  la  première^  mais  en  ajant  égard  à  toutes  les 
puissances  des  masses  qu'on  veut  considérer.  On  subs- 
tituera dans  les  équations, proposées  les  premières 
yaleuffs  approchées,  et  l'on  déterminera  les  varia- 
tione  cp'il  faut  laire  subir  aux  constantes  qui  en- 
trent dans  les  intégrales ,  pour  satis£»re  à  ces  équa- 
tions,  loesqu'on  a  égard  aux  termes  du  troisième 
Ofdre  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclipai- 
sons.  On  parviendra  ainsi,  par  des  approximations 
successives ,  à  déterminer  les  valeurs  de  ces  quan- 
tités avec  tel  degré  d'exactitude  qu'on  voudra,  et 
tûwtes*  ee&  valeurs,  d'après  les  principes  de  cette  mé- 
thode d^approKimation ,  conserveront  la  même  forme 
que  dans  le  câs  où  l'on  n'a  égard  qu'à  la  première 
puissance  des  excentricités  et  des  indinaisons^  Soit 
donc 

Y  +  Y.  +  Y.  4-  etc.  =  o  , 
Véquation  qui  rem|^ce  l  équation  {ol}^  et  dajis  la- 

/ 
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quelle  Y  est  le  premier  membre  de  cette  ëquatioir^' 
Y,  une  quantité  de  Tordre  des  carres  et  des  produits 
des  excentricités  et  des  inclinaisons,  Y^  une  quantité 
de  l'ordre  de  leurs  quatrièmes  puissances,  etc.  Toutes^ 
les  racines  de  cette  équation,  résolue  par  la  méthode 
ordinaire  d'approximation ,.  seront  réelles  et  inégales 
si  les  racines  de  Téquation  Y  =  o  remplissent  cette 
condition,  et  elles  se  trouveront  exprimées  en  séries 
convergentes  ordonnées  comme  les  quantités  Y, 
Y, ,  etc. ,  suivant  les  puissances  ascendantes  des  ex- 
centricités et  des  inclinaisons. 

Ainsi  donc  la  stabilité  du  système  planétaire  est 
généralement  assurée,  quel  que  soit  Tordre  des  termes 
auquel  on  veut  pousser  les  approximations ,  du  mo- 
ment qu'on  a  prouvé  que  les  valeurs  des  excentricité^ 
et  des  inclinaisons  résultantes  de  la  première  approxi- 
mation ne  sont  composées  que  de  quantités  périodi  * 
ques.  Nous  avions  déjà  démontré  ce  théorème  au 
moyen  des  équations  qui  résultent  du  principe  des 
aires ,  n"*  76  du  livre  II ,  en  étendant  les  approxima- 
tions à  toutes  les  puissances  des  excentricités  et  des 
inclinaisons ,  et  aux  quantités  du  second  ordre  par 
rapport  aux  masses  perturbatrices.  La  démonstratioa 
précédente ,  déduite  de  la  considération  même  des 
équations  différentielles  qui  déterminent  les  variations 
des  excentricités  et  des  inclinaisons,,  en  est  une  con- 
finnation  nouvelle  .^ 

Le  principe  important  de  la  stabilité  du  système 
du  monde  repose ,  comme  on  voit ,  sur  deux  condi- 
tions également  indispensables  :  il  faut,  i  "^  que  Téqua- 
tion  X  =:  o  ait  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales  ^ 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  233 

2^  que  les  valeurs  de  M^  M^  M",  etc. ,  qui  sont  des 
fonctions  de  ces  racines ,  soient  toutes  de  très  petites 
quantités.  On  prouve,  n'  65,  livre  II,  que  la  première 
condition  est  remplie  dans  la  supposition  que  tous  les 
corps  célestes  circulent  dans  le  même  sens  autour  du 
Soleil.  C'eât  en  effet  ce  qui  a  lieu  dans  la  nature;  mais 
il  était  d'autant  plus  intéressant  d'examiner  ce  qui  ré- 
sulterait de  rhypothèse ,  que  quelques-uns  des  corps 
célestes  tournent  dans  des  sens  opposés,  que  plu- 
sieurs géomètres  avaient  cru  pouvoir  avancer  que 
rhypothèse  contraire  n'était  pas  indispensable  à  la 
stabilité  du  système.  M.  Poisson  a  démontré,  en  ne 
considérant,  il  est  vrai,  que  l'action  mutuelle  de 
deux  planètes ,  que ,  dans  ce  cas ,  les  excentricités  se- 
ront encore  des  quantités  périodiques ,  mais  que  les 
inclinaisons  ne  seront  pas  assujetties  à  cette  condi- 
tion, et  qu'elles  pourront  croître  indéfiniment  avec 
le  temps.  Mais  comme  cette  recherche  n'est  que  de 
pure  curiosité,  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas  ici,  et 
nous  renvoyons,  sur  ce  point,  au  mémoire  du  savant 
géomètre  (*). 

57.  Considérons  maintenant  les  inégalités  des  élé- 
mens  des  orbites  de  Jupiter  et  de  Saturne ,  de  Tordre 
du  carré  de  la  force  perturbatrice ,  et  qui  dépeildent 
simplement  de  l'argument  Sn't  —  o.nt  de  la  grande 
in^alité.  Il  est  aisé  de  s'assurer  que  parmi  ces  termes 
les  moins  élevés,  relativement  aux  excentricités  et 
aux  indinaisons,  sont  ceux  qui  dépendent  des  cubes 
et  des  produits  de  trois  dimensions  de  ces  quan- 


(^)  Connaisscmce  des  Tems  pour  l'année  i836. 
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titéS|  ^t  que  les  plas  considérables  Mut  ceux  c|iiiy 
après  rintégration ,  acquièrent  le  très  petit  diviseur 
(W  —  312)'.  Nous  n'aurons  donc  égard  ici  qu  a  ces 
termes^  parce  que  ce  sont  eux  qui  fwrnissant  néees- 
sairement  la  partie  principale  des  inégalités  corres- 
pondantes des  longitudes  cTu  et  Jtv^^  que  nous  nous 
proposons  de  déterminer. 

Occupons-nous  dabord  des  moyens  mouveineBs. 
En  supposant  que  m  représente  Jupiter^  m' Satomei 
et  que  toutes  les  quantités  relatives  h  m ,  marquées 
d'un  accent ,  désignent  les  mêmes  quantités  re- 
latives à  ml  y  pour  déterminer  les  inégalités  de  cT^ 
et  (^Ç'y  on  aura 

J^Ç  =  -^  ^mfdtfd' .  J^R  4.  ?^  fdi(fd^K)% 

\  ,  ^  (0) 

Les  différentielles  d'  et  d^'  sfi  rafiportent  unique* 
mentx  la  première  à  la  planète  m,  la  seconde  à  ia 
planète  m^ ,  et  devant  être  prises ,  par  conséquent , 
en  faisant  varier  dans  chaque  formule  le  temps  t 
introduit  par  les  coordonnées  de  la  planète  trou- 
blée ji  et  en  regardant  comme  cojastant  lei  tem{>s  re- 
latif aux  cQordpnnées  de  la  planète  perturbatrice* 

B'ai^rès  la  forme  des  fonctioos  <J^R  et  eTR^  n°  47' 
il  fi^udr^  »  dans  chacun,  dea  produite  qui  les  compcn 
$ejat,  combiner  entre  eux  les  différens  tsrmes  des 
deux  fact^uirs.,  de  naanièce  que  la.  somme  ou  la  dif- 
férence des  argumens  relati£s^  aux  termes  que  lofr  a 
considérés,  soit  égale  à  Sn't — 2nt;  c est-À-dire  qM^ 
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si  Ton  désigne  par  U  l'argument  du  terme  que  l'on  a 
considéré  dans  l'un  des  facteurs,  et  par  tt  l'argument 
da  terme  correspondant  dans  l'autre  facteur,  que^ 
pour  fixer  les  idées,  on  suppose  de  plus  que  n't  soit 
toujours  précédé  du  signe  -f-  dans  It  et  dans  l't ,  il 
faudra  qu'on  ait 

P  ^l=z  5n'  —  a/i    ou    /'—•/  =  5n'  —  2n. 

n  faudra ,  en  outre ,  que  la  somme  des  exposans  des 
excentricités  et  des  inclinaisons  dans  ces  termes  ne 
surpasse  pas  trois. 

Or,  d'après  les  lois  du  développement  de  la  fonc- 
tion R ,  n*  4>  ^'  celles  des  différens  termes  des  expres- 
sions de  ^r,  ^r^,  ^i^,  etc. ,  il  sera  aisé  de  reconnaître 
que  les  valeurs  de  l  et  de  T,  qui  satisferont  à  la  pre- 
mière cpndition ,  seront 

Z  =  o  et        /'  =  5n!  —  2n, 

l  =  n'f  V  =:  /^vl  — ^  an, 

/  =5  vi^  ï  zsz  5n'  —  an, 

Z  =  5/1,  V  z=:z  2ri  —  2/1, 


l  :ss  n!  —  /i ,  Z'  =  4^'  —  n , 

Z  =  5/z^—  riy        F  =z  2/i'  —  n. 

Ces  combinaisons  «ont  au  nombre  de  six ,  mais  elles 
en  fQurniront  douze,  parce  qu'on  peut  changer  dans 
chacppç  d'elles  l  en  l',  et  réciproquement. 

Quant  aux  valeurs  de  Z  et  de  T  qui  satisferont  à  la 
deuxième  condition ,  leur  nombre  est  indéfini ,  et 
l'on  peut  les  comprendre  sous  ces  quatre  formes  gé« 
nérales  : 


/ 


236  THÉORIE  ANALYTIQUE 

/  =  5n' —  2/1  +  £(n'  —  n)  et  1f=zi(n'  —  n) 

l  =  5n' —  3/i-f-^(^'  —  ^       V  =zi{n! — /i)  —  n, 

/  =  5/i'  —  4^  +  £(/i'  —  /i)       t  z=z  i{n' —  7i) —  2/1, 

/  =  Sn'  —  5/î  +  i{n'  —  n)       t'=.i{ri  -—  /î) —  3/i, 

î  étant  un  nombre  entier  et  positif  quelconque. 

Ces  combinaisons  sont  doubles,  comme  les  précé- 
dentes, parce  quon  peut  y  permuter  les  lettres  / 

et  r. 

On  Yoit^  diaprés  cela,  que  la  partie  des  valeurs  de 
J^Ç  et  eT^  qui  provient  de  la  combinaison  par  voie  de 
soustraction  des  argumens  l  elt  sera  composée  d'un 
nombre  indéfini  de  termes,  et  que  par  conséquent 
il  serait  impossible  de  calculer  rigoureusement  les 
valeurs  de  «T^  et  de  cTÇ'  qui  dépendent  de  Tangle 
Sn't  —  ^nt ,  et  qui  sont  du  troisième  ordre  par  rap- 
port aux  excentricités  des  orbites ,  et  du  second  par 
rapport  aux  masses  perturbatrices.  Mais  comme  les 
inégalités  que  ces  termes  produisent  sont  pour  la 
plupart  très  petites,  il  suffira  de  tenir  compte  des 
plus  considérables  ;  en  général  y  ce  sont  celles  qui  ré-* 
pondront  auiç  moindres  valeurs  de  £;  et ,  en  effet , 
on  verra ,  lorsque  nous  réduirons  en  nombres  les  for- 
mules du  chapitre  précédent,  que  les  inégalités  du 
rayon  vecteur,  de  la  longitude  et  de  la  latitude,  for- 
ment des  séries  qui  décroissent  avec  beaucoup  de  ra- 
pidité à  mesure  que  leur  argument  dépend  d'un  plus 
grand  multiple  des  moyens  mouvemens  de  la  pla- 
nète troublée  et  de  la  planète  perturbatrice.  Les  pre- 
miers termes  de  ces  séries  seront  donc,  en  général, 
les  seuls  qui  puissent,  par  leur  combinaison  avec  les 
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différences  partielles  de  R  et  R',  produire  des  inéga- 
lités sensibles  dans  les  yaleurs  de  «TÇ  et  de  «T^. 

Considérons  maintenant  la  seconde  partie  des 
formules  (o).  Il  est  évident  que  les  seuls  ter- 
mes qui  f  après  la  double  intégration ,  auront  la  très 
petite  quantité  {5n'  — ^  a/i)*  pour  diviseur,  sont  ceux 
qui,  dans  les  intégrales  (fd'Ky  et  (/Vf H'y',  sont  déjà 
divisés  par  5n'  —  211.  En  nous  bornant  donc  à  dé- 
tenniner  ces  termes,  il  faudra,  pour  les  obtenir, 
combiner  la  partie  constante  des  intégrales  J'd'K  et 
/^'H'  avec  la  partie  de  ces  intégrales  qui  dépend  de 
l'argument  5n't  —  ant. 

La  détermination  des  inégalités  dépendantes  des 
seconds  termes  des  expressions  de  J^Ç  et  de  ^Ç'  sera 
comprise ,  par  conséquent ,  dans  la  première  des  com- 
binaisons des  argumens  It  et  tt,  c'est-à-dire  dans 
celle  des  argumens  zéro  et  5n't  —  2nt. 

Commençons  par  déterminer  les  inégalités  rela- 
tives à  cette  combinaison. 

Inégalités  de  Sl^  et  S"^  qui  résultent  de  la  combi-^ 
naison  des  argumens  o  et  5n't— ^nt. 

58.  Pour  les  déterminer,  reprenons  la  première 
às8  formules  (o) ,  en  n'ayant  d'abord  ^ard  quli  son 
premier  terme. 

Si  l'on  ne  considère  que  la  partie  non  périodique 
du  développement  de  la  fonction  R ,  et  qu'on  né- 
glige les  termes  dépendans  des  excentricité  et  des 
inclinaisons ,  on  aura 
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et  par  conséquent 

\ 


cTR  =t  ^  .  ^  .  J^r  +  ^  .  ^\  cT/ . 

En  prenant  la  différentielle  d'J^K,  on  ne  doit  faire 
varier  dans  cette  équation  que  les  coordonnées  de  m, 
<:'est-à-dire  qu'il  faut  différentier  l'expression  précé- 
dente par  rapport  à  JV,  en  regardant  J'f^  comme  cons- 
tant. On  aura  ainsi 

d'./ti^^m'         rfAW    dit 
ndt    *^  a    *         da  '  andi 

Supposons  qu'en  n'ayant  égard  qu'aux  termes  dtt 
troisième  ordre  par  rapport  aux  excentricités  qui 
dépendent  de  l'angle  5n!t — uni  on  ait 

:^^Fcos(5n'/-.«.+  5^-a.  +  y), 

F  étant  déterminé  par  la  première  approximation  et 
étant  affecté  du  très  petit  diviseur  5«'  —  an.  En  vertu 
de  cette  valeur  on  aura 

n'd! .  /K         m'iSn-^in)       ,  dAC<»)  ^  .   ,^  ,  ,  « ,      , 

^— i f .  aa'  — =—  .Fsin(5/i'f— 27ii+5r— 21). 

ndt  2/1  da  ^  ' 

* 

Et  en  multipliant  cette  expression  par  ^  ,^^ — ^^^ 

«n  supposant ,  comme  dans  len°i8,   a  =  — ,<m 

aura  la  partie  correspondante  de  ^Ç  réduite  en  se- 
condes. 

On  doit  observer  ici  que  la  différentiation  relative  à 
la  caractéristique  d' introduisant  dans  ^'R  le  multi- 
plicateur 5/2'— 2/1  ^  la  valeur  de  «TÇ'  ne  semble  af- 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  289 

fectée,  après  la  double  intégration,  que  du  diviseur 
Sn' — 2n;  mais  comme  la  quantité  F  renferme  im- 
plicitement le  même  diviseur ,  il  en  résulte  que  l'i- 
négalité correspondante  est  réellement  affectée  du 
très  petit  diviseur  (5nf — a/i)*,  et  qu'elle  est  de  Tordre 
des  quantités  que  nous  considérons.  U  n'est  donc  pas 
permis  de  la  négliger ,  comme  le  suppose  Laplace, 
[Mécanique  céleste ^  n*  16,  livre  VI),  et  l'on  verra 
qu'en  effet  cette  inégalité  s'élève  à  plus  de  8"  sexagé- 
simales relativement  à  Saturne.  On  peut,  pour  plus 
d exactitude ,  substituer  dans  les  équations  précé- 

dentés,  à  la  place  de  —  A^""^,  la  partie  non  pério- 

dique  de  R ,  exacte  jusqu'aux  quantités  du  quatrième 
ordre  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinai- 
naisons,  et  que  nous  avons  d&ignée  par  F  dans 

len'iy. 

Supposons  réciproquement  qu'en  ne  considérant 
que  les  termes  dépendans  des  cubes  et  des  produits 
de  troLs  dimensions  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons, on  ait 

U  faudra  combiner  avec  cette  valeur  de  R  celles 
qui  proviennent  des  parties  constantes  de  J^r  et  de 
(Tr  ;  nommons  dS  et  aT'  ces  parties ,  en  sorte  qu'on 

ait 


il  en  résultera 


a4o  THÉORIE  ANALYTIQUE 


^R 


=  m'(a^¥+a  ^f)  am(5n't  -  an*  +  5.'—  ai) 
+  m' r  a -^  F  +  a  ^  F'jcos  (5/i'/ -- 2n/ +  5/ -- 21) , 

d'où  en  différentiant  par  rapport  knt ,  en  regardant 
n't  comme  constant^  on  tirera 


ndt 


aw/aa'^F-Hi'»  jp  F'^  cos  (ôn'x  —  ant  +  5«'—  at) 
+am'^aa'^F+«'«  ^  F'')  fin  (Sn't  -  an*  +  5/-  ai). 


En  multipliant  cette  expression  par  75-73 — 7^=—.  » 

on  aura  la  partie  correspondante  de  J^. 

Considérons  maintenant  le  second  terme  de  la 
même  formule.  Supposons,  comme  précédemment, 

R  =  m'P  sin  (Sn't  —  a»t  +  5«'—  ai)  +  m'F  oos  (5/i'«  —  a/i«  +  S*'—  ai), 

d'où  en  différentiant  par  rapport  à  n/ ,  et  en  intégrant 
ensuite ,  on  tire 


am  n 


g  étant  une  constante  arbitraire. 

En  ne  considérant  donc  que  les  termes  dépendans 
de  l'argument  5n't — 371^,  on  aura 

(/rfR)>=— g^î^  .[P»m(5/i'«--an«+5t'— atH-P'cos  (5«'<— a»f+5f'-ai)]. 

On  a  d'ailleurs  ,  n*  92 ,  livre  II , 

I    dkW 

La  première  des  formules  (0)  donnera  donc,  en 
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en  vertu  du  terme  précédent ,  ./*  u  ^ 

Ea  réunissant  cette  inégalité  aux  deux  inégalités 
déterminées  précédemment  ^  oif  itutà' lïi  V^aleiir  com- 
plète de  cT^,  résultante  de  la  conoibînaison  des  argu- 
mens  zéro  et  Snli  — -*  ^nU 

59.  Pour  avoir  la  partie  de  S"!^  correspondante  à 
œUe  de  J^Ç  que  nous  venons  de  déterminer ,  repre- 
nons la  seconde  des  formules  (o) 

En  suivant  l'analyse  du  numéro  précédent ,  et  en 
supposant 

^=F'cos(5/i7+2n^  +  5g'— 2g-1^0 

on  trouvera 

'lûr^ j^.a'.-.^— F».n(5«'«-inf+.5.  ^tN  +  ZO, 

et  en  multipliant  cette  expression  par  ^  ,^     ,-p — ,-,  , 

on  aura  Tinégalité  que  le  terme  précédent  introduit 
dans  la  valeur  de  J^Ç'. 

Réciproquement  I  soit 

'  R'=  wP  sin  (5#i'£  —  am  -f  5f'—  at)  -f  mP'cos  (5fi'£  —  ant  -f  St '—  a») , 

et  supposons  ^  comme  plus  haut , 

^_F  *'— F' 

on  trouvera 

Tome  III.  i6 


24a  Ti^^mm  ÀWAWTfQim 

4-/n(fl  ^ï" +«'  ^'  F')co8  (5n'«— anZ+S/ — 2«). 
En  4iffwntiwt  Wt^e  Y^lew  p»r  inpp«rt  è  »'<>  on 

Les  quantités  P.;^  P'^  F,  F^  ayant  ici  les  mêmes  va- 
leurs ^p^  <)aas  le  n""  5S  ^  caaiiQç  cm^  a  à  toès  peu  près 
5n!=2n,  il  est  aise  de  conclure  qpe  l'inçgalité  de  /Ç' 
dépendante  de  la  partie  précédente  de  J'K'  est  liée 
à  l'inégalité  correspondante  de  cTÇ  par  l'équation  or- 
dinaire 4^  çooidition 


P^r  l'analyse  du  n^  58  on  verra  que  Iti  second  terme 
de  l'expre^ion  de  ilCj  produit  le  terme  suivant  : 

En  réunissant  cette  dernière  inégalité  aux  deux 
précédentes,  on  aura  la  yalenp  çqmplète  ^eli^  partie 
de  J^^'^  dépendante  de  la  combinaison  des  ^giupiens 
zéro  et  ^rit — nt. 

Calcul  des  termes  de  eT^  et  de  ^Z,'  qui  résultent  de  la 
combinaison  des  qrgunfiens  3a't-n^nt  et  xa'l — ^nt. 

6o.  Le  dernier  terme  de  chacune  des  fornmles 


(o)  M  SMimU  prodnii^  4ans  le9  valevn^  de  4^ 
et  de  J'Z'  aucune  inégalité  ^épecula^ute  dç  langle 
5/2'^ — 2nt  et  du  troi$ième  ordre  relativement  aux 
exceiitrîcités,  lorsque  fon  fait  abstraction  de  la  com- 
binaison dçs  argument  Q  et  Snf^t  •*-  2nt  ;  il  nous  suf- 
fira donc  de  supposa  dormais 

J'Ç  =  ^Zanfdtfd'.tfR, 


Parmi  le  nombre  indéfim  de  combinaisons  qui 
peuvent  donner  dams  if^  et  JX'  des  termes  de  la  nature 
de  ceux  que  nous  considérons ,  nous  n^aurofaé  égard 
qn^à  ceux  qui  proviennent  de  la  double  combinaison 
des  ar^meus  W*^/tet  W-^n  »  parce  que  ce  sont 
eux  qui  fournissent  la  principale  partie  des  deux 
grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne  dépen- 
dantes du  carré  des  forces  perturbatrices.  Il  sera  facile 
daiHeurs  d^étendre  la  même  analyse  au  développe- 
umbI  des  termes^  résultant  de  Tune  quelconque  des 
combinaisons  énoRiérées»  vP  Sj;  c^mt  ce  que  j'ai  fait 
dans  un  mémoire  imprimé  dans  le  recueil  des  Savons 
érangers  (i),  je  me  contenterai  donc  d'en  rapporter 
les  résultats  numériques ,  lorsque  nous  nous  occupe-* 
rons  de  réduire  en  nombres  les  formules  relatives 
à  la  féerie  des  inégalités  planétaires. 

Gon^dérons  d'abord  la  valeur  de  J^l^. 

En  n  ayant  égard  qu'aux  termes  dépendans   de 


(t)  Mémoires  de.  L'Ax^ademie ,  Savans  étrangers,  i834* 
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Fangle  5nft  — ^  ^nt  et  du  carré  et  des  produits  des  ex-' 

celtiricîtés  et  des  inclinaisons ,  soit 


■7 


R  =  M^*>e'cos(5/ï'^  — /i^  +  5i'  — «— -W) 
-f-  M^'Wcos(3n'^  —  wZ+Sg' — i — û> — ù)') 
+  M^*V'  cos  (S/ï'^ — 71^  +  5i'  —8—  au»') 
+  MC«>A*  cos  ^n't  —  n^ + 5i' — f  —  aÙ)  ; 

d'où  résulte 

/^R=(A'.A/)[3M(«>«»»in(3n'/-iif+3/-i-2»)-f<iM<Oe^sin(3ii'£-iit+3/-t-i»-«') 
+  M<»)^»  fin  {3/ï'«  —  nt  4-  3i'  —  • — W)l 
-H/*/— 3A/)M<»>A«  •m(3ii't  —  n«  -f.3i'— •—  ^) 

^ÙXa^^  «•cof(3rt'«.»<-f3/-i-a»)  +a  î^e«'co*(3i/«-iir-»4i'-«-«0 
4^^^c'.co»(3/i'f-/i«+3t'-i-!i«')+a  ^!^x«cof  (3/i'«-fi/-h3f'-t-in)  1 
,  1  a'^^  c«co»(3n't-/i«+3.'.i-a(.)  -Hi'?i^'c^cof(3ii'£-n£-f.3i'-i-«-«»T 

Si  Ton  différentie  cette. expression  en  faisant  varier 
les  trois  quantités  nt^S^v^  JV,  et  en  regardant  comme 
constantes  les  trois  quantités  n^t^  S's^'  et  cT/^  on  aura 

^!!^s^A^'-/ï/)[3MWe«cot(3n'l*nl4'3i'-M»)4^M(Oc«'coi<3»'r-««^ 
ndt 

-f.  ]«(>)••  coe  (3ii'«  —  »«  +  3f'—  t  —  W)] 
^(5^—  /|/)MO>x«  cos  (3/ï'«  —  /If  -f.  3i'—  «  —  an) 

4-^.  [3M<o)««sin(3/i'«— /ic+3i'-i-a«)+2M<0cc'sin  (3V«-/i£4-3t'-i-»-.') 
nciC 

-f-  M(»)e'»sin(3fi'£-/ïf+3/-i-a»'>+.M<3>x>»m  (3/i'f--ii«4-3i'— i-all] 
H — ^.1  a— 2 — ^*  co8(3/i'f-ntH-3i'-i-aa» )-|-a  — j — ec'co8(3/ï't-n«4.3*'-i-»-<0 

+a  ^!^V»coi(3«'«*«l43t'.i.W)+a  ^~\-coi(3«'t-ii£H^i'.|.în)] 

+  —  •     «-J — *   8in(3/i  «-/ie+3i  -i-aa» )+a  --; — ee'sin(3/i'f-fil-f3«'-f-dH») 

+«^^c'='siD(3/i'£-««H.3i'-i-îi(.04^^^^*»m(3n'«-n£-h3/-f-^^^ 

+  ^.  [tf '  ^^^«'  «in  (3/i'«-/it+3i'.|-2«)-f^^î^2ee'sm  (3«'£-/il+3i'-i-»-« 

+^  ^T^^'wn  (3/i'«-fi£4^/.i-aflO-H»'^^A««n(3rt'c.ii«+3/-f--an) 
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Supposons  (ju  en  ne  considérant  que  les  termes  Ce- 
pendant de  l'argument  ^rit — nt^  et  qui  sont  de 
l'ordre  des  excentricités  et  des  inclinaisons,  on,  ait 

—  =  «F  co»  (ai/r  —  »f  +  ai'—  f  —  •)  -f-  c'G  cos  («»'«  —  «f-f-  ai'— «—•'), 
A/=  eH'sin  (an'e  —  iit+  a/—  t  —  •}  ^  «^LVin  (an'f  —  n«  -f-  a*'— f — •'), 

Et  en  différentiant  les  valeurs  de  —  et  J^i^.  on  a 

a  ' 

^^=— îï!^.[eF«nran'«-.»t+at'--t-(»)+c'Gtm(a/i'«-n 

^  •     iîÏJZS-,  [«Hcot(an't— iil4.ai'--i-fli)-|-c'Kco«{an'/-«l-f-a/-i-»  )] . 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'expression  de 
-^-j- ,  et  qu'on  ne  conserve  que  les  termes  qui  dépen- 
dent   de/l';slrg^Inent  5n't  —  2nt^   en  Élisant  pour 

a     oâ      n       aa        atf'     it       oa  J 

a     aa     n       aa   a     aa'     it      da  j 
La  »  2   .  </a'     n       «/a  J 

L»         »         a     </«'     »      </«  J 

pw=^^.^WM(o+(:^LriOK„'M(.)^JGV'^>_(2::^)G««'^5!<îl 

L^  «  a     rfa'     n       Ja  J 

V*  n  %  da'  a  .  4a  J 
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Ontrottvefa 


ndt 


« 

+  P(')  sin  {Mt  —  ani  4-  5t'  —  a«  —  îMi  —    •*) 
4«  PC-)  «m  (5«'e  —  i«H-  5i'  —  at  —  3*') 
-f-  PCî)  sin  (5n'«  —  anf  +  5i'  —  at  —  3«) 
4-  P<^>  «Il  k^t  —  ani-f-S^  —  at  —  «'--311) 
+  P<«>  sin  (5n'«  —  an*  +  5/  —  at  —  •    —  an)j 

expression  qui  ^jx  faisaut 

A  =  P<«>)co«  (»+  a»0  -f-Pi'>cQs  (a»4-  «0  +P(')cos  S»'  +  PC»)co8  3« 
H-  P<4)co»  («•-♦-  an)  4-PC')cos  (  »  +  ah)  ; 

et  en  nommant  fi  ce  que  devient  cette  ^xpressioû 
quand  on  y  change  les  cosinus  en  sinus  ^  pourra 
prendre  cette  forme  : 

viv .«»    , X  iîii  (5/i't  —  a/»« + il'—  îi«)  —  B  eo»  (5/^Ji  —  anf  -f  5/  —  5i). 


iu/t 


Pour  réduire  cette  expression  en  nombres,  on 
formera  d'abord  les  valeurs  des  quantités  M^^>,  M^*^, 
M^*^,  M^^^,  et  de  leurs  différences  tant  par  rappMt  à  a 
que  par  rapport  à  a'^  au  moyen  des  formules  du 
n""  6  y  dans  lesquelles  on  fera  î  =  3.  Quant  aux 
c^antités  F,  G ,  H,  etc. ,  elles  seront  données  par  les 
approximations  dépendantes  de  la  première  puissance 
des  masses. 

6i  •  Considérons  réciproquement  les  termes  de  /R 
dépendans  de  l'angle  Sn't — txntf  qui  résultent  de  la 
partie  de  R  relative  à  Tai^ument  nn't  —  nt  eombi- 
liée  avec  les  parties  de  «Pr ,  JV ,  etc. ,  relatives  à  l'ar- 
gument ^rit — nt.  Cette  partie  de  R  est  de  l'ordre  des 
excentricités  ;  on  peut  donc  supposer 
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ce  qni  donne 


Si  Ton  différentie  cette  yaleur  en  faisant  varier  nûy 
^v  et  J^r  et  éh  regardant  w'i,  J^^,  J^r'  et  comme  con^ 
tans  y  on  aura 

^^i^/^-A») .  [aM<«)«cà<Wl-iil-HM'-é-4-J.M(»)/cos(«A'|.iit-Hit'-i-^] 

Il  faut  j  àktss  cette  êi^pression ,  SIn&tituet*  poiilr  S^^^ 
h^  S'v'  et  /r^,  les  partiel  de  ces  valeurs  qiii  dépendent 
d^  rafglitiôeât  Zh't-^nê  et  d^  ëècoùdes  puissances 
des  excentricités  et  dtfs  inclinaisons  ;  en  n'ayant  é^ahl 
qu'à  ces  termes ,  soit 

-=  F  C08  (3ii'«  —  n«+3i'—  •+/),     JV  =  G  sin  (3a'«  —  nf+St'—  1 4-^), 
y  «  F'coi  {ï//«  -^  iifMh8i'-=*  f  4-/0i    ^«fi  G'siiï  (Sw'l  —  n  t-fd!"^  i  -f^>  j 

d'où  Ton  tire 

5^t=^^-*'  «-  0*'e  -  /.r  +  à*»  _  .  +/;. 

<<./l^  3/»' — n  ^        ^^  j  -, 

.J^ia       1-i  ,'»'t  .'Gcoé  (a//*  ^  Af  4^  3l'  ^  I  4-  ^). 
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En  faisant  pour  abréger 

a  il  ' 

^  an  ^        a  </a'  '   ^  a  i/a'   * 

^  an  da      ^  an  da 

.  Texpresision  précédente  de  -^r—  deviendra 

îi^p  =  Q<<>)  sin  {Snft  —  anf  +  5i'  —  ag  —  •  +  5') 

,  4-  Q<'>  «in  (5n^«  --^anl  +  5/  —  ai  —  «l'-f-  iç') 
+  Q(»)  sÎD  (5n'«  —  ant  -f-  5t'  —  at  —  »  -f-  g') 
■4-  Q(0  sio  (Sn'f  —  ant  -h  5i""i-^  at  —  »'-h  g|) 

.      -h  Q<0  sia  (5n'f  —  anf  +  5i'  — •'îif  -^  •  -p/'),- 
+  Q<»)  sin  (5n't  —  anf  +  5/  —  âg  —  \^  +  Y)  i 

+  Q<«>  »in  (5/i't  ^  an«  +  5t'  —  ai  —  •  +  jr  > 
+  Q(7)  sin  (5n'«  —  an«  -4-  5i'  —  ai  —  •'  +  /), 

* ,  OU  bien  en  faisant  "  ■  '  ^ 

Aj=z  Q<<»)co8  (»'— gO^'^<'^co8  (1/-*  |5^>+-Q<«)coi  («  — /j)+  QWcos  (a/— ^) 
*  -I-  Q<4>co«  (•  — /0+QC*)co8  (»'— /04-Q<«>co«  (•  —  />f  Q(7)co«  («'—A 

et  nommant  B^  ce  que  devient  cette  expression  quand 
on  y  change  les  cosinus  en  sinus 

—dL'=,  A, sin  (5n'£  —  int  -f-  5/  —  a»)  —  B.cos  (5n'f  —  a/i«  +  Si'  —  ai), 
ndt  '        ^ 

Les  valeurs  des  quantités  M^*^  et  M^'^  et  de  leurs 
difierences ,  se  détermineront  au  moyen  des  formules 
du  n°  81 ,  livre  II,  dans  lesquelles  on  fera  /=  2,  les 
valeurs  des  quantités  désignées  par  F,  G,  F',  G'  dé- 
pendront de  la  première  approximation. 

62.  Proposons-nous  de  déterminer  les  inégalités  du 
moyen  mouvement  de  Saturne ,  correspondantes  aux 
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deux  inégalités  da  moyen  mouvement  de  Jupiter 
dont  nous  venons  de  nous  occuper,  c'est-à-dire  la 
partie  de  la  grande  inégalité  de  Saturne  du  second 
ordre  par  rapport  aux  forces  perturbatrices ,  et  qui 
résulte  de  la.  double  combinaison  des  argumens 
yt^antetan't'—nt.SiVondéàgne  parP'^*^,  P'^'>,  etc., 
ce  que  deviennent  P^°\  P^'^,  etc. ,  relativement  à  cette 
dernière  planète ,  on  aura 

L        an  3  n ,     • 

an  aa         a  da         an'  da'      a  da  J^ 

L         »  an'  a 

an               <Zâr  a           <ia  an'  doT        a  aa  J 

L       an'                      a  an'  <ia'  a  da   y 

-   .     :..l.wa     n'                       a  an'  da'  a  rfa    J' 

L    »     «                        a  an'  da'      a  </«  J* 

Lan'                       a  an'  da'      ii  *  da^    \ 

De  même  en  nommant  Q'^*^ ,  Q'^'^,  etc. ,  ce  que 
deviennent  Q^*^ ,  Q^'^,  etc.,  relativement  à  m',  on 

trouvera 


ÇWa_(Ê^;:l)G'aT«W,  Q'C)=-§Î!!!;ÎGVM<'>,  Q'C)=aG'aM(«),  Q'(')=GaT«C'>, 

an  da'     ^  vi'  da'    ^ 

fln  ^  da 

Et  en  nommant  ensuite  A'^  et  B'^  ce  que  deviennent 
Ay  B)  A^  y  B^ ,  relativement  à  771%  on  aura 
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ReiilaittuôM  tnaintendtit  que  pair  la  vAXxitk  Aé  là 
fonction  peftui'bàlYice ,  les  valeurs  des  i^antités  M^""', 
BP^' ,  etc.,  relatives  à  Factioû  de  m' âur  m ,  sdùt  égales 
à  celles  des  quautités  oôrreâpohdaùtés  W^,  M^^^,  ei(t.^ 

relatives  à  1  action  de  m!  sur  m ,  multipliées  par  —  ^ 

autant  que  Ton  fait  abstraction  des  termes  qui  ren- 
feraient  là  quantité  A^'^ ,  parce  qu^elles  se  rapportent 
alôi^s  au  dévéloppensient  dé  la  partie  commune  aux 
deux  fonctions  R  et  R^.  Quant  à  celles  de  ces  quan- 
tités qui  renferment  A^'^,  dans  le  cas  de  mouvement 
dé  m  troublé  par  fW ,   il  faut  supposer  (a*  24 } 

dSS'^ssthl  —  ttf  ci  dans  le  cas  de  n/  troublé  par  m^ 
il  faut  faire  â'AS^^rrzb,  ' rî  en  faisant  donc  ëîfhpté- 

ment  dans  les  deux  cas  a'A ,  =  é ,    —  a ,  les.  valeurs 

de  M^*^,  M**' ,  etc. ,  lorsqu'on  considérertt  les  pertur- 
bations de  m  f  seront  aux  valeurs  des  mêmes  quan- 
tités relatives  aux  perturbations  de  m'  dans  le  rap* 
port  de  ma  m^  Cela  posé,  si  l'on  compare  respect 
tivement  entre  elles  les  valeurs  des  quantités  F**^ 
I^'^  P<*>^  etc. ,  et  P'^*>,  F^>,  FC»),  etc. ,  éti  rfïservant 
que  5/z'  -—  2n  étant  une  très  petite  quantité ,  on  peut> 
dans  ces  valeurs,  supposer  sàtis  erreur  senstîbîe  5n'i^2n, 
onauram/iI<«>-|-m'nT'^''^=ïiO,iimF*^-4^m'n'ï^'^^^ 
les  quantités  Q^*>,  Q^->,  etc. ,  Q'^•^  Q'^'^  etc.,  seront 
liées  entre  eïlé6  par  des  équâtîoti^  ^émWâbïes,  en 
sorte  que  rel^tvemetlt  à  cette  pârttcf  de  ttB^f  un  aura 
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mdt    *^        m'A  * 

Soit  maintenant  J'Id!'  TaUgiiientatiGn  île  la  fonction 
SU  lorsqu'on  fait  croître  k  valeur  précédente  de 

fl'A^o  de  flt  •_  ^     on  aura  évidemment 


m 


J^R'  =  — cTH—cTR"; 


et  en  ne  considérant  que  la  seconde  partie  de  la  va- 
leur de  JK',  otk  twuveta  encore  ^-1^'=  —  ^5^  ; 

'  *         mdt  mdi     * 

OQ  aura  donc  généralement  ( 

(f.^'         ^  d' .  #R       d'.JK' 
mdt  m'di  rridt  ' 

Et  cette  relation  fort  simple  donnera  très  aoséiMnt  la 

vdettfde— ~  lorsque  celle  de  -^  sera  déterminée, 

on  n'aura  a  calculer  que  la  valeur  de  JH",  qui  sera 
toujours  très  peu  compliquée.  Si  les  quantité  M^*', 
M^'^,  etc. ,  qui  dépendent  du  développement  de  là 
fonction  R  ne  renfermaient  pas  la  quantité  A^'^ ,  on 
aurait  simplement 

mdt  m'di 

Dâfis  Ce  cas  les  inégalités  correspondantes  des  moyens 
mottVômens  de  Jupiter  et  de  Saturne  sont  liées 
entre  elles  par  la  même  relation  que  les  inégalités 
correspondanfes  dépendantes  de  la  première  puis- 
sance des  masses;  c'est-à-dire  qu'en  n^ajrant  égard 
<Iti  a  ces  parties  des  valeurs  de  J^  et  de    Ç' ,  on  a 


m  y/ a 


'f— i^^-'f- 
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En  effet ,  ces  inégalité  sont  alors  détennioées  par 
les  équations 

Jl5^  ==  —  ^anfdtfcH^iVi, 

d'où  résulte  la  relation  précédente. 
Dans  le  cas  général  on  aura 

On  y  représente  unequanliteiiêiicmifiidérable  détenni^ 

née  par  réquationj^= r-^fdtfd  :  JK'.  Les  mêmes 

relations  existeront  entre  les  inégalités  qui  résultent 
des  diverses  combinaisons  énumérées  n^  5j,  et  en  géi 
néral  entre  les  parties  correspondantes  des  inégalités 
à  longue  période  de  deux  planètes  m  et  m!  troublée^ 
par  leur  action  mutuelle ,  qui  dépendent  du  carre 
des  forces  perturbati^ces  ;  cela  tient  évidemment  à  la 
forine'des  différens  termes  des  expressions  de  tf^TR 

\  .■  *  •  »  ■  •  •  •  *■• 
63.  Au  reste,  il  existe  généralement  entre  les  va- 
leurs  complètes  des  deux  quantités  J'Ç  eX  S'Ç  une 
équation  de  condition  que  l'on  peut  démontrer  à 
priori^  et  qui  n'est  qu'une  extension  au^c  inégalités 
du  second  ordre  de  l'équation  qui  lie  entre  elles  les 
inégalités ,  dépendantes  de  la  première  puissance  de 
la  force  perturbatrice ,  des  moyens  mouvemens 
de  deux  planètes  m  et  m!  qui  réagissent  l'une  sur 
l'autre,  équation  que  nous  avons  démontrée  n**  Sg. 
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Cette  relatioD  devient  ici  d'autant  plus  importante  ^ 
\ue  les  calculs  qu'elle  doit  servir  à  vérifier  sont  plus 
longs  et  plus  compliqués. 

Reprenons  l'équation  (i4)  du  n"*  39. 

Les  caractéristiques  if  et  d!'  désignant  respective- 
ment des  différentielles  prises  par  rapport  aux  coor- 
lonnées  de  m  et  de  m',  et  en  supposant  pour  abréger 


A  = 


Pour  déterminer  le  mouvement  autour  de  M  de 
a  planète  m  troublée  par  l'action  de  m',  on  a  par 
b  n""  8  du  second  livre , 


d^x  .  ,     (M  -f-  rri)x     ,    mlx'  ,  dà, 

"i^-^ :3 r-zi m  -ir  —  O^ 


dt-  ^  r^       ~  "T^     /3    —  '^   ^  —  O  , 

d^z     ,    (M  +  m)z     ,     w!£  ,  d\ 

—  m'  3-  =p  O. 


di*    '  f^  '      r'  dz 

Le  mouvement  de  m!  troublé  par  Faction  de  m 
lera  déterminé  par  les  mêmes  équations,  dans  les- 
{uelles  on  changera  ce  qui  est  relatif  à  m  en  ce  qui 
si  relatif  krn'  ^  et  réciproquement. 

Si  l'on  tire  de  ces  équations  les  valeurs  des  six 
{nantîtes  ^ — '3   ^    ,  ^^ — .3'      ,  etc. ,  qu on  les  subs- 
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titue  dans  Téquation  (f  ) ,  qu'on  intègre  ensuite  IM- 
qualion  résultante ,  en  observant  que 

et  q^e  mr  la  pâture  de  la  fonction  A  on  a 

V 

dA  ,  ,      dL.jdA.,,     dà  ,  dû.  dA 

dx        <tx        ^*      ^*        ^y       "* 

4 

dA  .  dA,     ,     dA.  dA,,       dA.,        dA     , 

^d.  +  ^,dy^  ^dz  -  -,d.'^  ^d/^  ^^.'=  -  dA, 

e»  tfouTora  / 

(M4-m')m/rf'R  4-  (M^-  m)  m'fd"K'  s=  const.  +  mm'  (^  H-  ^^  J 

dMdx'^dy^^^dzd^        f1l»^«^fc.mi\   mm'A  l 

Nouflfna  çoqwdéi«wW'dwftl<9*  dtfuit  m^mbifs  do  cotte 
oquatdoD^  qv^leg  tefï^ft  qui  d^'pendw^  d^  l'^i^uiftenl 
5n!t —  tmtf  et  qui  ayant  pour  divi^^w  iS»'--r^-2il,  îH)uf 
du  troisième  ordre  relativement  aux  excentricités  et 
aux  inoliiiaisons  ^  ces-  termes^  en  effet  r  ét^d  tes  seuls 
de  cet  ordre  qui  puissent  acquérir  par  une  seconde 
intégrati0ft  la  quanti*^  (5w'— 2«)*  pour  diviseiir  dans 
les  valeurs  de  cTÇ  et  dç  J'C^  Observop^  d'abord  que 
les  foncl^BS^ 

,  dxd;c'  +  drdy  +  dzdz 

-w-  nm   ■" "■  ^^.  '^ —  % 

•  (M  +  m  +  mQmm^ 

v^  Tm^WPim\  auciitv  tçïTO€i  de.  cette  ^p^  lors- 
qu'on y  substitue  pour  w.r  OPj  c*^*  f»  lewrs  valeurs 
elliptiques ,  tf  60 ,  livre  ÏI. 
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Si  Ton  conùdèn  donc  simplenieiil  les  termes  de 

r^rdr^  m^  4aiis  TéqiuUoa  (P)  ^  on  aura 

Cest  )'ë<piatîon  à  laquelle  nous  sommes  par-* 
venus  n^  Sg,  et  qui  nous  a  donné  la  relation  très 
siœpW  qui  existe  entre  les  inégalHës  de  J^  et  de  it^y 
dépendantes  de  la  première  puissasce  des  foi«es  per«- 
torbatrices. 

Considérons  maintenant  les  termes  du  troisième 
Ojf^re  par  rapport  wx  masseadana  le  s^ond  lyiemhre 

de  réquatlon  (P).  la  Ibnction  mm^Ç—  +  ^\  étant 

ié\k  du  troisième  ordre  ^  il  suffit  d'y  substituer  pour  r 
et  r'  leurs  valeurs  elliptiques;  elle  ne  peut  dpnc 
donner  aucun  terme  du  genre  âfi  çexkx  quc)  pous  can-> 
sidérons.  Qu^nt  à  la  fonction 

11  est  facile  de  s^assurer  qu'elle  n'en  donnera  pas  non 
I^iis  de  geQihlables.  Eu  efkX  »  soit  A  çc^t^a'^-r^^/h^-f-B) 
1  un  quelconque  des  termes  dans  lesquels  se  dévelop- 
PW^  ]%  pwtWt  4^^'f  p»  exemple ,  fersqu'oi»  j 
s^bstitiJifiica  pow  ^  %t  ^'  lewa  ^vialeurs  elliptiques  ^  i 
Qt  i'  pn^i^vapli  ^irpip  teistea  les-  Yaleuw  possibles ,  \é 
yatigur  w^  ei^cepftée  »  ek  A  étant  une  fonction  des 
él^mena  dps  «fîbitfi»  de  m  et  de  m^  Si  l'on  augmenta 
<^  élép^n^  ^  lews  TSiûtiona  dues  à  l'action  réei^ 
pr^q«Ade«t  et  dit  m%  et  qu'on  observe  que  les  seuls 
^iwm  dec«i,  TafMiÎMis  «fui  aient  âiiC'-<--  mv  pottf  di- 


\ 
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seur  sont  ceux  qui  dépendent  de  Fargainent  Sn't — tint^ 
on  verra  que  la  variation  de  A  cos(iW^ +m/+  B)ne 
saurait  être  aucun  terme  de  ce  genre  relatif  au  même 
argument'^  c'est-à-dire  aucun  terme  qui  puisse  par 
une  nouvelle  intégration  acquérir  le  très  petit  divi- 
seur (5n'— 2»)'. 

Quant  au  dernier  terme  de  Féquation(P)y  on  peut 
le  réduire  au  suivant  : 

Puisque  la  partie  de  ce  terme  qui  est  du  troisième 
ordre  ne  peut  donner  aucun  terme  ayant  pour  argu- 
ment 5n't  —  uni  et  pour  diviseur  Sn'  —  q». 

Il  faut^  dans  le  terme  précédent ,  substitiier  à  la 
place  de  p  9  sa  valeur  dépendante  des  forces  pertur- 
batrices. Or,  si  l'on  regarde  A  comme  une  fonction 
des  six  variables  r,  p,  s^  r\  i^',  /,  ou  des  coordon- 
nées polaires  des  planètes  m  et  w! ^  en  remplaçant  ces 
coordonnées  par  leurs  valeurs^  augmentées  des  par- 
ties dues  aux  forces  perturbatrices ,  on  aura 

> 

D'après  cette  expression,  il  est  évident  que  les  seuls 
termes  de  cT A  dépendans  de  l'argument  5n't  —  2nt 
qui  puissent  avoir  5/1^*^271  pour  diviseur,  sont  ceux 
qui  résultent  de  la  substitution  des  valeurs  de  /r, 
/(^  j  etc. ,  qui  ont  déjà  pour  ai^ment  Sn't  —  2nt  ; 
combinés  avec  la  partie  non  ' périodique  de  A.  En 
faisant  donc  pour  le  moment  abstraction  de  ces 
termes ,' on  peut  regarder  comme  nul  le  second 
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membre  de  i'jO^atîdu  (F),  et  es  désigcMnrt  par  JR 
et  cTR!  les  fooctiotis  de  R  et  de  R'  qiii  dépendent  du 
carré  des  foreesi  perturbatrices,  cette ëquation ^  età 
supposant  M  ==  i  ^  donnera 

m 

Si  l'on  ne  considère ,  au  contraire ,  dans  Téqua- 
tion  (P)  que  les  parties  qui  sont  dues*  à  k  combi- 
naison des  argumens  zéro  et  5n't  —  ant ,   on  aura 

mfd .  cTR  +  m'/cT' .  crR'= — mm'S^à . 

Or,  la  valeur  de  R  donne 


m'A 


XX'  -h  jrj-'  +  ZZ'^ 


R+^^(^-^y  +  »). 


Nous  ne  consjklérons  dans  «TA  que  les  ternies  qui 
résultent  de  la  combinaison  de  la  partie  non  pério- 
dique de  A  avec  ceux  de  «Tr,  «Tv,  J^s,  etc.,  qui  dé- 
pendent de  l'argument  Sn^t'-^-^ant}  or^  la  dernière 
partie  de  l'équation  précédente  ne  £3umit  pas  de 
termes  semblables ,  n^  €0 ,  livre  H.  Oii  aura  donc 
simplement ,  dans  ce  cas ,  m'A  =  -^  R ,  et  par  con- 
séquent 

Lequatkm  (P)^.  eu  n'ajaiit  ég^rd  qu'à  <:es  termes, 
donnera  donc 

En  vertu  de  l'équation  {p}on  peut  donner  à  l'é- 
quation (9)  cette  forme  : 

TO/rf',crR4-m7d".cm'-f-m'(m  — mO/rf^R'=^0;  (r) 
Tome  IIL  17 
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Si  Ton  considère  uniquement  les  parties  de  J^Ç  et 
de  J'CJ  qui  sont  indépendantes  de  la  pailie  constante 
de  la  fonction  R  ^  en  yertu  des  formules  (o)  j  on 
aura  simplement 

JÇ=:~3a7î/a/£/\cfR^ 

On  a  9  de  plus,  par  la  formule  (8)^  livre  II y 

Ç'=  -  5aW/dtfd!'W. 

L'équation  (r) ,  en  la  multipliant  par  dt  et  en  l'in- 
tégrant ensuite  ,  en  vertu  de  ces  valeurs  donnera 


D'ailleurs,  au*   quantités  près  de  Tordre  m,  on 

a  n*a^z=:  n'*af^,  ce  qui  donne  —zssW^;  l'équation 
précédente  deviendra  donc 

équation  de  condition  à  laquelle  devront  satisfaire  les 
parties  de  J"^  et  de  JX'  qui  dépendent  du  carré  des 
forces  perturbatrices,  et  qui  résultent  de  toutes  les 
combinaisons  qu'on  peut  faire  des  difTérens  arguùiens 
de  chacun  des  facteurs  de  la  fonction  eTR ,  et  qui  ont 
été  énumécées  n*  5j  ,  la  combinaison  des  argumens 
5;27  —  ^nt  et  zéro  étant  seule  exceptée.  Quant  aux 
parties  qui  dépendent  de  cette  combinaison ,  en  les 
désignant  par  J'.Ç  et  eT^C,  On  aura  erttfe  elles  Té- 
quation  de  condition  .      , 
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mS/a.J'J^^  +  m* \/^.^/J  —  ZmfS^f^zszo^  (N) 

Les  équations  (M)  et  (N)  serviront  à  déterminer  la 
valeur  de  S^  lorsque  celle  de  /^'  sera  connue^  et 
réciproquement  y  ou  bien  elles  serviront  à  vérifier  ces 
valeurs  ^  si  elles  ont  été  calculées  séparément. 

Il  £siut  toutefois  i^emarquer  que  sll  arrivait, 
comme  cela  a  lieu  en  effet ,  qu'une  partie  des  va- 
leurs de  cT^  et  de  ^^  fÙt  liée  pat  Téquatiolti  de  con- 
dition 

my/a.^l^  +  m!  \fa'JCz=^o,   (L) 

toutes  les  inégalités  qui  satisferaient  à  cette  équa<^ 
tion  n'ajouteraient  rien  aux  équations  (M)  et  (N),  en 
sorte  qu'on  pourrait  en  faire  abstraction  sans  nuire 
à  leur  exactitude.  D^ailleurs^  le  dernier  terme  dé 
I équation  (M)  étant  une  très  petite  quantité,  d'après 
ce  que  nous  avons  dit  n^  62,  chaque  couple  d'i-^ 
négalités  correspondantes  de  cTi^  et  de  S"^  satisfera 
toujours  en  général,  a  très  peu  près>  à  l'équation  (L). 
U  ne  suffit  donc  pas  que  les  valeurs  que  l'on  a  trou- 
vées pour  cTÇ  et  /^'  vérifient  l'équation  (M) ,  pour 
qu'on  puisse  en  conclure  que  ceis  valeurs  sont  les 
expressions  complètes  de  ces  quantités  ;  il  faut  qu'on 
se  soit ,  de  plus ,  assuré  >  par  le  calcul  direct ,  que 
Ton  n'a  omis  aucune  des  parties  de  ces  inégalités  qui 
peuvent  acquérir  une  valeur  sensible. 

64.  Déterminons  maintena[nt  les  inégalités  de  la 
longitude  de  Tépoque  correspondante  aux  précé- 
dentesw  Ces  inégalités  devront  être  ajoutées  à  ceikn 
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du  moyea  mouvexûent  dans  lexpression  des  longi-» 
tudes  mojrednes^ 

Reprenons  la  formule  (a)  du  n"  4^»  qui  déter* 
mine  la  variation  de  £.  Cette  formule ,  en  intégrant 
et  en  négligeant  les  cubes  des  excentricités ,  donnera 

En  changeant  dans  cette  expression  tout  ce  qui  est 
relatif  à  m  en  ce  qui  se  rapporte  à  m!,  R  en  R'^  oa 
aura  l'expression  de  cTi'. 

Examinons  successivement  les  différens  termes  de 
cette  formulé.  Le  premier  ne  peut  donner  dans  J't 
de  ternies  divisés,  par  (Sn'-^^ny  qu'autant  qu'on  con- 
sidérera dans  /R  les  termes  qur^oot  déjà  pour  divi- 
seurs 5/i'  -^  3/1  ;  si  l'on  se  borne  donc  à  ces  termes , 
la  valeur  de  /R  rapportée  n""  58 ,  donnera  sim^ 
plement 

J'r  et  J^r^  désignant  les  variations  des  rayons  ellip-* 
tiques  des  deux  planètes  dépendantes  de  largument 

5nft  —  2nt ,  et  —  A^"^  étant  la  partie  non  périodique 

du  développement  de  K.  Nous  réduisons ,  comme 
on  voit ,  cette  partie  à  son  premier  terme  ;  elle  ren- 
ferme ,  de  plus ,  des  termes  dépehdans  des  carrés  des 
excentricités  et  des  indînaisons  ;  mais  ces  termes  ne 
donneraient  que  deâ  quantités  dé  l'ordre  de  celles  que 
nous  négligeons^  puisqueVret  JV^  sobtdéjà  de  Tordre 
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des  cubes  de  ces  mêmes  élëmcas;  on  peut  (Une  ne 
pas  y  avoir  égard. 

Cette  valeur  différentiée  par  rapport  à  a ,  en  regar^ 
dant  comme  constantes  les  variations  S'r  et  cT/^  don- 
nera 

Supposons  aux  valeurs  de  J^r'et  de  /r'  cette  forme  V 

ÎI  =     a/  [P  un  (&«'«  —  int  +  5«'—  at)  +  P  eos(5rt'(-*  ant  -f»5^— ••)], 
j^  =—  %J'l9  m  (5«'<  —  avK  +  V—  at)  4-  P^co«(5«'i  -  anH-  5#'—  at)], 

OQ  aura  s 

^^-s  a.  ~£r^/  [P«n(5«'/-aiil4-5é'-af)+Fco^5n'£— a««+5f'— at)I, 

Nous  avons  Ironvé  ^  n^  58 1 

y 21*1  iw  ^  ^  Smn  i/ 

On  aura  donc,  en  ne  conâdérant  que  le  premier 
terme  de  la  formule  (^) 

t^^2^^,a'a*^P .  [<iT'»m(5/f'/-aitf-h5f'-ai)'«Teoi(5ii'i'aiit+5<''ai] 


-'— '  d»X 


Considérons  le  second  terme  de  la  même  £3rbinle. 
Les  seuls  termes  divisa  par  {Sn!  -^  an)*  qui  puissent 
en  résulter  dans  ^t^  sont  ceux  qni  dans  la  valenr  de 
fâK  ont  d^à  5rf —  an  pour  divî 
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Si  Ton  suppose  donc 

R  =  mT  sin  (5»'  4  —  in£  +  5f'—  at)  +  m'Fcos  (5n^r  — »  anC  -f-  5f '  -^  ai)  ; 

d'où  Ton  tire 


am'/i 


Il  faudra  combiner  dans  cp€  U  valeur  précédente  de 

fdK  avec  celle  de  y-  qui  résulte  de  la  partie  non  pé- 

riodique  de  R  ;  c'est-à-dire  qu'en  ne  considérant  que 
Ijs  second  terme  de  la  formule  (2)  on  aura 

if  «s=;r-; .^rtfa-3— « .  [«'Pain  [5n'«-a/i«-f-5f '-«•)— tf'Pcos(5ii'«-a/ît-f-5i'-;a«)]. 

Si  l'on  ajoute  cette  partie  de  la  yalear  de- /s  à  la 
précédente ,  en  observant  que 

,  ,  «PAC»)  -  JA-fî         ,  4*AW 


«       # 


dada'  .    da     '        '     da 

% 

qn  trouvera,  en  vertu  de^  dêuxi  premiers < termes v de 
la  formule  (2). 

_aTO^»nVt*     /       ,^A(0        ,     J«A(«)\  rtf'P<jiin(5n'«— ani-+^f'— ai)^ 
'•"-(5A/-a/i)^  A  ««-3J-+^««"  JtfT-^|_yPco,(5n'/-anH-5t'-af)l 

'     '■(5//-a.ô'A'*'''^":5^'^''''  "3â«"~;i-aTco8(5n'/-anf-f-5<.2,)i* 

et  par  une  analyse  semblable  pour  \^  partie  çorres- 

,  «  a  •  *    »   * 

poàdante  de  cTe',  on  aura 

^         5rfi»nf*    f     ,dJ^        ,jrf'AÇ;2^M''^""^^'*''^^'"'"^*'""''^' 
r=""(5/i'-a7i)»  V  '*'"7?â^"*"^''    "Si'»  >/i-iiTios(5/i'«-a/i<+5/-af)f 

I^e  ^rpisième    terme  de  l!exprpssion ,  (2)  ije  peut 
^opner  aucun  |çrmp  de  Vespèce  de  ce^x  qije.pp^s 
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eiDosidéroitô  lorsqu'oQ^  néglige*  les  quantités  dëpen^ 
dantes  des  paissances  deS'  excentricités*  supérieures 
à  la  troisième.  En  effet,  pour  avoir  ces  termes,  il 
suffit  de  supposer 

%     da  ^     ^     da 

Cette  expression ,  différentiée  par  rapport  à  c ,  sans 
faire  varier  S^r  et  JV,  se  réduit  à  zéro. 

Passons  au  calcul  du  dernier  terme  de  la  valeur 
de  Je.  En  n'ayant  égard  qu'à  ce  terme,  on  aura 


Se^-^^fndtfeSa—^  aSe\ 


dK 
de' 


Il  est  clair  que  les  seuls  termes  qui  puissent  avoir 
{Sn'-^any  pour  diviseur  sont  ceux  de  ^a  et  de  J'e 
qui  dépendent  de  lai^ment  5n^t — ant,  combinés 

avec  les  termes  non  périodiques  de  e  ^  et  de  ^  • 

dK 

Or,  ^  -^  ^st  une  fonction  du  second  ordre  par  rap-» 

port  aux  excentricités,  et  les  termes  de  J^a  dont  il 
s'agit  sont  déjà  du  troisième  ordre;  il  ne  résulterait 
donc  de  cette  combinaison  que  des  termes  du  cin- 
quième ordre  relativement  aux  excentricités^  quan- 
tités que  nous  n^ligeons.  Tenons-nous-en  donc  à 
considérer  les  termes  de  /é  qui  naissent  de  la  snbsti^ 
tation  de  la  valeur  de  /e.  On  a  pour  la  variation 
de  rexcentridté ,  n*  4^  ,  livre  II  ^ 

%  edm 

La  preoiiere  partie  de  ortie  exprcMoane  petfl  don* 
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zi^r  diins  it  atycun  terme  dn  genre  de  ceux  dont  A 
«^iigit^  par  la  même  raison  que  préoédemmetït  ;  il 
Suffira  donc  de  considérer  la  seconde.  En  n'ayant 
égard  qu'aux  termes  qui  dépendent  de  l'ar^ment 
hrJt — :mt y  on  a,  u*  56, 

m' an    VdV  .    ,^  ,  ^ ,        .      à^  T 

On  aura  donc  par  la  substitution  de  eette  valeur 

et  en  changeant  tout  ce  qui  eçt  relatif  à  ml  en  ce  qui 
est  relatif  à  m ,  et  réciproquement  y  on  aura  pour  la 
partie  correspondante  de  i^^ y 

F  et  F'  désignant  respectivement  les  parties  cons- 
tantes du  développement  de  R  et  R^  Si  l'on  n'a  égard 
qu'aux  termes  dépendans  des  carrés  des  excentricités 
et  des  inclinaisons ,  on  a 

F=— ACo)+^'H(e«+0+— «^'H'co$(iir'— â»)— ^ûrfBC'VV 
a  o  2  o 

OÙ  Ton  fait  pour  abréger 


et  en  multipliant  par  -7  l'expression  de  F  ^  on  aura 
Fexpréision  de  F^ 
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64-UtttaÎ8éde  s'assoferqiitlesvmTialîoosdeBezcenr 
triâtes  et  des  longitudes  des  périkâies  ne  coètienoMit 
aaqune  inégalité  de  Fespèce  de  celles  qoe  noiis  venons 
de  considérer  ici ,  c'est-à-^dire  aucaa  tennis  dépen** 
dant  de  Targument  de  la  grande  inégalitë  du  second 
ordre  par  rapport  k  la  force  perturbatrice ,  et  qui 
ut  pour  diviseur  la  très  petite  quantité  (5»'— 'aii)% 
du  moikis  tant  qu'on  n'a  égard  qu  aux  termes  dépeil-* 
dans  des  troisièmes  puissances  des  excentricités  et 
des  inclinaisons;  il  n'en  saurait  donc  résulter  dans  les 
expressions  des  longitudes  vraies  de 'm  et  de  m'  qw 
dtô  inégalités  insensibles.  En  réunissant  par  consé«< 
quent  les  diverses  inégalités  des  moyens  mouvçjtneiis 
de  m  et  de  7?»^  qui  résultent  des  combinaisons  énu*^ 
mérees  n^  5j ,  et  celles  des  longitudes  des  époques 
que  nous  venons  de  déterminer,  et  en  désignant 
P^^c^C»  ^Cf  cTi^etcTé^  ces  sommes,  pour  déterminer 
les  inégalités  correspondantes  du  mouvement  en  Ion* 
gitade  de  m  et  de  m',  on  aura 

Ces  équations  donneront  les  parties  les  plus  sen« 
sibles  des  deux  grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de 
Saturne  dépendantes  du  carré  des  forces  perturba- 
trices. 

65.  Nous  n'avons  considéré  jusqu'ici  parmi  les 
termes  de  cet  ordre  que  ceux  qui  sont  relatifs  à  Tar- 
gument  de  la  grande  inégalité;  mais  on  peut  tenir 
compte  des  principales  inégalités  de  Jupiter  et  de  Sa- 
turne, dépendantes  de  la  seconde  puissance  de  la 
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force  perturbatrice  y  et  relatives  à  un  argument  quel- 
conque  de  la  manière  suivante. 

Soit  H  cos  (mY  — *-  int  •+-  A)  un  terme  du  dévelop- 
pement de  R,  et  soit  K sin(r/i^  —  int  +  B)  rioëga- 
lité  qui  en  résulte  dans  le  mouvement  de  m.  L'ex- 
pression de  K^  d'après  ce  que  nous  avons  dit  n"*  28  , 
aura  pour  diviseur  l'une  des  troi^  quantités  (z'n' —  m)% 
(iW —  in)  ou  (zW — in)it:n.  Maintenant,  si  l'on  veut 
avoir  égard  aux  termes  dépendans  du  Carré  de  la 
force  perturbatrice,  il  faudra,  à  la  place  de  n't  et  de 
Ht ,  substituer  fndt  et  fndt ,  et  faire  croître  dans  H 
et  A  les  élémens  de  Torbite  elliptique  de  leurs  varia- 
tions. Mais  on  a  fridt  =  n^t  +  Ç''  et  fndt  zz^nt-^^^Ç; 
il  faudra  donc  dans  le  terme  ¥L  cos  (fn't — r/i^-f-A) 
augmenter  les  longitudes  n't  etntdel^  et  de  Ç',  et  en 
n'ayant  égard  dans  les  valeurs  de  ces  quantités  qu'aux 
termes  relatifs  à  la  grande  inégalité  :  il  en  résultera 
dans  R  un  terme  du  second  ordre  de  là  forme 
A:H  cos  [i'n't  —int  d=(5n'>t  —  stnt)  -f-  A  +  C] ,  et  l'iné- 
galité correspondante  de  m  aura  pour  diviseur  ^ 
[i'n^  —  in  ±  (5/z'  —  an)  ]%  i'n'  —  m  ±  (5w'  *—  2/2) , 
vn — in rfc: \pn  —  7n)'±in.  Si  i/i  —  in  om m  — inzizn 
ne  sont  pas  de  très  petites  quantités  de  l'ordre  Sri — 27^, 
on  peut,  dans  ces  diviseurs,  négliger  Snl  —  2/1  de- 
vant in!  —  in  et  iv!  —  inzizn;  en  sorte  que  l'iné- 
galité correspondante  à 

.  /:Hcos[/V---m«±(5»'/---2nO  + A-+rC] 
sera 

ÀK  sip  [i'n't  — intdt:  {Sn't  —  airt) + B  +  Cj , 
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quantité  qui  est  rexpression  de  la^  v^mtioQ  de 
Ksin  {fn'  —  int  -f-  B)  lorsqu'on  augmejate  iJl!  et  nt 
de  leurs  grandes  inégalités.  Ainsi  donc  y  dans  les  iné- 
galités de  Jupiter  et  de  Saturne ,  qui  ne  dépendent 
pas  de  Fargument  Sn't  —  nnty  ou  dans  lesquels  le 
coefficient  de  t  ne  diffère  pas  de  la  quantité  M —  ^n 
du  coefficient  n  pour  Jupiter^  ou  du  coefficient  n'  pour 
Saturne^  on  aura  égard  aux  termes  du  second  ordre , 
en  augmentant  n't  et  nt  de  leurs  grandes  inégalités 
dépendantes  de  l'angle  Sn't  —  ant. 

Quant  aux  inég^ités  résultantes  des  variations  re- 
latives à  langle  Sn't  — >  272/  des  autres  éléii)ens  de 
Forbite  elliptique,  comme  ces  variations  sont  tou- 
jours très  peu  considérables  par  rapport  à  celles  du 
mojren  mouvement  ^  on  pourra  les.  regarder  comme 
tout-à-fait  insensibles. 

66.  Lorsqu'on  aura  déterminé  toutes  les  inégalités 
du  mouvement  d'une  planète  ,  dépendantes  d'un 
même  argument  9  QQ  en  fera  la  sqnime ,  et  on  les 
réunira  ensuite  en  un  seul  terme ,  oomme  on  IV  dit 
n«  5o.  Soit 

K  sin  (i'n't  —  int  -H  i^k'  t^  ie  -+-  A) 

Imégalité  qu'pn  obtiendra  de  cette  manière;  K  et  A 
étant  des  fonctions  des  élémens  des  orbites.,  leurs  va- 
riations séculaires  peuvent  avoir  de  l'influence  sur 
les  valçurs  de  ces  quantités.  Si  Ion  juge,  l'inégalité 
assez  considérable  pour  y  avoir  égard,  on  pourra  le 
faire  par  la  méthode  du  n^  29.  On  calculera  la  même 
inégalité  pour  une  époque  éloignée  de  deux  cents 
^ps  de  la  première,  soient  A'  ^t  B'.  ce;que:d^vien9eiit 
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ftlors  A  et-B;  on  anra 

dS.        K'-K      dX        À'— A 
dt.  aoo  ^<  200 


On  aura  donc  pour  un  temps  t  quelconque  compté 
en  années  juliennes ,  à  partir  de  l'époque  qu'im  a 
choisie^  ' 

^K  +  ^^)sin(iV<  — m«  +  ïV  — K  +  A  +  «^); 

et^  sous  cette  forme  ^  cette  valeur  pourra  s'étendre  à 
plusieurs  siècles,  sans  erreur  sensible. 

La  détermination  des  deux  grandes  inégalités  de 
Jupiter  et  de  Saturne  exige  qu'on  ait  égard  aux  ter- 
mes dépendans  du  carré  du  temps  dans  la  partie  qui 
a  pour  diviseur  (5/2'—  aw)*,  et  qui  est,  par  cette  rai- 
son, très  considérable.  En  ne  considérant  que  ces 
termes,  on  a,  n'  4^  » 


Les  valeui'Sde  P,  P'  et  de  leurs  différences  se  rap- 
portent à  un  instant  quelconque.  Si ,  pour  fixer  les 
idées ,  on  prend  pour  époque  Tannée  1800  j  que  pour 
abréger  on  fasse 

9,  F  et  leurs  différences  se  rapportant  ici  f  à'époquc 


DU  SYSTÈME  DU  MONINS.  969 

de  1800,  on  aura  pour  un  temps  quelconque  /(,  e^ 
obligeant  les  puissances  de  t  supérieures  à  la  se^ 

conde. 

Les  valeurs  de  Q ,  Q'  et  de  leurs  différences  s'oIh 
tiendront  sans  peine  lorsque  celles  des  quantités  F  et 
P'et  de  leurs  différences  seront  cpnnues^  on  pourra^ 
dans  ces  valeurs,  n'avoir  égard  qu'aux  premières  et 
secondes  différences  de  P  et  de  F',  et  ces  quantités  se 
détermineront  comme  on  l'a  vu  n^  sg* 

Si  Ton  veut  réduire  à  un  seul  terme  l'inégalité  pré- 
cédente ,  on  la  calculera  pour  les  trois  époques  de 
1800,  2S00  et  2800,  éloignées  de  5oo  ans  l'une  de 
l'autre.  Soit  L  sin  (5n^t  —  2rU  +  5«'  •—  2ê  +  ff)  cette 
inégalité  réduite  à  un  seul  terme  pour  1 800,  et  soient 
V,  &f  U\  Ç\  ce  que  deviennent  L  et  f  aux  époques 
de^Soo  et  de  2800,  c'est-à-dire  lorsqu'on  fait  res*- 
pectivement  f  :==5oo  et  ^  =  1000  dans  la  valeur  de 
h^  on  aura  pour  un  temps  quelconque  t^  compté 
de  1800, 

les  différences  de  L  et  ^  se  rapportant  à  l'époqqe 
de  1800,  et  étant  déterminées  par  la  méthode  du 
0°  :29.  On  aura  ainsi 


dL_4L'  — 3L  — L* 

L'—  2L'  +  L 

dt      '           1000           ' 

«ft«  ■ 

~^       aSoooo       * 

éH         4C-3C  — C" 

«/•C 

C— aC+ff 

dt                        lOOO             ' 

A» 

aSoooo      ' 
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pothèses ,  parmi  lesquelles  on  choisira  celle  qui  s'ac- 
corde le  mieux  avec  Tobservaiioo. 

Soit  donc  ds  1  élément  de  la  courbe  décrite  par  la 

(lis  \* 
-zr)  l'expression  de 

la  résistance  du  fluide  qu  elle  traverse,  p ,  qui  repré- 
sente la  loi  de  la  densité  du  milieu ,  étant  une  fonc- 
tion quelconque  de  la  distance  de  la  planète  au  centre 

du  Soleil,  en  sorte  qu  on  a  généralement  ptï±Kç  0\ 

en  nommant  r  le  rayon  vecteur  de  la  planète  et  ^un 
coefficient  constant.  Cette  résistance  s'exerce  évidem- 
ment en  sens  opposé  au  mouvement  de  la  planète  ; 
en  multipliant  donc  son  expression  par  les  cosinus 

",  ^,  ^qûe  forme  ^élément  cfr  avec  les  axes  coor- 
donnés ,  on  aura  pour  les  trois  composantes  respec- 
tivement parallèles  à  ces  axes 

ds      dx  ds    djr  ds    dz 

~f^dî^'dt'   ^^  dt    It'   ~PdF    dt' 

Faor  déterminer  les  perturbations  que  ces  forces' 
introduise<it  dans  le  i&ouveoient  de  la  planète ,  m 
M^gardera  son  orbite  comme  une  ellipse  "variaMe , 
dont  on  déterminera  leâ  élémèod  par  la  métbode 
ordinait^.  Ne^s  potirrions  déduire  les  variations  de 
ces  clémens ,  des  formules  que  nous  àvoud  donnée 
tiP5ï,  livre  III,  et  qui  s'appliquent  immédiatement 
au  cas  oh  la  résistance  de  l'éther  est  la  force  per-> 
turbatrice  qui  agit  sur  la  planète  ;  mais  notts  prD<- 
fiterons  de  cette  occasion  pour  montrer  comnent , 
par  la  simple  com^binaison  des  fotiftiules  du  mouvê- 
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teot  elliptique ,  où  peut  obtenir  très  aisément  les 
Pressions  des    élénicns  de   l'orbite  troublée  soas 
^orme  qu'il  conviendra  de  leur  donner. 

1  désigne  comme  précédemment  par  R  la 

foncl^^^erEurhatrice,  et  qu'on  néglige  la  masse  de 

la  plai^^levant  celle  du  Soleil  prise  pour  unité,  ce 

hii  équations  difiërenlielles  du 

ubté   donneront  d'abord  les  quatM 


(■) 


xij—ydx  _^^i    zàx~ 


îpliqoe ,  R  est  nul ,  et  les 

nations  précédentes  se  ré- 
,  on  a  donc.  . 


:  -{-^ 


Lea  trois  quantités  ^cdt ,  -c'dt ,  \  c"dt ,  represèti- 
tent  les  aires  décrites  par  le  rayon  vecteur  dé  m,  -pcn-^ 
dant  l'instant  dt  sur  chacun  des  plans  de  projection , 
et  la  racine  de  la  somme  de  leurs  carrés  l'aire  décrite 
sur  le  plan  même  de  l'orbite  ;  cette  aire  est  égale 
d'ailleurs  à  î  ^a{  i  — e')  dt ,  n*  30,  livre  II ,  en  sot^ 
Tome  IU.  18 
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ipi'on  aura 

a(i  ~  e*)  =  £?•  +  c'»  4-  c"\ 

Si  rpQ  prend  pour  plan  de  projection  le  plan  de 
Forbîte  primitive  de  la  planète ,  c'  et  c"  seront  de 
Tordre  des  forces  perturbatrices  ;  en  négligeant  donc 

k  carré  de  ces  forces,   on  aura  \/a(i — e*)=sc. 

Quant  aux  quantités  c'  et  c^',  elles  déterminent  k 
position  du  plan  de  l'orbite  ;  et  en  nommant  ^  son 
inclinaison  sur  le  plan  fixe ,  et  8  la  longitude  de  son 
nœud  f  on  a  ,  n*  5o  ^  livre  IIL 

c'sas  y/aÇt  — «•Jsin^cos  9,  c*= — \/^x(i — e')sin^  siûfl. 


En  faisant  donc,  comme   dans   le  n*  4^  livre  II, 
sin  9  sin  9  =/>,  sin  (p  cos6  =sq  ,on  aura 


c" 


Cela  posé ,  si  Ton  différentie ,  conformément  à  la 
tbéorie  des  variations  des  constantes,  les  équations  (2), 
en  faisant  varier  à  la  fois  les  omstantes  ei  les  varia- 
bles qu'elles  renferment ,  et  qu'on  compare  ensuite 
ces  différentielles  à  celles  des  équations  (i)»  on  aura, 
pour  déterminer  les  quatre  constantes  a,  e,  p,  ç  que 
QOUf  a,v0DS  9iibS|tituées  aux  constaateft  a,CjC%  c^,  les 
équations  suivantes  : 
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d.\/a{i  — c«)  ^dt.{^Xj-—XjA, 


(3) 


dK  dK\ 

Tj 

, A /^\ 

équations   auxquelles   nous  étions    déjà  parvenus , 
n*  3o  ,  livre  III. 

On  déterminera  donc  immédiatement  ainsi  les 
qaatre  principaux  élémens  de  l'orbite  troublée;  les 
deux  autres  peuvent  s'en  déduire  avec  la  même  faci- 
lité. En  effet ,  par  les  formules  du  mouvement  ellip- 
tique, on  a 

r  -=:  a{i  — ecosi^), 

«i  +  é- — «=  e  —  èsina, 
tang  \  {v  —  c,)  =  y/tS  tang  \  «• 

Ces  équations ,  ainsi  que  leurs  différences  pre- 
mières y  doivent  également  convenir  à  Tellipseinva-* 
fiable  et  à  l'orbite  troublée ,  ce  qui  exige  que  leurs 
différentielles,  prises  relativement  aux  constantes 
qa  elles  renferment  et  aux  quantités  qui  varient  avec 
elles ,  soient  nulles  d'elles-mêmes*  On  aura  ainsi , 
n»  5i  ,  livre  III , 

àa[\  — ecos^u)  —  arfecos?<-f-açiiwsintt  =  o, 
it  —  €i<»  +  ^6sin  u  —  rf«  (  i  —  ccos  w)  ;=  o , 
^  y/i — e*  ( I  — ecos «)•+-  dsMM'^'du^ i  *—«')«=  o. 
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Ces  trois  équations  suffisent  pour. déterminer  diel 
dcû,  en  fonction  de  de  et  de  da.  Si  Ton  substitue  dans 
les  deux  dernières  la  valeur  de  du  tirée  de  la  pre- 
mière ,  on  aura  les  deux  suivantes  : 

ae  \^j  —  e*<i»sînw + ad€{e-^ cosu)-^  da{ i  • — e')=  o ,n 


{de — dcû)aesin  u  +  arfe(e-^cosM)+^(  i — ecostt)* =o  j 
ou  bien  en  ajoutant  ces  deux  équations  : 

di,  —  dG>{  I  —  V  I  —  e'  )  =  — ^ ^ — : . 

^  ^  aesvn  u 

Cetle  dernière  équation  peut  prendre ,  comme  on 
sait,  une  forme  très  simple.  En  effet,  on  a 


m 


d,a{i  — €*)  =  2  \/a{\  — e^).d.\/a{i — e'), 

et  en  substituant   pour  da  et  d  .  \/a(i  — e*)  leurs 
valeurs,   en  observant  qu'on   a 

I 

et  faisant  attention  aux  valeurs  de  dûc  et  djr  données , 
n»  5  If  livre  III,  on  aura 

déj=  dm\[  ï  —  v^T^::^*")  —  aandt  (  r^)  ,  (5) 

équation  à  laquelle,  nous,. sommes  déjà  paryenus, 
n*  cité.  ï!.  , 

En  substituant  dans  la  première  des,  équations  (4) 
pour  da  et  de  leurs  valeurs ,  on  aura  la  valeur  de  do), 
et  l'équation  précédente  donnera  cèllef  de  dî  quand  la 
valeur  de  dco  serd-déteritiinée.s     .      -  .    *  4 
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Oq  aura  donc  ainsi  les  différentielles  de  tous  les 
élémens  de  l'orbite  exprimées  au  moyen  des  diffé- 
rences partielles  de  la  fonction  perturbatrice  rela- 
tives aux  coordonnées  de  la  planète  troublée.  On  peut 
donner  à  ces  formules  différentes  formes ,  selon  les 
cas  où  Fon  se  propose  de  les  employer.  Si  au  Heu  des 
coordonnées  rectangulaires  ou  veut  faire  usage  des 
coordonnées  polaires  r,  u,s,  on  observera  quen 
regardant  R  comme  fonction  de  ces  quantités^  on  a 

dr  dv  ^    ds 

Nous  avons  supposé  dans  ce  qui  précède 

en  négligeant  les  quantités  qui  sont  de  l'ordre  du 
carré  des  forces  perturbatrices^  on  a  d'ailleurs 

x  =  rcos(i' — G?),    ^  =  rsin(i^  —  ûd),     z  =  rs. 

£q  comparant  donc  ces  deux  expressions  de  ^'R  après 
avoir  substitué  pour  dxy  dy,  et  dz  leurs  valeurs,  oa 
trouvera  ,  aux  quantités  près  que  nous  négligeons  y 

dK    ,        dK,        dR 
dx       ^   dx  (ù*  ^ 

dR  _      dK_  dK 
djr  '  dx  "^    dv* 

dz    ^     r  ds*' 

» 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  (3) ,  (4) 
et  (5),  et  en  exprimant  les  sinus  et  cosin^us  de  Fapo»* 
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oialie  excentrique  a  en  fonction  da  sinus  et  du  costnu» 
de  ranomalie  vraie  v  — 19,  on  aura  ks  variations  de 
t&a»  les  élémens  de  Torbite  exprima  par  des  for^ 
mules  qui  ne  contiendront  que  les  différences  par^ 
tielles  de  la  fonction  R  relatives  aux  coordonnées 
polaires  de  m  multipliées  par  des  fonctions  de  ces. 
coordonnées. 

Enfin  ^  si  Ion  observe  que  Ton  a,,  n"*  4 ^ 

^R_^    .    dK 
ds^  ndt 

JR  i{R 


a 


dr  da    ' 

.     .  X  rfR  ^R  .  .  rfR  dR 

sin(R-a,)-^=:^-;  cos(i;-^)-^  = -^, 

eu  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  pré- 
cédentes y  les  variations  de  tous  les  élémens  se  trou- 
veront  exprimées  par  des  formules  qui  ne  contien- 
dront que  les  différences  partielles  de  la  fonction 
perturbatrice  relatives  aux  élémens  de  l'orbite  ellip- 
tique ,  multipliées  par  des  fonctions  de  ces  élémens 
indépendantes  du  temps ,  conformément  an  théorème 
démocitré  généralement  dans  Je  n*  17  ^  du  livre  IL 
Nous  avons  vu  les  avantages  de  cette  manière  d'ex- 
primer les  variations  des  élémens  de  Forbite  ellip- 
tique dans  la  théorie  des  inégalités  planétaires. 

69.  Revenons  maintenant  à  la  question  qui  nous  oc- 
cupe ici ,  et  déterminons  par  les  formules  précédentes 
les  altérations  de  Torbite  de  m  dues  à  la  résistance 
du  milieu  que  cette  planète  est  obligée  de  traverser. 

Mous  avons  représente  par  -j-  \    ,   '  IT  '  ^  forc«s^ 
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qui  sollicitent  m  dans  le  sens  de  ses  coordonnées 
rectangulaires ,  on  aura  donc  dans  ce  cas^  n**  67  « 

dR dsét     JR  dséfy-     dVi  dsds 


On  voit  que  z  étant  de  Tordre  des  forces  perturba- 
dz 


dR 

trices  -j-  est  une  quantité  de  l'ordre  du  carré  de  ces 


forces ,  on  peut  donc  supposer  -^  =s  o,  ce  qui  donne 

p  =:  constant  ^  9  s=  constant  ;  c'est-à-dire  que  l'ac- 
tion du  milieu  résistant  n'inftue  pas  sur  la  position 
deTorhite  de  m,  ce  qui  devait  naturellaùient  résulter 
en  effet  de  la  supposition  que  nous  avons  faite ,  que 
la  résistance  du  milieu  était  une  force  qui  s'exerçait 
tangentîellement  à  chacun  des  élémens  de  la  courbe 
décrite  par  le  mobile. 
En  observant  que  Ton  a* 

dx*  -h  djr^  +  ch^  =  ds* , 


■  i^aÉii 


xdf  — fdx  =  r^du  z=:dt  \/a{i  — «•)  - 
Les  valeurs  précédentes  donneront 

££R  JR   I      JR  ^*rf'    _i     .      j  \  rdsdt 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  (3) 
et  (4)1  en  observant  que  par  les  formules  du  mouve- 
ment elliptique  on  a 
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r^di^  =  a^ndt  V  i — ^*  9 

<&• dx'^+djr^+dz^ 2        i i+ècos  ir 

dF"  dp  "~  r       a       a(r— ecosii)  ^ 

3 

et  a*  72=:  I  ^  OB  trouvera  sans  peine 

au  =:  —  2apas{ r-i, 

^       \i  —  e  cos  u/  ' 

rfe  =  -  af t&  rHjZ^liSîiLl , 

'  L     I  —  C  cos  M     J 

ecicù  =  —  apay  ( ) , 

</c  —  deû(ï — \/i  — e*)=ap€&6  6m«^. 

On  peut^  dans  ces  formules,  substituer  à  la  place 
de  ds  sa  valeur  en  u  ^  en  sorte  qu'elles  se  trouveront 
toutes  exprimées  en  fonction  de  l'anomalie  excen- 
trique. En  eflTet,  on  a 

ndt  =  du(  I  — 6COSi^)^ 
d'où  ,  en  observant  que  — -=  =z  a  ,  on  conclura 

n  Y  à 

ds=:adu  \/i  —  e*cos*w. 
On  aura  donc  ainsi  i 


^rt  =  —  2a^pak\/ •. 

^       V    I  —  c  eqs  u  ^ 
j-  /  *\   _»  /i  -h  e  cos  tt 

dez=s:  —  20(1  —  e^jpau  cosuif ^ 

w       •  ^^~  c  cos  U 

edcù  =  —  aa  v/ 1  — ^pduûn  u  y  — — 


i^ 


e  cos  M 


e  cos  u  ' 


I —  Vi — e'  — e'dbsMn/— ï- ^,,, 

^  ^  V   I  —  e  cos  tt' 
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En  nommaDt  Ç=:  fndt  le  moyen  mouvement  dans 

l'orbite  elliptique ,  on  a  dans  l'orbite  troublée ,  n*  4^, 

livre  II , 

d(  =  —5andt/{fR. 

On  aura  donc,  par  ce  qui  précède , 


dC=5adu(i  -ecosu)fpdu^^±±^^.  (7) 

70.  Ces  formules  donneront  les  variations  des  élé- 
mens  de  Torbite  elliptique  dues  à  la  résistance  du  mi- 
lieu que  la  planète  est  forcée  de  traverser.  Pour  les  in- 
tégrer^ il  faudra  supposer  connue  la  loi  de  la  densité 
du  milieu  >  ou  la  valeur  de  p.  On  observera  d'abord 
que  la  fonction  p  doit  éti^e  supposée  une  très  petite 
quantité^  puisque  les  perturbations  causées  par  la 
résistance  du  fluide  éthéré  sont  elles-mêmes  très  peu 
considérables,  ce  qui  permet  de  négliger  son  carré  et 
de  regarder  a  et  e  comme  constantes  dans  le  second 
membre  des  équations  précédentes;  on  pourrait  d'ail- 
leurs ,  par  des  approximations  successives,  tenir 
compte  ensuite  des  termes  négligés. 

La  valeur  de  p ,  comme  nous  l'avons  dit ,  sera 
eu  général  une  fonction  donnée  de  la  distance  r 
de  la  planète  au  centre  du  Soleil;  et  en  y  substi- 
tuant pour  r  sa  valeur  a(i— ecosw),  elle  de- 
viendra fonction  de  cos  u.  Supposons  qu'après  avoir 

multiplié  par  \/         ^^ —  cette  fonction ,  on  la  ré- 

duise  en  série  ordonnée  par  rapport  aux  cosinus  de 
f angle  ic  et  de  ses  multiples^  et  représentons  cette 
série  par 
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A  +  e  B  cos  M  -h  e*  Ccos2u  +  etc., 

A ,  B,  C  étant  des  fonctions  qui  ne  renferment  que 
des  puissances  paires  de  e ,  et  devant  être  regardées 
d'ailleurs  comme  des  quantités  positives ,  lorsqu'on 
suppose  que  la  densité  décroît  en  raison  inverse  de 
la  distance  au  Soleil.  Si  l'on  substitue  cette  valeur 
dans  les  formules  (6) ,  et  qu'ensuite  on  intègre ,  on 
en  déduira  très  aisément  les  valeurs  de  chacun  des 
élémens  elliptiques  de  l'orbite  exprimées  en  séries 
ordonnées  par  rapport  aux  puissances  ascendantes  de 
l'excentricité. 

Si  l'orbite  s'écarte  peu  de  la  forme  circulaire,  en 
sorte  que  e  soit  une  ti^  petite  fraction ,  en  négli-* 
géant  les  termes  dépendans  du  carré  et  des  puissances^ 
supérieures  de  l'excentricité,  on  aura 

cTrt  =  —  !ia*[ku  -f-  e(A  +  B)sini^] , 

iTe  =  —  2a[As\nu  +7 eB(M+î  sin  m)]  ,^ 

Ç  t=  ï  an{Au^  —  aeB  cosu  ) , 
eS'œ  =  2a(Aco&u  -f-  ^  eB  cos  2u) , 
J^£  =  —  a  (A cos  u+\eB  cos  nu). 

On  voit  par  ces  formules  que  la  longitude  du  fé* 
rihélie  ,  ainsi  que  celle  de  l'époque  ,  ne  sont  assu** 
jetties  qu'à  des  variations  dont  la  période  n'excède 
pas  la  durée  d'une  révolution  de  la  planète;  il  en  se- 
rait de  même  relativement  a  l'inclinaison  de  Torbite 
et  à  la  longitude  du  nœud,  en  ayant  même  égard 
au  carré  de  la  force  perturbatrice  ;  si  Ton  ne  coi^- 
sidère    donc  que   les  inégalités  qu'un    long  inter- 
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valle  peot  rendre  sensible ,  on  aura 

/a  =  —  2a*\u,  Je  =  —  aeBu ,  Ç  =  \anku^ , 
etTo  =  o,  cr€=o,  cr^=  o,  J<y  =  o; 

d'où  Ton  doit  conclnre  que  la  résistance  du  milieu 
n  altérera  à  la  longue  ni  la  position  du  plan  de  l'or- 
bite ,  ni  celle  de  son  périhélie  ;  mais  comme  A  et  B 
sont,  par  hypothèse ,  des  quantités  positives,  elle 
fera  décroître  indéfiniment ,  et  par  degrés  insensi- 
bles, le  grand  axe  et  Texceatricif  é.  L'orbite  se  rap- 
prochera de  plus  en  plus  de  la  forme  circulaire ,  et  il 
en  résultera  une  inégalité  sécul^re  dans  l'expression 
de  la  longitude  moyenne ,  et  par  conséquent  dans  la 
dtirée  de  la  révolution  de  la  planète.  En  effet, //w/^-f-c 
étant  la  longitude  moyenne  de  la  planète  dans  le  vide, 
la  variation  du  moyen  mouvement /m/if  introduira 

dans  cette  expression  l'inégalité  -  onAi^.  Ainsi  donc , 

en  vertu  de  la  résistance  du  milieu,  le  mouvement 
angulaire  de  la  planète  s'accélère  de  plus  en  plus , 
et  par  conséquent  le  temps  périodique  diminue  à 
chaque  révolution. 

Si  l'on  considère  les  variations  totales  du  grand  axe 
et  de  l'excentricité  pendant  une  révolution  entière 
de  la  planète,  on  aura  Jh^zzz  —  4^*A7r,  J^e:;^ —  aoeB^; 
ainsi,  par  l'effet  de  la  résistance  du  milieu,  l'or- 
bite se  rapproche  de  plus  en  plus  de  la  forme  circu- 
laire ,  tandis  que  la  distance  moyenne  de  la  planète 
au  Soleil  diminuant  continuellement ,  elle  doit  finir 
par  atteindre  b  surface  de  cet  astre. 

Au  reste ,  si  les  espaces  célestes  sont  remplis  par 
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un  fluide  très  rare ,  aucune  observation  n'a  indique 
jusqu'ici  que  ce  fluide  exerçât  la  plus  légère  influence 
sur  le  mouvement  des  planètes  ;  mais  il  serait  pos- 
sible quil  eut  une  action  sensible  sur  les  comètes, 
à  cause  du  peu  de  densité  de  la  matière  qui  les  com- 
pose ,  comme  nous  l'avons  dit  n""  ^o ,  livre  III. 

7 1  •  Considérons  donc  maintenant  le  cas  des  orbites 
très  excentriques  comme  celles  des  comètes.  Si  Ton 
n'a  égard  qu'aux  inégalités  séculaires  que  la  résis- 
tance du  milieu  peut  introduire  dans  le  mouvement 
de  la  comète ,  on  pourra  ne  s'occuper  que  des  va- 
nations  du  grand  axe ,  de  l'excentricité  et  du  mojen 
mouvement ,  puisque  celles  du  périhélie  et  de  la  lon- 
gitude de  répoque  ne  renferment  aucune  inégalité 
de  cette  espèce.  Reprenons  les  deux  premières  for- 
mules (4)  6^  I^  formule  (7)  ,  que  nous  écrirons  ainsi  : 

J>.^-  o^.  A^„r^(l±!Eg!3l-.  >/,_e.cos-«~l, 

J  ^       L  V/ 1  —  e'cos»  M  "J 

de=-^— ^ -l  pdu\  — — Vï — e'cos'M  L 

c       J  ^       Lv/i-e*cos'u  -i 

1^2(1  +ecosM)  , —1 

C = Zanfdtfidu  [^^=~=-- -  S/ ,  -e«cos-«]. 

Supposons  qu'en  développant  en  série  ordonnée 
par  rapport  aux  cosinus  de  l'angle  u  et  de  ses  mul- 
tiples la  fonction 

p  (1  4-  ecosi/) 
^/i  —  e*cos*M  ' 

dans  laquelle  on  substituera  pour  p  sa  valeur  en  fonc- 
tion de  2/ ,  on  ait 
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A  +  A'cos  w  +  A"cos  2  « +«tc, , 
et  supposons  que  la  fonction 

p  V^i  —  e*  cos*M , 

développée  de  la  même  manière ,   donne  la  série 
suivante  : 

B  +  B'  cos«  +  B''  cos  2  M  +  etc; 
en  négligeant  les  quantités  périodiques ,  on  aura 

cTû  z=  —  !2a*(2A  —  B)m  , 
/,==_?<iJI^(A_B)«,    ^(8) 
C=|a(2A  — B)tt% 

et  pour  déterminer  les  coefficiens  A  et  B ,  on  aura  , 

A   —   —  /  y  :  9 

wj  o     ^  1  _  e*  cos*  u 
B  =  —  I     fû?a  \/l  —  c'cos'm. 

Ces  deux  intégrales  définies  peuvent ,  à  l'aide  de 
>  transformations  très  simples,  se  ramener  à  la  forme 
d'intégrales  elliptiques  dans  un  cas  très  étendu ,  celui 
où  Ton  suppose  la  loi  de  la  résistance  exprimée  par 
une  série  composée  d'un  nombre  quelconque  de 
termes ,  et  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  des- 
cendantes du  rayon  vecteur  r  multipliées  par  des 
coefficiens  constans. 

Prenons  d'abord  pour  exemple  le  cas  le  plus  simple , 
celui  où  l'on  suppose  que  la  densité  du  milieu  est  la 
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même  dans  tous  les  poiats  de  l'orbite.  On  a  généra- 
lement, n*  67,  pz=Kçf-j ,  r  étant  le  rayon  vecteur  de 

la  comète,  et  qif-j  une  fonction  de  r  qui  devient  égale 

à  Funité  cpand  r=  i  ,  enfin  K  une  constante  qui 
dépend  de  la  densité  du  fhiide  à  l'unité  de  distance, 
et  de  la  masse  de  l'astre  en  mouvement.  Dans  le  cas 
que  nous  examinons,  on  a  donc  p  =  K,  et ,  en  obser- 
vant que  rintégrale  /  -—====.  est  nulle  entre  les 

limites  z^  =  o  et  i/  =  tt  ,  on  aura 

K  r^  du 


^  J  o     \/ï 


B 


K  r^  j 


Ces  intégrales  doivent  s'étendre,  comme  les  pré- 
cédentes, depuis  u:s=:o  jusqu'à  us=^;  mais  il  est 
clair  qu'on  obtiendra  également  leurs  valeurs  en  in- 
tégrant entre  les  limites  z/=o  et  z^^^^^tt,  et  en  ayant 
soin  de  doubler  les  résultats.  Les  expressions  de  A 
et  B  représentent  alors  des  fonctions  elliptiques  de 
première  et  de  seconde  espèce  ;  et ,  d'après  la  nola- 
lion  adoptée ,  on  aura ,  n"*  22 , 

A  =  ^F(e),  ;; 

B  =  ^E(c).  j 

I 
En  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  (8) y, 

et  en  les  étendant  à  une  révolution  entière  de  hi 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  1^7 

conète,  ce  qui  suf^pose  usssa^,  en  observant  de 

plus  qu  on  a  ~  ==:  -^  ,  on  trouvera 

cftï  =  —  8a«K[2  F(e) —£(«)] , 

eT/i  ==  I  MnK{pE{é)  —  E(e)]. 

Considérons  en  second  lieu  le  cas  qui  semble  in- 
diqué comme  celui  de  la  nature  par  l^inalogie  qu'il 
présente  avec  un  grand  nombre  de  phénomènes  sem- 
blables qui  se  passent  à  la  surface  de  la  Terre ,  celui 
où  la  densité  du  milieu  diminue  en  raison  inverse 
du  carré  de  la  distance  de  Tastre  au  noyau  que  ce 

miKeu  recouvre.  On  aura  alors  p  =  ^  en  désignant 

par  K  un  coefficient  constant,  ou  bien  en  mettant 
pour  r  sa  valeur^  on  aura 

1^ K(i  -t-gçottt)* 

l^fon  substitue  cette  valeur  dans  les  expressions  de 
A  et  B,  que  pour  abréger  on  £sisse  v/î~?cos^î=sA, 
ce  qui  donne  e*  cosi*  m  =  i  —  A*,  et  qu*oa  observe 
qu'on  peut  omettre  sous  le  signe  intégral  les  mul- 
tiples impairs  de  cos  u  y  on  trouvera 


«• 


B   3= 


ifL  r*  du/  a  \ 
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Or  y  par  la  théorie  des  fonctions  elliptiques ,' on  a  (^)> 

y    A*  3(1  —  e') \i—é^)  3(1  —  e')     ^'^''" 

on  aura  donc 

et  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  (8); 
on  trouvera 

Ces  deux  exemples  suffiront  pour  montrer  com- 
ment, en  étendant  la  même  analyse  au  cas  plus  général 
où  la  loi  de  la  résistance  est  exprimée  par  une  for- 
mule de  la  forme 

.     ,    B    -  C  ■      N    ,    ■ 

P=  A+  -  +  pï +  - +etc., 

• 

on  ramènerait  la  détermination  des  variations  des 
élémens  de  l'orbite  de  m  au  calcul  des  fonctions  ellip 
tiques. 

■      ■  i  ■  ^  ■■■■■■       ■<  ^      I  I       ■    ■       ■* 

(^)  Traité  des  Fondions  elliptiques,  tome  I",  page  a56. 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  -189 

72.  Nous  ayons  dit  que  jusqu'à  présent  les  observa- 
tions n  avaient  indiqué  dans  le  mouvement  des  plà'- 
nètes  ou  des  satellites  aucune  inégalité  dépendante  do 
la  r&istance  du  milieu  qu  elles  pourraient  avoir  a  tra- 
verser; les  formules  du  n**  70  peuvent  donc  être  regar- 
dées comme  des  résultats  analytiques  qui  sont  restés 
jusqu'ici  sans  application  dans  la  théorie  du  système 
du  monde.  Mais  il  n'en  est  pas  de  même  relativement 
aux  comètes  :  la  matière  étliérée,  s'il  en  existe  une 
autour  du  Soleil ,  pourrait  avoir^  comme  nous  l'avons 
yvLj  une  influence  sensible  sur  leurs  mouvemens,  à  rai- 
son de  leur  peu  de  densité  et  de  leur  proximité  du  So- 
leil vers  leur  périhélie.  En  effet  ^  on  a  remarqué  dans 
les  retours  au  périhélie  de  la  comète  à  courte  pé- 
riode de  1819,  celle  des  comètes  périodiques  qui  nous 
est  le  mieux  connue  en  ce  moment ,  quelques  inéga- 
lités que  le  calcul  de  ses  perturbations  n'a  pas  sufE 
pour  expliquer,  et  que  l'on  a  cru  devoir  attribuer  à 
l'effet  de  la  résistance  d'un  milieu  très  rare.  Quoique 
nous  soyons  loin  d'admettre ,  du  moins  quant  à  pré- 
sent ,  cette  explication  autrement  que  comme  une 
hypothèse  plausible,  nous  allons,  pour  montrer  l'u- 
sage  des  formules  précédentes,  en  faire  l'application 
au  mouvement  de  cette  comète. 

Selon  M.  Encke,  les  élémens  de  l'orbite,  en  iSSa^ 

étaient  z 
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^t^  THÉORIE  ANALYTIQUE 

Passage  au  périhélie,  mai  1 83a ,  3^,9909^  (temps  moy  •  à  Paris.) 

Demi^rand  axe • . .  a .  22aa4^ 

Rapport  de  V  excentricité  au  demi 'grand  axe.  0.845433 

Lieu  du  périhélie i57»2i'   2*4 

Longitude  du  nœud  ascendant 334.32.  5,2 

Inclinaison i3 . 22.  I2,3 

Mouvement  moyen  par  jour i07i*,09598. 

D'après  ces  données,   en  faisant  b  =  \^i  —  g*,  on 

aura  b  c=  0,5340807;  et  si  Ton  nomme  9  Tangle  qui 
aurait  pour  sinus  rexcentricité  e  de  l'orbite,  en  sorte 
qu'on  ait  e  =  sin  9 ,  6  =  cos  6 ,  on  trouvera 

9  =  57*45' 6^5. 

Cette  valeur  de  9,  par  les  tables  calculées  par  Le- 
gendre  {Traité  des  Fonctions  elliptiques ,  tome  II), 
donnera 

log  F  (e)  =  0,52 17456 ,     F  (ô)  =  2,0977 1, 
log  E  le)  =  0,090897 1 ,     E  (e)  =  j  ,25399  ; 

de  là  on  tire 

F  (e)  —  E(ô)  =  0,86472, 
3F  (e)  —  E  (e)  =  2,96245. 

Ces  valeurs  substituées  dans  les  formules  (9)  don* 
neront,  pour  le  cas  d'un  milieu  résistant,  de  densité 
constante , 

S'a  =  —  ii7,o36o8K,  ] 

cTe  =  —      5,i8668K,>  (11) 

Sn  s  0,41 035K.   ) 

Considérons  maintenant  le  cas  qui  parait  plus  vrai' 
semblable ,  celui  où  l'on  suppose  que  la  densité  varie 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  de  l'astre  au 


BU  SYSTÈME  DU  MONINE.  291 

Soleil.  Au  moyen  des  valeurs  précédentes  de  F(e)  et 
de  E  (e) ,  on  trouvera  sans  peine 

8Ffc)  ^        «    8E(e)  ^   ij-       i6E(e)      q    «     ^ 

^;;=ig,6iio3,  -3^=11,52550,  -3^^'==?8o,8io6oî 
d*oii  l'on  conclura 

(.-3»,)FC.)_(,_i)^=5,.„,98. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  (lo),  on 
trouvera  pour  les  variations  du  grand  axe,  de  Tex* 
ceotricité  et  du  mouvement  moyen  résultant  de  l'ac- 
tion de  l'éther,  après  une  révolution  de  la  comète,  les 
valeurs  suivantes  : 

«Ta  =  —  4*4>*758oK,  ) 

cTe  =  —    27,46556K,V  (la) 

J'n  =  i,45i74K.  J 

En  ajoutant  les  variations  précédentes  aux  altéra- 
tions que  subissent  les  mêmes  élémens  par  rattractton 
des  planètes  près  desquelles  passe  la  comète  pendant 
sa  révolution  de  i852  à  i855,  et  qu'on  déterminera 
par  les  formules  du  n*  Sa,  livre  II,  on  aura  les  vik- 
riatians  totales  de  ces  élémens  ;  mais  pour  déterminer 
Quipériquement  les  valeurs  de  cTa,  J^e  et  ^/i,  il  fau- 
drs^t  connaître  encore  1^  valeur  du  coefficient  K  qui 
dépend ,  comme  on  l'a  vu  n"*  67 ,  de  la  densité  et  de  la 
forme  de  l'astre  en  mouvement,  c'est-à-dire  de  la 
Mtore  même  de  la  comète,  qui  nous  est  absolument 
inconnue.  Cependant  on  peut,  sans  nouvelle  )i)^pO" 

f9** 
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thèse,  comparer  les  formules  précédentes  aux  obser- 
vatioDSy  en  n'employant  que  leurs  rapports  entre 
elles,  ce  qui  fera  disparaître  le  coefficient  indéter- 
miné  K.  Ainsi,  par  les  formules  (i  i),  on  aura  pour  le 
rapport  de  la  variation  du  grand  axe  et  de  l'excentri- 
cité a  celle  du  moyen  mouvement , 

j^  =  —  285,29640, 

5^  =  —     12,64345,- 
et  par  les  formules  (12),  on  trouvera 

j^  =  —  285,29640, 
^  =  —     18,91906. 

On  voit  que ,  dans  les  deux  cas ,  le  rapport  de  la 
variation  du  demi-grand  axe  à  celle  du  moyen  mou- 
vement est  identique;  ce  qui  résulte,  en  effet,  des 
fomiiiles  (9)  et  (lo)  ;  tandis  que  les  variations  de  l'ex- 
centricité et  du  moyen  mouvement  sont  dans  des 
rapports  très  différens;  le  premier  est  moindre  que 
les  deux:  tiers  du  second.  Il  suit  de  là  que  si  l'on  pou- 
vait déterminer  avec  exactitude  la  partie  de  la  varia- 
tion de  l'excentricité  et  du  moyen  mouvement,  indé- 
pendante de  l'action  des  planètes ,  en  comparant  leur 
rapport  aux  deux  précédens,  on  aurait  un  moyen  de 
reconnaître  quelle  est  l'hypothèse  la  plus  probable  pour 
la  loi  de  la  résistance  du  milieu  ;  mais  les  observa- 
tions ne  sont  pas  assez  précises ,  les  approximations 
du  calcul  des  perturbations  assez  exactes ,   et  les 
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quantités  qu'il  £mt  déterminer  sont  trop  petites ,  pour 
qu'on  puisse  espérer  d  y  parvenir  de  cette  manière. 

M.  Encke,  qui  s*cst  particulièrement  occupé  de 
cette  comète ,  a  essajé  de  déterminer  directement , 
par  la  comparaison  du  calcul  et  des  observations ,  la 
valeur  du  coefficient  K.  Il  a  suivi  pour  cela  la  mé- 
thode employée  généralement  par  les  astronomes, 
pour  la  correction  des  élémens  qui  entrent  dans  la 
construction  des  tables  du  mouvement  des  planètes. 
Il  a  choisi  un  certain  nombre  de  lieux  observés  vers 
les  passages  au  périhélie  de  1819,  1822  et  18^5;  et 
comme  les  iperturbations  causées  par  Faction  de  Ju- 
piter ont  été  très  considérables  pendant  la  période  de 
1819  à  1822,  et  que  la  valeur  qu'on  assigne  à  la 
masse  de  cette  planète  a  dû  avoir  beaucoup  d^iii* 
fluence  sur  leur  détermination ,  pour  tenir  compte  de 
cette  circonstance,  il  a  supposé  aux  élémens  de  Tor- 
bile  des  corrections  dépendantes  à  la  fois  d^un  chan* 
gement  dans  la  masse  de  Jupiter  et  de  l'hypothèse 
d'un  milieu  résistant ,  et  il  a  déterminé  ensuite  avec 
ces  élémens  les  mêmes  lieux  de  la  comète  par  le  cal- 
cul. La  différence  des  ascensions  droites  et  des  déclir 
naisons  ainsi  déterminées,  aux  mêmes  quantités  dour 
nées  par  l'observation ,  lui  a  fait  connaître  Terreur  de 
ses  suppositions.  Il  a  formé  ainsi  autant  d'équations 
qu'il  y  avait  d'observations ,  et  il  les  a  combinées  en- 
suite par  la  méthode  qu'on  doit  à  Legendre ,  de  ma-* 
nière  à  déterminer  les  valeurs  des  inconnues ,  c'est-à* 
dire  la  correction  de  la  masse  de  Jupiter  et  le  coeffi- 
cient Ky  qui  rendent  minimum  la  somme  des  carrés 
des  erreurs. 
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M.  Ëncke ,  à  Taide  de  la  valeur  de  K  ainsi  obtenue, 
a  calculé  des  éphëmérides  de  la  comète  pour  1 828  ; 
mais  ces  éphémërides,  distribuées  d'avance  aux  as- 
troncHnes  ,  représentèrent  fort  imparfaitement  les 
observations  de  cette  époque.  Lorsque  la  comète  fut 
de  retour  à  son  périhélie,  M.  Encke  choisit  cinq 
nouvelles  observations  faites  vers  ce  passage,  qu'il  joi- 
gnit à  celles  qu'il  avait  déjà  employées,  et  en  opérant 
sur  leur  ensemble  comme  précédemment,  il  détermina 
de  nouvelles  valeurs  pour  la  correction  de  la  masse  de 
Jupiter  et  pour  le  coefficient  K;  mais  ces  deux  quantités 
ainsi  déterminées  présentèrent ,  avec  les  précédentes, 
des  différences  tellement  considérables,  qu'il  était 
impossible  de  les  attribuer  à  quelques  quantités  négli- 
gées dans  te  calcul ,  ou  à  de  simples  imperfections 
dans  les  observations.  Il  paraissait  alors  naturel  de 
s'en  tenir  aux  résultats  des  derniers  calculs ,  fondés 
sur  Tensemble  de  toutes  les  observations  qu'on  avait 
considérées,  et  qui  devaient,  par  conséquent,  don- 
ner plus  de  certitude  que  les  premiers,  appuyés 
seulement  sur  utie  partie  d'entre  elles.  M.  Encke  a 
trti  devoir  en  agir  autrement;  il  a  cherché  quelle 
serait  la  correction  de  la  masse  de  Jupiter  néces- 
saire pour  faire  accorder  les  deux  valeurs  du  coef- 
ficent  K ,  et  il  a  trouvé  qu'il  suffisait  pour  cela  de 

supposer  la  masse  de  Jupitet  égale  à  — wr^f  ^u  lieu 

de  la  supposer  de  --g ,  comme  elle  résulte  desélon-* 

gâtions  des  satellites  observées  par  Halley.  Ce  résul- 
tat est  d'autant  plus  remarquable ,  que  cette  valeur 
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de  la  masse  de  Jupiter  s'accorde  presque  entièrement 
avec  celle  que  Gauss  a  déduite  des  obserrations  éê 
Pallas,  Nicolaï  de  celles  de  Junon^  el  enfin  Enci^e  et 
Heiligeiistein  de  celles  de  Yesta  et  Cerès.  Les  deuse 
séries  d'obserrations  choisies  par  M  «  Encke  condui-' 
sent  alors  à  la  même  valeur  do  coeriBcîent  K}  en 

sorte  qu'en  adoptant  la  valeur  — =^ 7  de  la  masse  dé 

*  *  1053,924 

Jupiter,  qui  est  en  effet  celle  qui  semble  s'accorder 
le  mieux  avec  le  calcul  des  perturbations  des  petites 
planètes,  on  aura 

^~  890,852^ 

Il  faut  encore  observer  qu'il  résulte  des  deux  équa- 
tions de  condition  données  par  M.  Encke ,  qu'il .  se-» 
rait  impossible  de  rejeter  absolument  l'hypothèse 
d  un  milieu  résistant ,  sans  être  obligé  d'attribuer  à 
k  niasse  de  Jupiter  une  valeur  qui  ne  s'accorderait 
plus  avec  les  autres  fdiénomènes  célestes ,  ou  de  sup«- 
poser  ^ux  observations  des  erreurs  qui  dépasseraient 
les  limites  qu'on  peut  raisonnablenoent  leur  at-* 
tribuer. 

M.  Encke  a  fisrit  voir  ensuite  qu'en  calculant  dans 
Tbjpothèse  d'un  milieu  résistant,  avec  la  valeur 
précédente ,  les  élémens  de  l'orbite  aux  trois  époques 
de  1786,  de  1795  et  de  i8o5,  antérieures  à  celle  de 
1819,  où  le  retour  périodique  de  la  comète  fut  enfin 
reconnu,  on  obtient  des  résultats  assez  concordans 
avec  ces  observations,  pour  qu'on  puisse  attribuer  les 
diffiérences  soit  aux  erreurs  dont  elles  sont  susceptîr 
blés,  sott  aux  inexactitudes  des  calculs,. qui,  de  1 786 
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a  i8ig,  comprennent  un  intervalle  de  diit  révolu^-» 
tions.  Si  l'on  se  refusait,  au  contraire,  à  admettre 
Texistence  d'un  milieu  résktant ,  on  ne  parviendrait 
à  représenter  les  anciennes  observations  qu'avec  des 
difiërences  qui  ne  pourraient  être  moindres  que  21' 
en  plus  ou  en ^ moins,  et  qui  pourraient  s'élever, 
dans  le  cas  le  plus  favorable,  jusqu'à  169',  résultat 
inadmissible ,  quelle  que  soit  llncorrection  que  Ton 
suppose  à  ces  observations:  Il  semblerait  donc ,  d'a- 
près ces  considérations,  développées  avec  détail  dans 
lé  mémoire  de  M.  Encke,  qu'on  ne  saurait  plus  dou- 
ter que  l'action  d'un  milieu  résistant ,  ou  de  quelque 
autre  cause  qui  produit  absolument  le  même  effet, 
n'influe  sur  la  marche  de  la  comète  à  courte  période 
de  1819. 

Cependant  on  ne  doit  pas  perdre  de  vue  qu'en  ad-* 
mettant  même  l'existence  d'un  milieu  étbéré ,  il  res- 
terait encore  à  décider  si  l'hypothèse  d'une  résistance 
réciproque  au  carré  de  la  distance  au  Soleil,  que 
M.  Encke  a  adoptée  dans  ses  calculs,  est  véritable- 
ment la  loi  de  la  nature;  car  tout  autre  hypothèse 
donnerait  des  résultats  très  différens.  Quant  à  la  cir- 
constance qui  a  fait  rencontrer  à  M.  Encke,  pour 
la  correction  de  la  masse  de  Jupiter,  une  valeur  con- 
cordante avec  la  valeur  de  cette  masse ,  déduite  des 
perturbations  des  petites  planètes,  eUe  nous  semble 
simplement  l'effet  d'un  heureux  hasard,  puisque, 
de  l'aveu  même  de  cet  astronome  /  les  observations 
de  18 19  et  1S22  étaient  peu  propres  à  déterminer 
des  quantités  aussi  petites  que  la  correction  de  la 
masse  de  Jupiter,  et  le  coefficient  K,  à  cause  des 
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pertarbations  considérables  que  la  comète  a  subies 
durant  cette  période.  Enfin  y  nous  pensons  que  c'est 
au  temps  et  à  l'étude  approfondie  qu'on  fera  des 
perturbations  de  cette  comète,  lors  de  ses  retours 
successifs  y  qu'il  faut  laisser  à  décider  un  point  aussi 
important. 

Quoi  qu'il  en  soit,  d'après  la  valeur  du  coefficient 
K  donnée  plus  haut,  on  aura 

Sa  z=z  —  0,46492 , 
cTô  =  —  o,o3o85o , 
hi  =        556",i5o8o. 

Ces  valeurs ,  jointes  à  celles  qui  proviennent  de  Tac- 
tien  des  planètes,  donneront  les  altérations  totales 
des  élémens  du  mouvement  de  la  comète  de  i853 
à  1 835 ,  et  permettront  de  déterminer,  à  Tavance , 
son  orbite  pour  l'époque  de  son  prochain  retour. 

75 .  Les  formules  précédentes  s'appliqueraient  encore, 
avec  une  légère  modification ,  au  cas  où  la  force  per- 
turbatrice serait  Faction  de  la  lumière  sur  les  planètes 
et  les  comètes ,  soit  qu'on  la  regarde  comme  due  aux 
vibrations  d'un  fluide  élastique,  soit  que  dans  le  sys- 
tème de  l'émission  on  la  considère  comme  une  éma- 
nation du  Soleil.  En  effet ,  en  supposant  le  milieu  que 
parcourt  la  lumière  dune  égale  densité^  sa,  vitesse 
sera  constante  et  elle  se  propagera  en  ligne  droite. 
Cela  posé,  si  l'on  transporte  en  sens  inverse  à  la 
lumière  la   vitesse  qui  anime  la  planète   dans  son 
orbite,  on  pourra  imaginer  ensuite  que  cet   astre 
est   eu    repos ,   et    l'action    réciproque    du    fluide 
lumineux  et  de  la  planète  n'en  sera  pas  altérée. 
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L'action  de  la  lumière  sera  alors  celle  d'un  fluide 
élastique  doué  d'une  vitesse  variable  qui  choque  un 
corps  en  repos  :  elle  communiquera  au  centre  de 
gravité  de  la  planète  une  force  accélératrice  qu'on 
pourra  r^arder  comme  la  résultante  de  deux  autres 
forces.  Tune  d'impulsion,  qui  s'exerce  suivant  le  rayon 
vecteur  de  la  planète ,  et  qui  est  proportionnelle  à 
la  vitesse  de  la  lumière  ;  la  seconde^de  résistance ,  qui 
agit  en  sens  inverse  de  la  direction  du  mouvement 
de  la  planète  et  qui  est  proportionnelle  à  sa  vitesse 
dans  son  orbite.  Si  l'on  nomme  donc  e»  la  vitesse 
de  la  lumière,  ces  deux   forces  seront  entre  elles 

dans  le  rapport  de  a>  à  j-,  elles  sont  d'ailleurs  pro- 
portionnelles à  la  densité  de  la  lumière  que  nous 
supposerons  réciproque  au  carré  de  la  distance  an 
Soleil ,  les  deux  forcés  dont  il  s'agit  pourront  donc 

être  représentées  par  —  et  -^  ^.  La  première  de  ces 

forces  agit  en  sens  contraire  de  la  force  attractive  dû 
Soleil;  elle  se  confond  avec  elle  en  la  diminuant  lé- 
gèrement. La  seconde  agit  en  sens  contraire  du  mou- 
vement de  la  planète,  et  son  effet  est  celui  d'une 
résistance  proportionnelle  à  la  vitesse  de  la  planète 
et  à  la  densité  de  la  lumière.  Si  l'on  fait  donc 

j.    h  ds  ^^   h  dà^dt 

En  supposant  p  sss  —  et  en  comparant  cette  valeur 
à  celle  de  R,  n**  69 ,  on  voit  qu'il  suffira  de  multiplier 


DV  système  DD  monde.  ^99 

par  ^  les  résultats  obtenus  dans  ce  numéro  pour  les 

appliquer  au  cas  actuel. 
Les  deux  premières  formules  (a)  donneront  ainsi 

da  =2  —  nafdtC         — \ 
rfe  =  -  :,fdt  r(L=£l£2îii"l. 

'       L  I  —  e  cos  u  J 

Les  deux  autres  formules  ne  donneraieat  lieu  qu'à 
des  variations  périodiques  que  nous  négligeons. 
En  substituant  donc  pour  dt  sa  'valeur 

s 
dt  =  «•  (i^  — -  e  sin  i^) , 

on  aura 

da  =z  —  2a*nn    ,  ^    ■ r^, 

(1— ecosii)*   ' 
,  T    du(i — e^)coBtf 

OC  =  —  2ann  — — r— . 

(i  —  e  cos  uy 

Soit 

(i— ccosw)""*=^A-|-6Bcos«+e*Ccos2w-|-etc., 

ea  négligeant  les  quantités  périodiques  ^  les  formules 
précédentes  deviennent' 

da  z==t  —  a^nh  (A  -f-  e*B)du, 
Âk  =  — .  aneh  (i  —  e*)  B  du. 

D'ailleurs,  d'après  la  loi    du   développement    de 
(i  —  e  cos  «)"■•  on  a 

A  s=  B  =  ^(i  —  e»)-*; 

en  sttbstitaaiit  ces  valeurs  et  en  intégrant  on  aura 
donc 
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(I  —  e»)» 


/e  =  -         ^^" 


a  et  e  dans  ces  formules  pouvant  être  regardés 
comme  des  constantes,  et  étant  les  élémens  de  Tor- 
bîte  à  l'instant  où  l'on  slus=zo. 

Quant  à  l'inégalitë  correspondante  du  mouvement 
moyen ,  on*  peut  la  déterminer  au  moyen  de  la  for- 
mule (7),  ou  la  déduire  de  l'expression  précédente 

de  «Ta;  en  effet  on  a  —  =r— ,  par  conséquent 

dÇzzzJ'ndt  s=2 dt,  en  substituant  donc  pour 

J^assL  valeur  et  en  observant  qu'on  peut  faire  u:=:nt 
quand  on  néglige  les  quantités  périodiques ,  en  in- 
tégrant on  aura 

3^(1+  e*)nV 

On  voit  par  ces  formules  que  l'impulsion  de  la  lu- 
mière produit  absolument  le  même  effet  sur  le  mon- 
vement  de  la  planète  que  la  résistance  d'un  milieu 
très  rare  qu'elles  auraient  à  traverser. 

L'inégalité  précédente  doit  être  plus  sensible  sur  le 
mouvement  des  comètes  que  sur  celui  des  planètes, 
à  cause  de  l'extrême  petitesse  que  peut  avoir  alors 

le  diviseur  (i  —  e*)* .  Relativement  aux  planètes  on 
peut  négliger  le  carré  de  l'excentricité ,  et  cette  iné- 
galité devient  ainsi  — j=r.  Pour  déterminer  le  coefe" 

nya 
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cient  h  qui  entre  dans  cette  expression  ^  nous  suppo* 
serons  y  conformément  aux  lois  de  la  résistance  des 
fluides  y  l'impulsion  de  la  lumière  proportionnelle  à 
sa  densité ,  à  la  surface  sur  laquelle  elle  tombe  y  et 
au  carré  de  la  vitesse  du  fluide  lumineux.  En  efiet, 
soit  ds  Tespace  que  la  lumière  parcourt  dans  l'ins- 
tant dt  en  vertu  de  sa  vitesse  (û  :  la  masse  de  lumière 
qui  tombe  dans  le  même  instant  sur  le  grand  cercle 
de  la  terre  perpendiculaire  à  la  direction  des  rayons 
lamineux  sera  fds  multiplié  par  la  sur£ace  de   ce 
grand  cercle  ;  et  comme  cette  masse  est  animée  de 
la  vitesse  (»y  et  que  Taction  que  le  fluide  exerce  est 
égale  à  sa  masse  multipliée  par  sa  vitesse^  l'impul- 
sion de  la  lumière  solaire  sur  la  planète  ser^TrK^ftodsy 
en  nommant  R  le  demi-diamètre  de  la  planète;  on 
a  d'ailleurs  ds  =::  cùdt  y  cette  impulsion   sera  donc 

égale  à 

TrK^fm^dt. 

Cette  quantité  divisée  par  dt  est  la  foi^ce  motrice 
que  Faction  de  la  lumière  communique  à  la  planète; 
en  la  divisant  donc  par  Vdt  y  P  étant  la  masse  de  la 
planète,  on  aura  la  force  qui  en  résulte  sur  son 
centre  de  gravité;  cette  force,  par  le  numéro  7 3,  est 

égale  à  -Y>  on  aura  donc 

A  =  — p— . 

L'inégalité  séculaire  — y-  due  à  Fimpulsion  de  la 

lumière  solaire  devient  par  la  substitution  de  cette 
valeur,  en  observant  que  a?n^  =  1 , 
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aP       • 

74.  Dans  le  système  de  l'émission^  la  ma3se  du  Soleil 
doit  diminuer  sans  cesse  par  la  perte  des  rayons  lu- 
mineux qui  en  émanent  :  il  en  résulte  une  nouvelle 
équation  séculaire  dans  le  mouvement  des  planètes 
et  des  comètes ,  que  Ton  peut  aisément  déterminer 
de  la  manière  suivante.  Soit  1  la  masse  du  Soleil  à 
rinstant  que  Ton  choisit  pour  époque,  et  soit  1 — qt^ 
cette  masse  après  le  temps  t  y  q  étant  un  très  petit 
coe£5cient  constant.  Quoique  la  masse  solaire  dimi- 
nue sans  cesse I  sa  force  attractive  est  toujours  diri- 
gée vers  son  centre ,  d'après  le  principe  des  aires;  la 

quantité  \/a/jL(i — e*^,  ou  fJL  exprime  la  somine  des 
masses  du  Soleil  et  de  la  planète  f  doit  par  conséquent 
demeurer  invariable;  en  nommant  donc  a^  ^i (Ji>, 
ce  que  deviennent  a  et  f/^  k  l'origine  du  temps  t, 
et  négligeant  le  carré  de  l'excentricité  ,    on  aura 

\/ajjL^=si^a^fJt^*  Si  l'on  néglige  la  masse  de  la  pla- 
nète devant  celle  du  Soleil ,  par  ce  qui  précède  on  a 
ft^=iy  /t==i — qtf  on  aura  donc  au  bout  du  temps  t, 

a, 

a  =  ■  ■      ■  > 

I  —  qr 

et  en  vertu  de  l'équation  à?n*^  s=s  ft ,  on  en  condora 

71  =  n^(i  -^  q€f. 
En  négligeant  donc  le  carré  de  q^  on  aura 

S'a  =  CLfitf     //i  =  —  açTi/. 
L'équation  J^^  =  fSndt  donnera  donc  pour  Une- 
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galité  séculaire  due  à  la  diminution  de  la  masse 
solaire 

/C  =  —  qn,t\ 

Four  déterminer  le  coefficient  q  qui  entre  dans 
cette  expression,  observons  que  m  étant  la  vitesse  de 
la  lumière  et  p  sa  densité  au  point  de  l'espace  qu'oc- 
cupe la  terre,  la  perte  de  lumière  du  Soleil  dans 
llnstant  dt  sera  op^f ,  multiplié  par  la  surface  de  la 
sphère  dont  le  rayon  est  a;  elle  sera  donc^^'t'^^^P^^^ 
et  comme  nous  avons  représenté  par  qdt  la  diminu- 
tion de  la  masse  solaire  pendant  le  même  instant, 
on  aura 

q  =s  fyfra^CÈf. 

Llnégalité  séculaire  due  à  la  diminution  de  la  masse 
du  Soleil ,  sera  donc 

Cette  équation  est  de  signe  contraire  à  celle  que 
produit  l'impulsion  de  la  lumière ,  et  elle  est  infini- 
ment plus  grande.  En  effet,  en  comparant  ces  deux 
équations  on  voit  qu'elles  sont  entre  elles  dans  le  rap- 

port  de  — 4^'  à  -^,  oo  de  —  i  à  — sk— •  Cette  der- 
nière qmantilé  est  nécessairement  une  très  petite  frao- 
tion.  Pour  la  Terre,  par  exemple,  —  étant  la  paral- 
laxe solaire,  si  l'on  suppose  cette  parallaxe  de  S'^58, 
et  la  masse  de  la  Terre  égale  à  ô^t-?»  on  trouve  que 
le  rapport  précédent  est  celui  de  — -  i  à  o.oo033ia4. 
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en  sorte  que  l'iDegalité  séculaire  de  la  Terre  due  à 

rimpulsion  de  la  lumière  est  moindre  que  j^-^  de  celle 

qui  résulte  de  la  diminution  de  la  masse  solaire. 
En  réunissant  ces  deux  équations  on  aura 

<fC  s=  -  4^aV«  (i  -  I  ^)  <•• 

Cette  formule  donnera  l'inégalité  séculaire  complète 
qui  résulte  de  l'action  de  la  lumière  sur  le  mouve- 
ment de  la  Terre  dans  le  système  de  l'émission. 

L'impulsion  de  la  lumière  solaire  est  absolument 
insensible  sur  le  mouvement  de  la  Terre,  et  Ton 
démontre  aisément  qu'elle  n'influe  pas  d'un  quart 
de  seconde  sur  l'équation  séculaire  de  la  Lune.  Quant 
à  l'équation  due  a  la  diminution  de  la  masse  solaire, 
Laplace  conclut  de  son  expression  que  depuis  deux 
mille  ans  la  masse  du  Soleil  n'a  pas  éprouvé  un 
deux-millionième  d'altération ,  soit  en  plus  ,  soit  en 
moins.  En  eflêt,  — qnt*  étant  l'équation  séculaire  de 
la  Terre  due  à  cette  cause ,  si  l'on  désigne  par  /  ré- 
.  quation  séculaire  de  la  Terre  ^  /  étant  un  arc  exprimé 
en  degrés,  on  aura 

_  2 
""  nt 


î^   =-    ZTs^ 


qt  est  la  diminution  de  la  masse  du  Soleil,  nt  le 
nombre  de  degrés  parcourus  par  la  Terre  dans  le 
temps  U  Si  l'on  suppose  que  t  représente  un  nombre 
d'années  sidérales ,  on  aura  n  =  36o^  ;  en  faisant 
donc  t  =  2000,  on  aura 

/ 

qt  =r  . 

'  720000 
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Da'près  les  obserratioiis,  /  ne  dépasse  pas  à  o%56, 

ainsi  o^  est  aa-dessoas  de . 

'  3000000 

75.  Si  ron  regarde  la  gravitationconiflie  resallant  de 
Teffet  de  rimpnlâoD  d'an  flaide  yers  le  centre  d^at- 
traction ,  il  resaltera  de  la  transmission  snocesshre  de 
la  force  attractive  une  in^alité  sécolaire  dans  le  mon- 
vement  des  planètes  et  des  comètes  que  l'on  pourra 
encore  déterminer  par  Tanalyse  précédente  »  relative 
à  l'impulsion  de  la  lumière  solake.  En  effet,  d  après 
le  n*  7S,  la  force  qui  s'exerce  suivant  le  rayon  vecteur 

de  la  planète  on  de  la  comète  sera  — ,  «  représen- 
tant ici  la  vitesse  du  fluide  gravitique  ;  en  nommant 
donc  g  la  gravité,  ce  qui  donne  g=  — ,  l'équation  sé- 
culaire — 'y=-  deviendra 

3  gne 

2      m 

Observons  que  dans  le  œrele,  la  force  centrifuge 
est  égale  au  carré  de  la  vitesse  divisée  par  le  rayon. 
La  vitesse  moyenne  de  la  planète  étant  an,  si  l'on 
néglige  Texcentricité  de  l'orbite ,  la  force  centrifuge 
sera  an*  ;  mais  dans  ce  cas ,  la  force  centrifuge  est 
égale  et  contraire  à  la  force  qui  sollicite  la  planète 
vers  le  centre  d'attraction,  on  a  donc  g  =  an*,  et 

réquation  séculaire  précédente  devient ,  (»  élant^ 

comme  on  l'a  dit,  la  vitesse  du  fluide  au  moyen  du- 
quel se  transmet  la  gravitation. 

ToHB  m.  20 
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Si  l'on  suppose  que  Téquatioa  pvéeédente  se  rap- 
porte à  la  Terre,  qu'on  applique  le  même  résultat  à 
la  Lune ,  en  nommant  a^  sa  distance  moyenne  à  la 
Terre,  et  n^t  son  moyen  mouvement  sidéral ,  t  ex- 
primant un  nombre  d'années  juliennes,  son  équation 
séculaire  due  k  la  transmission  de  la  gravitation , 
sera 

La  fraction  -^  est  égale  à  très  peu  près  à  7—* ,  et  le 

rapporte/  —  est  environ  ^j?  on  a  donc  à  très  peu 
près 


an^  I 


^P,'  ^ 


L'équation  séculaire  de  la  T^in^ç ,  4ue  à  la  traw^ 
mission  successive  de  la  pesanteur,  serait  donc  égale 
à  un  sixième  environ  de  eelle  de  la  Lune  due  à  la 
même  cause ,  et  comme  celle-ci  ne  parait  point  sen- 
sible, on  p^iit  regarder  la  première  iqomnie  tont-à- 
fsiit  inappréciable-  ' 

.  fin  compiir^n^  1$^  dbux  équatiooa  siéeulaîns  de  la 
liuqe,  rHnt4t9e  à  Tiftipulsion  de  la  lumtèpe  solàjre^ 
l'autre  81  )a  trauj^issÂon  du  «fluide  gra.vitiqve,  on 
trouve  qu'il  £B(iit  supposer  au  fluide  gmvitique  m» 
vitesse  au  moini;  cent  miUions  d^  fois  plus  graade 
que  celle  de  la  lumière;  on  peut  donc  supposer, 
comme  ou  le  lait  ordinairement ,  cette  vitesse  infinie. 
Quant  à  la  naturel  oiéme  du  pouvoir  attractif  de  la 
matière,  une  questiqp  importante  s'§$t  agitée  d«n^ 
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ces  derniers  temps  parmi  les  astranoraes  ,  à  savoir , 
si  le  pouvoir  attractif  de  la  matière  était  identique 
pour  IOUS  les  corps  rapportés  à  rnnité  de  distance 
et  à  l'unité  de  masse ,  ou  si  la  force  de  la  gravitation 
variait  comme   les  affinités  chimiques,  suivant   la 
nature  des  différens  corps  qui  agissent  les  uns  sur 
les  autres.  On  avait  cru  nécessaire  d'admettre  cette 
dernière   supposition  pour  expliquer  la   différence 
qui  existe  entre  les  valeurs  de  la  masse  de  Jupiter 
déduite  des  in^alités  du  mouvement  de  Saturne , 
et  celle  qui  résulte  des  inégalités  des  petites  planètes 
et  des  élongations  de  ses  satellites  d'après  les  nou- 
velles  observations.  Mais  nous  verrons  qu'on  peut 
rendre  raison  de  cette  différence  sans  être  obligé 
d'admettre  une  hypothèse  aussi  contraire  au  prin- 
cipe fondamental  de  la  loi  de  la  gravitation  telle 
qu'on  l'a  définie  jusqu'ici ,  hypothèse  démentie  d'ail- 
leurs par  les  phénomènes  que  la  pesanteur  terrestre 
développe  continueliement  sous  nos  yeux ,  par  ceux 
qui  résultent  des  inégalités  du   mouvement  de  la 
Lune ,  et  par  ceux  enfin  qui  se  rapportent  aux  os- 
cillations de  la  mer  ou  de  l'atmosphère.  Tous  ces 
phénomènes ,  eu  effet ,  concourent  à  nous  montrer 
que  le  fM>uvoir  attractif  du  Soleil^  de  la  Terre  et 
de  la  Lune ,  est  le  même  sur  l'air^  l'eau  et  tous  les 
corps  solides  ;  on  est  donc  en  droit  d'étendre  par  in- 
duction la  même  loi  à  toutes  les  planètes,  quelle  que 
soit  la   nature  des  substances  qui   les  composent^ 
jusqu'à  ce  que  des  observations  irréfragables  aient 
prouvé  qu'elle  ne  leur  est  pas  applicable . 


20.; 
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-f ~— ■^»*- 


sa 


CHAPITRE  VI. 


Perturbations  des  mouvémens  des  planètes  dues  à  la 

non-sphéricité  du  Soleil. 


"  76.  Dans  la  théorie  des  perturbations  planétaires, 
nous  ayons  regardé  les  corps  célestes  cooaaie  par'- 
faitement  sphériques;  mais  ils  s'écartent  tous  plus  ou 
moins  de  cette  figure ,  en  vertu  de  leur  mouvement 
de  rotation,  qui  a  dû  influer  sur  la  disposition 
de  leurs  molécules  supposées  originairement  fluides. 
Il; en  résulte  dans  les  mouvemens  des  planètes  autour 
âxL  Soleil  et  dans  les  mouvemens  des  satellites  autour 
de  leurs  planètes  respectives  des  inégalités  dépen- 
dantes de  1  ellipticité  du  Soleil  et  de  la  non-sphéricité 
des  planètes  principales.  Nous  ne  considérerons  ici 
que  les  premières  inégalités,  les  autres  trouveront 
leur  place  lorsque  nous  nous  occuperons  de  la  théo- 
rie des  satellites. 

Si  l'on  nomme  h  l'ellipticité  d'un  sphéroïde  dont 
la  masse  est  M  et  qui  diflere  peu  de  la  sphère ,  q  \e 
rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur  a  son 
équateur ,  6  la  déclinaison  de  la  planète  m  relative 
a  ce  plan ,  et  r  son  rayon  vecteur  compté  du  centre 
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de  grayitë  du  sphéroïde ,  on  aura ,  n*  3(6 ,  livre  IV» 

v="+"(iî-*)(««-«-j> 

En  nommant  V  la  fonction  dont  les  différences 
partielles  prises  avec  un  signe  contraire ,  ont  la  pro- 
priété de  représenter  les  attractions  qu'exerce  le  spbé^ 
roïde  M  sur  la  planète  m. 

Supposons  que  ce  sphéroïde  soit  le  Soleil.  Le  pre- 
mier teime  de  Texpression  précédente  est  celui  qui 
se  rapporte  au  mouvement  elliptique  et  au  cas  où 
l'on  regarde  la  masse  du  Soleil  comme  réunie  à  son 
centre  de  gravité.  En  faisant  donc  M=i,  et  en  obser- 
vant que  l'expression  précédente  de  V  suppose  que 
Ton  prend  pour  unité  le  rayon  moyen  du  sphéroïde , 
on  voit  que  l'ellipticité  du  Soleil  ajoutera  à  l'expres*- 
sion  de  4a  fonction  perturbatrice  R ,  la  quantité 

h  étant  l'ellipticité  du  Soleil ,  D  son  demi-diamètre, 
q  le  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur  à 
Téquateur  solaire ,  et  6  la  déclinaison  de  la  planète 
i^islative  à  cet  équateur,  en  sorte  que  si  l'on  nomme  y 
rinclinaison  du  plan  de  l'orbite  sur  Téquateur  solaire, 
et  4  1^  longitude  de  leur  commune  intersection , 
qu'on  désigne  par  v  la  longitude  de  la  planète  comptée 
sur  le  plan  de  son  orbite ,  on  aura 

cos  fl  =  sin  y  sin  {i>  —  4  ) î 
et  par  conséquent 


3io  THÉORIE  ANALYTIQUB 

R  =  (a — ^  g  ){5— ^  sin>[i.-- 2COS3(i^  —  4)]} - 

Nous  supposerons  tràs  petite  rinclînaisoii  du  \ 
de  l'orbite  de  la  «planète  à  l'équatenr  solaire.,  ce 
permettra  de  n^liger  les  quantité^  de  l'ordre  y"" 
£Û3ant  de  plus  pour  abréger 

on  aura 

k  désignant  un  coefficient  constant  dépendant  à 
platissement  du  Soleil. 

Les  formules  de  la  variation  des  élémens  « 
tiques  y  en   négligeant    l'excentricité    de    To 
donnent 


En  différentiant  l'expression  de  R ,  on  trouve 


dSi          dK                     dR        dRdr 
da           dr              r^  '    de          dr  de  "^ 

> 

d&..        dR  dr               k     dr 
dm          dr  dm               M    dm  ' 

Par  les  formules  du  mouvement  elliptique  c 

r=a[i  +  jc^  — ecos(n^+^ — ^^] 
d'où  l'on  tire 


ob- 


l 
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Si  Ton  substitue  les  valeurs  précédentes  dans  cette 
expression  et  qu'on  néglige  tous  les  ternies  pério- 
diques^ on  aura 

«Tt^  =  —  TSag  —  2  ^V^  —  ^-7-  «  cos(n/  -I-  € — ûi). 

Si  l'on  veut  donc  que  le  moyen  mouvement  soit 
représenté  par  nt  dans  l'orbite  troublé  comme  dans 
l'orbite  elliptique,  conformément  à  ce  que  nous  avons 
dit  n®  g2,  livre  II,  le  premier  terme  de  cette  valeur 
doit  être  égal  à  zéro,  ce  qui  donne  pour  dél 


la  constante  g,  ^ag  —  —  =  o ,  et  par  conséquent 

On  aura  donc  ainsi 

*'^  — 3a* 

t 

En   différentiant    de    même  par  rapport  à  J^  la 
valeur  de  r ,  on  a 


—  =  —  —  J^ecos{nt+e  —  û>)— cJVÉ>sîn(nf4-€-~âr.) 


En  substituant  pour  cT^,  cTe,  et  /a,  leurs  va- 
leurs, et  négligeant  les  termes  simplement  pério- 
diques, on  aura 

it        i  k        knt      •    /  ^  I  s 

78.  On  voit  donc  que  l'ellipticité  du  Soleil  introduit 
des  variations  séculaires  dans  l'expression  de  la  lon- 
gitude et  du  rayon  vecteur  j  et  ces  inégalités  ayant 
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pour  divisenr  le  carré  dn  demi-graDd  axe  de  l'orbite 
de  m  y  elles  seront  d'autant  plus  sensibles  que  la  pla-^ 
nète  sera  plus  rapprochée  du  Soleil.  Par  conséquent^ 
si  les  variations  précédentes  pouvaient  acquérir  une 
valeur  appréciable,  c'est  principalement  dans  le 
mouvement  de  Mercure  que  leur  influence  se  ferait 
sentir.  Supposons  donc  que  M  représente  la  masse 
de  cette  planète,  et  désignons  par  S  celle  du  Soleil 
que  nous  regarderons  comme  un  sphéroïde  homor* 
gène,  on  a  dans  ce  cas  h=i\q;  la  valeur  du  coeffi- 
cient k  devient  ainsi 

q  étant  le  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesan- 
teur à  l'équateur  solaire ,  et  D  le  demi-diamètre  de 
cet  équateur.  Or,  si  l'on  nomme  m  la  vitesse  angu^ 
laire  de  rotation  du  Soleil ,  la  force  centrifuge  sous 
l'équateur  sera  m'D,   n*  i6,  livre  I,  et  la  pesan- 

S 
leur  -^  •  D'ailleurs ,  en  nommant  a'  le  demi-grand 

axe  de  l'orbe  solaire ,  et  n't  son  mouvement  dans  l'é- 
cliptique ,  on  a ,  à  très  peu  près ,  S  =  a^^ri^  j  on  aura 
donc 

—   ^'P^ 

La  durée  de  la  rotation  du  Soleil ,  suivant  les  ob- 
servations ,  est  de  25^,417  ;  la  durée  de  la  révolution 
sydérale  de  la  Terre  est  de  565^56 ,  les  moyens  mou- 
yemens  mt  et  n't  sont  réciproques  à  ces  deux  nom*» 
bres.  On  a  donc 

m  __  365,256 


1 
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Lédcmi'-dianiètTe  da  Soleil^  observé  dam  sa  moyenne 
distanceà  la  Terre ,  est  de  \&i^,6,  ce  qui  donne 

y=sin(i6'i",6). 

Au  moyen  de  ces  valeurs  on  trouve 

log  9  =  5,3306940  p 

kn 

et  le  mouvement  dù'përîhëlie ,  qui  est  ^âl  à  ^  ^  de* 
vient  ainsi  égal  à 

|gsm'(i6'i",6).(4-).«<- 


On  a  d'aiUeurB 


a  SB  0^38709812^ 


a' 


•  leTHl'i 


n  5=5  55a34i6',79. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  rexpression  précé- 
dente ,  on  trouve  pour  le  mouvemeilt  du  périhélie 
produit  par  l'ellipticité  du  Soleil  o'^^o  1 2 1  o3 1  •  • .  •  Cette 
valeur  ne  s'élèverait  guère  qu^à  une  seconde  en  cent 
ans,  l'inégalité  correspondante  de  l'époque  serait 
double  de  celle-ci  ;  ces  variations  sont  donc  à  très  pea 
près  insensibles ,  et  elles  deviendraient  plus  petites 
encore  si  le  Soleil  au  lieu  d'être  homogène  est  composé^ 
comme  tout  porte  à  le  croire ,  de  couches  dont  la 
densité  croit  de  la  surfgice  au  centre.  On  pourra  donc 
négliger  l'effet  de  Tellipticité  du  Soleil  sur  le  mouve- 


DU  SYSTÈME  D0  MORDE.  5i5 

en  kmgitiide  de  Mercure ,  et  à  phos^fcnte  mison 
sur  celui  des  plaoètes  plus  éloignées  du  Soleil; 

79.  G>nsidérooâ  maintenant  l'iiifl  denee  de  la  figure  d ti 
Soleil  sur  la  posîtioa  de  l'orbite.  Pour  la  détêrtniner, 
eo  prenant  poôr  plan  fixe  celui  de  Téquateursolaire , 
et  en  clnmgeant  ^  en  y^  et  «e  en  4*  <l^i»  1^  ^1^ 
mules  (5)  et  (6)  du  n"^  4^  j  ^^^^^^  II 9.  on  aur» 

La  valeur  de  R ,  en  y  conservant  les  termea  de 
Tordra  y^,  devient 

d'où  l'on  tire 


8-ÏS5?3g;==13Sin>sma(^-4j. 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  les  fonnules  pré- 
cédentes f  et  qu'on  intègre  en  observant  que  nous 
négligeons  ici  les  excentricités ,  ce  qui  permet  de 
Eure  r=s  a  et  p:ss  nt  *-)-  ^%  on  aura 

cTÔ  =  —  —  [«*— sina(»<  +  fi  —  '^)]f^ 


S'y  =  —  sin^cosa(7i^  4"^  —  4')]' 

On  voit  par  ces  équations  qu'en  vertu  de  l'ellipti-- 
eité  da  Soleil  y  le  nœud  de  l'orbite  de  la  planète  sur 
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Féquatenr  solaire  est  sujet  k  un  mouveinent  rétro- 
grade qui  est  égal  au  mouvement  direct  du  périhélie, 
du  moins  tant  qu'on  néglige  les  quantités  de  Tordre  y*. 

L'inclinaison  au  contraire  ,  comme  rexcentricité^ 
n'est  soumise  qu'à  des  inégalités  périodiques.  Il  suit  de 
là  que  Tellipticité  du  Soleil  n'ajoute  rien  aux  équa- 
tions (é)  et  (p)  des  n**  65  et  69  du  livre  H  ,  et  qu'elle 
n'altère  point,  par  conséquent,  la  stabilité  du  sys- 
tème du  monde ,  ni  l'invariabilité  du  plan  que  nous 
avons  nommé  plan  invariable  dans  le  n*  79  du  même 
livre. 

La  valeur  de  j^O  introduit  dans  Texpression  de  la 
latitude  ^  de  m  rapportée  à  Téquateur  solaire  la  varia- 
tion séculaire 

J^szzz-^  siny  cos(7i<+ é  — 4)* 

Mais  cette  variation,  comme  celle  du  nœud  de 
l'orbite ,  est  insensible ,  d'après  ce  qu'on  a  vu  pour 
Mercure ,  et  à  plus  forte  raison  pour  les  autres  pla- 
nètes. 

Il  est  clair  que  les  formules  précédentes  s'appli* 
queraient  également  à  la  Lune ,  et  donneraient  les 
inégalités  de  son  mouvement  dues  à  la  non  sphé* 
ricité  de  la  Terre  ;  ces  formules  feront  connaître; 
en  général,  l'influence  de  la  figure  des  planètes  snr 
les  mouvemens  de  leurs  satellites. 


DU  STSTÊIfE  DU  MONDE.  317 


CHAPITRE  VIL 


De  raction  des  étoiles  sur  le  système  planétaire. 

8o«  On  peut  considérer  les  étoiles  comme  des  astres 
séparés  de  nous  par  des  espaces  immenses  et  qui  sont 
absolument  immobiles  dans  le  ciel ,  ou  animés  du 
moins  de  mouvemens  d'une  extrême  lenteur.  Déter* 
minons  l'influence  que  de  pareils  corps  doivent 
exercer  sur  notre  système  planétaire. 

Soit  m!  la  masse  d'une  étoile;  en  désignant  comme 
à  l'ordinaire  par  R  la  fonction  perturbatrice  qui  ré- 
sulte de  son  action ,  on  a,  n^  i , 

L|/(«'— x)*+Cr'-:rr+(«'— »)'  '^'      J 

x^9  y,  z',  étant  les  trois  coordonnées  rectangulaires 
de  m'  rapportées  au  centre  du  Soleil ,  r'  sa  distance  k 
ce  centre^  ei  x,  jr,  z,  r,  désignant  des  quantités 
analogues  relativement  à  m. 

Prenons  pour  plan  fixe  celui  de  l'orbite  de  la  pla- 
nète à  une  époque  déterminée  ;  en  nommant  i^  sa 
longitude,  et  ^  sa  latitude  au-dessus  du  plan  fixe,  et 
négligeant  les  quantités  de  l'ordre  du  carré  de  # ,  on 
aura 
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Soient  ce  la  latitude  de  l'étoile  ^  et  ^  sa  longitude , 
on  aura 

a:^=z=r' cosScosct,  ^  =  r'sin€cos£t,  a=:r'sina. 
La  substitution  de  ces  valeurs ,  donne 

w%        ,S  ï  r,/[co«*c08(i'-C-#-*siD«]} 

La  distance  des  étoiles  au  Soleil  étant  très  grande, 
nlatiyeiiieiit  à  celle  des  planètes  ^  si  Ton  développe 
tette  expresnon  par  rapport  aux  puissances  descen- 
dantes de  r'j  €t  qtTon  néglige  celles  qui  seraient  au- 
dessous  de  r'^^  on  tronyen 

R  =  -7       7-7J-  {a — 3co§««[;i-f-coia(^'  —  C)]  —  6*  sin  a*  cos  (»/  —  C}}» 

S  étant  un^  tpantité  très  petite  qui  dépend  de  Taction 
des  planètes  sur  m  y  et  qui  est  de  Tordre  des  forces 
perturbatrices^  on  peut  la  n^liger  lorsqu'on  ne  con* 
^dère  que  les  variations  des  élémens  de  Torbite 
de  m  qui  ne  contiennent  pas  les  différences  de  R 
relatives  à  cette  quantité;  on  aura  ainsi 

R = ~-  —  -jpj .  [2 — 5  cos*£t — 5  cos^ce  cos  2  {y —  ff)]. 

/,  ainsi  que  a  et  Qy  dépendant  des  déplacerions  de 
TëtQile  ^  et  ne  variant  par  conséquent  qu'avec  une 
extrême  lenteur^  on  pourra  les  regfirder  ccmfime  dat 
quantités  oonstanties ,  pendant  un  grand  nombre  de 
sièclds. 

Par  les  formules  du  mouvement  elliptique ,  on  a 
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-=  I  -J-  -  C*— C  C0s(ll/4-€ Cû) e*COS3(7Z^£ (à). 


S 

en  n^ligeant  les  oabes  des  excentricités,  et  dans  Ig 
valeur  de  v^  les  termes  dépendans  lia  carré  de  s. 
De  là  il  est  facile  de  conclure 


—=  I  -f^e*-accos(/iH-^ — c>)— «•cos^nH-^— 

cos2(i^-C)=(i  -4c*)cos2(ii/+€-ff)-2ecos(iïH-€+û>-  26) 
3 
-He^x»  2  (» — Ç j-f-etc. 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  Fexpression  de  R , 
en  ne  retenant  que  les  termes  indépendans  du  temps, 
OD  trouvera 

d'où  en  difierentiant  et  en  nommant,  pour  abre* 
ger,  R^  y  le  second  terme  de  la  valeur  précédente,  on 

tirera 

fl^=  — 2R,,    ^^ j:;j- cos*asm2(«^e), 

^c= ^-75^[a— 5cos^a — 5cos'«cosa(fi?-<-€)]. 

Far  les  formules  de  la  variation  dm  élémens  ellipr 
tiques,  en  négligeant  les  carrés  de  T 
l'orbite,  on  a,  n*  4^»  \vne  H, 

£&  =  —  -  oeifK  —  andt  (-jrSf 
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Lorsqu'on  ne  considère,  comme  nous  le  faisons, 
que  les  variations  séculaires ,  on  peut  supprimer  le 
premier  terme  de  la  valeur  de  de,  parce  que  l'inté- 
grale fd'K  ne  produit  que  des  inégalités  périodiques 
et  un  terme  a>nstant.  D'après  les  formules  précé- 
dentes y  on  aura  donc ,  en  intégrant 

i'e  =  — 73s —  ^  cos'ct  sma  («  —  b), 

^€ù  =r—  — 7^75 —  [2—5  cos*a 5  COS*aCOS2  (»— ^)]. 

L'excentricité  de  l'orbite  pourra  donc  croître  pro- 
gressivement en  vertu  de  l'action  des  étoiles,  et  le 
périhélie  aura  un  mouvement  séculaire  rétrograde; 
mais  comme  le  diviseur  r''  qui  entre  dans  les  valeurs 
précédentes,  est  très  considérable  à  cause  de  la  dis- 
tance des  étoiles,  il  faudrait  supposer  à  m%  qui  re* 
présente  leur  masse,  une  valeur  excessivement  grande 
pour  que  ces  variations  pussent  devenir  sensibles. 

81 .  Considérons  maintenant  les  variations  séculaires 
du  moyen  mouvement  et  de  l'époque.  En  observant 

que  la  partie  constante  de  la  fonction  j-  étant  4éjà 

multipliée  par  e  y  la  fonctioti  e  j-  serait  de  Tordre  du 

carré  des  excentricités,  quantités  que  nous  négli- 
geons ,  on  aura  pour  les  déterminer 

rfÇ=:—  ZandtfcPK,     ^6  =  —  aa^ndt  (^). 

En  nommant  donc,  comme  précédemment,  g  la 
constante  ajoutée  à  l'intégrale  f(^,  et  en  substituant 
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pour  a  ^  SSL  valeur,  ces  formules  donaeront  en  in- 


tégrant 


Ç  =  —  5angty     «Té  =  —  ^ontK^. 

On   aura  donc  pour  Texpression  de   la  longitude 
moyenne 

fndt  +  cTg  n=  w^(i  —  5ag  —  4^Ry). 

Pour  que  le  moyen  mouvement  soit  représenté 
par  nt  dans  le  mouvement  elliptique  et  dans  le  mou- 
vement troublé ,  il  faut  qu'on  ait  5ag  = — 4^R^ ,  ou 
bien ,  en  remettant  pour  R^  sa  valeur  et  négligeant 
le  carré  des  excentricités , 


m'û3 


5ag  =1  —73-  (2  —  5cos*£t). 

La  variation  du  grand  axe  est  donnée  par  l'équa- 
tion Sa  =  !ia*fctK  =  2a*g;  on  aura  donc 

S'a  =  -ô-TT  (2   —  5cos*£t), 


3r' 

Ç     = -^  (2  —  3cos*a). 


m'd^nt 


Les  valeurs  précédentes  de  r  et  de  (^ ,  en  les  diffé- 
rentiant  par  rapport  à  la  caractéristique  cT,  négli- 
geant les  carrés  des  excentricités,  et  en  observant 
que  la  variation  de  la  longitude  moyenne  est  nulle 
par  ce  qui  précède ,  puisque  nous  ne  nous  occupons 
ici  que  des  variations  séculaires ,  donnent    ; 

€r-= — Secos{nt'-\'^ — ùû) — eJ^osm(/i^+^ — ^)^ 

S\^  =2cresin(7i^H-é — (o)  —  aeSo)Cos{nt-]ri — ûû). 
Tome  III.  21 


\ 
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En  substituant  dope  pour  cTe ,  et  J^^,  leulfe  valeurs, 
on  aura 

J^-  s=s    a  yg     (a  —  5  cos'  €ft)  e  sin  (n^  -f-  ^  .<--  co) 

0771  ^71/    /  fy  a      %  X  .  \ 

^  .  ,;^     (a  —  5  C08'  a)  e  cos  (n^  H-  €  --r  «) 

Cei  TâleuFB  s'accof dent  avec  celles  que  La|^€e  a 
obtentMSi  d'une  autre  manière.  (  Connaissance  des 
Tems^  pour  i8ag.) 

La  variation  du  grand  axe  introduit  dans  l'expres- 
sion de  cTr  iln  ternie  constant ,  mais  il  faut  observer 
que  la  partie  «Te  cos  (n^-f-g — û>)+6J^û>  sin  {nt^g — û^) 
produit  abssi  un  terme  semblable  ;  lorsque  l'on 
conserve  dans  les  valeurs  de  cTe  et  de  ei'cù  les  ter- 
mes dépendans  des  sinus  et  cosinus  de  Tanomalie 
n^  +  6— û>,  on  trouve  aisément  que  ce  terme  se 

réduit  a  —  — 73-  (a  —  3  cos*a).  On  aura  ainsi  pour 

là  pLtfûé  bOnelahte  dé  S't'^  due  à  l'àtHioa  dès  étoiles, 

ir        m'c?  . .  -      . .    V 

t"^S*^^   "  5C08*«). 

6â.  Gôiisidérotid  tâaiâtenant  les  perturbatkniB  qui 
résultent  <te  k  ^ÊÉiàkùA  tàuse  dann  la  poKÎtioA  du  pkn 
de  Torbite.  En  nommant  (p  Tinclinaison  de  ce  plan 
inobile  sur  telui  de  son  orbite  primitive,  et  fi  la 
lobgititde  de  son  nœud  aiscendant,  on  a 
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L'expression  (m)  de  R  donne,  en  difierentiant, 

M.  dRds^       dR.  ^** 

€lq>  ds  dp^      Ji  ds  di  ^ 

s  étant  le  sinus  de  la  latitude  de  m  aunlessus  da  plan 
fixe^  on  û 

s  =  sin^sin(i'  «^  d); 

d'où  Ton  tire 

^  =  cos^  sin  (p  —  fl),     jâ  =  —  si^i  ^  cos(i^  •—  fl)# 

On  a  d'ailleurs 

-^  =  -^  sinaacos(p  —  G); 

on  aura  donc 

^=       -^  smaasmCf  — fl)co8(p  — C), 

—  =  —  -T-TT  sin  ^sm  !2acos(p — fl;cos(i^ — b). 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  préco* 
deates,  et  en  intégrant  ensuite ,  en  négligeant  les 
excentricités  I  ce  qui  permet  de  supposer  v=n^«f-€, 
ou  aura 

/^  =  ^3  sin  a«t  I  /f t  C08  (0  —  C)  +  -  «in  {int  -f-  at  —  fl  —  C)  J, 

sini^fl=>-?2^'  »in^r«t «in (9  -r) H-  î  co« (lut  -f-  »•  —  ô  -r  ^)1. 

L'inclinaison  de  l'orbite  est  donc  sujette  a  une  yaiior 
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tion  séculaire,  et  le  nœud  à  un  mouvement  rétro- 
grade sur  le  plan  fixe;  c'est  T^ffet  le  plus  sensible 
de  l'action  des  étoiles  sur  le  système  planétaire , 
puisqu'on  voit  en  effet  que  les  expressions  précé- 
dentes sont  les  seules  parmi  les  variations  séculaires 
résultant  de  cette  cause,  qui  soient  indépendantes  de 
l'excentridté  de  l'orbite. 

En  différentiant  y  par  rapport  à  cT,  l'expression  de 
la  latitude  y  et  négligeant  les  termes  dépendans  des 
excentricités  et  du  carré  des  inclinaisons,  on  a 

J's  =  J^^  sîn  (/i/+€ — fl)  —  sin  ^J^6  cos  (nt^ê  —  flj. 

En  n'ayant  donc  égard  qu'aux  variations  séculaires  ; 
en  vertu  des  valeurs  de  cT^  et  sin  ^J^O ,  on  aura 

JV  =5  — 7-?5 — sm2etsin  (ni  +  6  — ►  €). 

Cette  variation  séculaire  du  mouvement  en  lati- 
tude, surpasse,  comme  on  voit,  celles  du  mouve- 
ment en  longitude  et  du  rayon  vecteur;  elle  sera 
d'autant  plus  sensible,  que  la  moyenne  distance  de 
la  planète  au  Soleil  sera  plus  considérable ,  mais  son 
diviseur  est  lui-même  si  grand,  qu'il  est  évident 
qu  elle  ne  saurait  devenir  appréciable  qu'après  un 
^rand  nombre  de  siècles. 

Supposons^  par  exemple,  que  m  soit  la  Terre, 
d'après  les  suppositions  les  plus  vraisemblables  sur  la 
distance  des  étoiles,  ,r'  ne  peut  être  au-dessous  de 
loooooa,  en  faisant  donc  a  =  i  ein=ii2^5gj']"55f  la 

quantité  -7-73-  ^^^  moindre  que  o', 00000000097, 
ainsi  le  terme:  précédent  de  la  valeur  de  JV  n'excé- 
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déra  pas 

o",Goooooooo97m7  ; 

t  désignant  un  nombre  d'apnées  juliennes,  en  jçorte 
qu'il  faudrait  supposer  aux  étoiles  une  masse  cenil^ 
fois  plus  grande  que  celle  du  Soleil,  P^^^  V^^  ^P 
terme  pût  s'élever  à  lo''  dans  up  million  d'années^ 
n  en  serait  de  même,  à  plus  forte  raison^  ^relatiye-: 
ment  au  rayon  vecteur  et  à  la  longitude.  On  peut 
donc  regarder,  quant  à  présent ,  l'influence  des  étoiles 
sur  le  mouvement  des  planètes,  comme  absolument 
insensible. 

Concluons  donc  que  l'action  des  étoiles  sur  le  sys- 
tème solaire  introduit,  à  la  vérité,  des  variations  se* 
culaires  dans  les  excentricités  et  les  inclinaisons  des  or- 
bites des  planètes,  et  que  comme  ces  inégalités  ne  satis- 
font pas  aux  équations  de  condition  (e)  et(p),  n""  65^ 
et  69 ,  livre  II,  il  s'ensuit  que  la  stabilité  du  système 
planétaire  n'existe  plus  relativement  à  cette  cause  per- 
turbatrice. Mais  à  raison  de  l'extrême  éloignement  des. 
étoiles,  les  effets  qui  en  résultent  seront  probablement 
toujours  inappréciables ,  et  dans  tous  les  cas  ils  ne 
pourront  se  manifester  que  dansdes  temps  trèséloignés. 

Nous  ne  terminerons  pas  cet  article  sans  faire  re-^ 
marquer  encore  une  fois  combien  la  méthode  de  la  va- 
riation des  élémens  elliptiques  que  nous  avons  em* 
ployée  dans  ce  chapitre  et  dans  celui  qui  le  précède 
est  supérieure ,  pour  traiter  les  questions  du  genre  de 
celles  que  nous  avons  considérées,  à  l'intégration 
directe  des  équations  du  mouvement  troublé.  Non- 
seulement  cette  méthode  donne,  de  la  manière  la 
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plus  simple  9  toutes  les  inégalités  du  mouyement  de 
la  planète  en  longitude  et  en  latitude,  mais  elle  a 
seule  l'avantage  d'indiquer  clairement  Finfluence  de 
la  force  perturbatrice  sur  chacun  des  élémens  de  son 
orbite ,  et  d'offirir  ainsi  le  moyen  de  remonter  aisé- 
nient  des  effets  aux  causes,  au  milieu  de  toutes  les 
influences  diverses  qui  compliquent  les  mouvemens 
planétaires. 


1 
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^^'^^*^^'^^''"'^flfl^^r"^'^^'^T^^^TJT"^?^T'"'^?^^T'^W?T"^^^?^^^T"T?"''î^r^«ff^'Sî?5^^^55î^iî^5î^!^T^ 


CHAPITRE  VÏII. 


Inégalités  (lu  moifuement  des  planètef  pwduites  par 
VOfCtioji  des  satellites  et  des  comètes. 


83.  Les  mmfamà^  sa|^llUçs|U3Rt  en  général  s^  petjte^ 
relativem^ut  »  q^U^  d^  p}apèt/9$  qu'U^  ^/çQomt»r 
gnent  ^  que  les  perturbations  qu'ils  causent  dans  leurs 
mouveniens  ne  peuvent  être  que  très  peu  eo«sidëra-r 
Ides,  elles  paraissait  màm^  tout'>-à'>'lai(  îns^fisibl^^ 
excepté  pour  1^  Terr^  troublée  par  la  Lpne.  }1  sçvfi^ 
donc  inutile  de  nous  occuper  long-temps  de  ces  per- 
turbations, mais  leur  dél»rminai;îaa  peut  dcFânir 
très  simple  par  les  propriétés  du  centre  de  grayitU, 

£n  effut,  «ous  avons  vu^  f9P  1 1,  liyre  11,  que  la> 
{fla^iëttt  M  déerivait  h  très  peja  près  le  m^m^  lOrbîte 
^e€ij$a  masse  et^ellede  ses  ^atetUte$  étaimt  réunis 
«i|i  ce^itre  fiovuaxm  àp  gravité  du  système,  Sa.  sorte 
^  <n  idans  les  fisraudesdes  cb^tpitnss  fkréeedesfi  >Oi|L 
a«gnieq<p  la  niasse  de  la  plattète  .qpue  fious  désjgaen' 
tons  pur  M ^  ^s nafises de $es  satelUites,  llorbiteqiii 
«I  résa}ieta  sem  leeUe  du  oentre  de  gcsMlâ  d«  ayscr 
tème^  «t^MMirra  jaussi  être  ngudée  (Ceanoote  Dellifise 
nême  4e  la  filfaiète  résultant  /de  la  |>ittmière  iippnae* 
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Cela  posé ,  soient  X ,  Y,  Z  ^  les  coordonnées  de  M 
rapportées  à  ce  centre  pris  pour  origine  des  coordon- 
nées, et  au  plan  de  son  orbite  choisi  pour  plan  des 
X  et  des  Y;  soit  de  plus  Y  l'angle  que  forme  avec  une 
ligne  fixe,  d'où  l'on  compte  les  longitudes,  l'axe 
des  X.  Nommons  m,  rrJ ^  rri^^  etc.,  les  masses  des  satel- 
lites, r,  /,  /,  etc.,  leurs  rayons  vecteurs,  Vy  </,  i^,  etc., 
leurs  longitudes  sur  le  plan  de  Torbite  de  M,  et 
j,  $\  y',  etc.,  leurs  latitudes  au-dessus  de  ce  jJan. 
Les  coordonnées  de  m ,  w! ^  etc. ,  relatives  au  centre 
commun  de  gravité ,  seront  X  -f-  ^  cos  {y  —  V) , 
Y-f-rsin(«;— V),  Z  +  ry,  X  +  r^cos((/— V),  etc. 
Par  les  propriétés  de  ce  centre,  on  aura  donc 

(M+2m)XH-'»r  cos  (p-V)-|-/nV'  cos(<^'-V)-f-etc.=o, 
{M-+-2m)Y+mr  sin  (t^-V)+7nV  sin  (i^'-V)-hetc,=o, 

(M+27ii)Z4-  mrs  -f-  mV/  +  etc.  =  o. 

" .      '  *  '         '  .     •       • 

La  caractéristique  2  devant  s'étendre  à  tous  les 
satellites. 

'  On  aura  donc  immédiatement,  au  moyen  de  ces 
équations,  les  valeurs  des  trois  coordonnées  X,  Y,  Z, 
de  la  planète  relatives  au  centre  commun  de  gravité 
au  moyen  des  valeurs  de  r,  i^,  s  y  r',  \fj  s',  etc.,  sup- 
posées connues.  Or,  ces  quantité  dépendent  des  po- 
sitions des  satellites  entre  eux  et  par  rapport  au 
Soleil.  La  simple  configuration  des  satellites  d'une 
planète  suffira  donc  pour  déterminer  à  chaque  ins- 
tant  ses  perturbations  dans  l'orbite  qu'elle  décrirait 
sans  l'action  de  ses  satellites.  Les  inégalités  que  cette 
action  produit  sont  par  conséquent  toutes  périodi- 
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ques^  et  l'on  voit  en  outre  que  les  masses  des  sa- 
tellites étant  en  général  très  petites ,  relativement  à 
celles  des  planètes  principales,  ces  inégalités  seront 
très  peu  considérables.  Elles  sont  insensibles  pour 
Jupiter,  et  il  est  probable  qu'il  en  est  de  même  pour 
Saturne  et  Uranus. 

84-  L'action  dés  planètes  cause  dans  le  mouvement 
des  comètes  des  perturbations  très  sensibles  ;  elle  peut 
même  changer  entièrement  la  nature  de  leurs  orbi- 
tes ,  comme  cela  parait  avoir  eu  lieu  relativement  à 
la  comète  de  1770,  lorsqu'elle  s'est  trouvée  dans  le 
voisinage  de  Jupiter.  Si  les  masses  des  comètes  étaient 
comparables  à  celles  des  planètes ,  il  résulterait  de 
leur  réaction  des  perturbations  correspondantes  dans 
le  mouvement  des  planètes.  Ainsi,  par  exemple,  la 
comète  de  1770,  qui  est  celle  qui  a  le  plus  appro- 
ché de  la  Terre ,  aurait  altéré  la  durée  de  l'année  si- 
dérale, et  aurait  causé  quelque  dérangement  dans  le 
système  des  satellites  de  Jupiter  qu'elle  a  traversé  en 
entier.  Or,  rien  de  semblable  n'a  eu  lieu  ;  et  comme 
l'observation  n*a  indiqué  jusqu'ici  dans  le  mouve- 
ment des  planètes  ou  des  satellites  aucune  inégalité 
provenant  de  pareille  cause,  on  doit  supposer  que 
les  masses  des  comètes  sont  tellement  petites,  que 
leur  influence  sur  le  système  planétaire  est  tout-à- 
fait  insensible.  Leur  choc  même,  si  dans  l'immensité 
des  siècles  quelqu'une  d'entre  elles  venait  à  rencon- 
trer sur  sa  route  une  planète  ou  un  satellite ,  ne  cau^ 
serait  très  probablement  dans  la  marche  de  ces  astres 
que  de  faibles  altérations. 
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d'elles-mêmes,  on  trouvera 

Ces  valeurs  se  composent ,  comme  on  voit ,  de  deux 
parties ,  Tune  relative  aqx  aires  résultantes  du  mon- 
vement  de  translation  des  corps  m,  w",  etc.,  sup- 
posés concentrés  dans  leur  centre  de  gravité  res- 
pectîfs ,  la  seconde  aux  aires  que  produisent  leurs 
mouvemens  de  rotation  autour  de  ces  centres  re- 
gardés comme  des  points  fixes. 

Si  Ton  rapporte  les  coordonnées  des  corps  m, 
m\  etc.,  à  Tun  d'entre  eux  M ,  pris  pour  centre  des 
mouvemens ,  les  premiers  termes  des  trois  équations 
précédentes  coïncideront  respectivement  avec  les 
premiers  membres  des  équations  (A),  n*  7*7,  livre II; 
et  l'on  doit  remarquer  que  les  seconds  termes  de 
ces  formules  représentent  ici  ceux  qu'introduirait 
dans  ces  mêmes  équations  la  considération  des 
termes  de  la  fonction  perturbatrice  R  dépendans  de 
la  figure  du  Soleil  et  des  planètes.  Ce  n'est  donc  pas 
sans  le  savoir  que  dans  la  théorie  du  plan  invariable, 
n*  78,  livre  II,  on  a  négligé  les  aires  provenant  de  la 
rotation  du  Soleil  et  des  planètes,  cette  omission  a 
été  volontaire,  et  l'on  va  voir  qu'en  efièt  elle  est  par- 
faitement justifiée. 

86.  On  peut  donner  aux  équations  (2)  une  autre 
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forme.  Ea  effets  si  Ton  désigne  par  Â,  B^  C^  les  trois 
momens  d'inertie  du  corps  m  par  rapport  aux  trois 
axes  principaux  qui  se  croisent  à  son  centre  de  gra- 
yité,  par  Pfq^  r,  les  composantes  de  sa  vitesse  de 
rotation  suivant  ces  mêmes  axes ,  et  par  a,  b,  c^  les 
cosinus  des  angles  que  forme  respectivement  avec 
eux  Taxe  des  coordonnées  x^  on  aura 

S. dm  (^^5^^)  =  Aa>  H-  Bè'î  +  CcV, 

l'intégrale  S  devant  être  étendue  à  la  masse  entière 
du  corps  m.  On  aurait  des  expressions  analogues  pour 
les  aires  relatives  aux  plans  des  xz  et  des  jrz  ;  ]es 
équations  (2)  deviendront  ainsi 

2,m(^fc^4- 2 .  (Aa>+ B^''ç  +  CcV^^ 

2.^(?^=f^)4.2.(Aa>  +  Bè'ç4-CcV)===Z',y3) 

2,m('^^^^-^  +  S.(A/i/i  +  "Rbq  +  Ccr)  =  V. 

Le  signe  2  devant  être  étendu  à  tous  les  corps 
agissans  du  système. 

Remarquons  maintenant  que  si  les  corps  m^  wl^  etc.^ 
étaient  parfaitement  sphériques^  ou  si  aucune  force 
étrangère  ne  troublait  leur  mouvement  de  rotation , 
la  quantité  Aa"/>  +  Bô'ç  +  Cc'V,  serait  constante  par 
elle-même,  n*'  55,  livre  I^,  quelle  que  fut  la  nature  de 
ces  corps;  son  introduction  dans  les  équations  pré- 
cédentes ne  ferait  donc  que  changer  la  valeur  de  la 
constante  l^  il  en  serait  de  même  relativement  aux 
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quantités  analogues  qui  entrent  dans  Jes  deux  der* 
nières  équations  (5).  Soit  donc  c^  d^  d'^  ce  que 
deviennent  alors  les  trois  constantes  Z,  V ^  t'^  il  est 
clair  que  le  plan  qui  en  résultera  et  qui  est  celai  que 
nous  avons  nommé  plan  invariable  dans  la  théorie 
du  système  du  monde,  sera  tout  aussi  immuable 
que  le  plan  maximum  des  aires;  mais  il  aura  sur 
lui  l'avantage  que  sa  position  sera  facile  à  détermi- 
ner,  parce  qu'elle  ne  dépendra  que  des  données 
fournies  par  Fobservation ,  tandis  que  celle  du  plan 
maximum  des  aires  exigerait  qu'on  eût  détermina 
d'abord  les  mômens  d'inertie  Â,  B,  C,  etc.,  de  toutes 
les  planètes  qui  nous  seront  probablement  toujours 
inconnues. 

Ce  n'est  donc  qu'à  raison  de  la  différence  qui  existe 
entre  la  figure  des  corps  célestes  et  celle  de  la  sphère  ; 
et  des  inégalités  périodiques  et  séculaires  qui  résul- 
tent, dans  les  seconds  termes  des  équations  (3);  de 
ce  que  les  forces  qui  les  animent  ne  passent  pas  exac- 
tement par  leur  centre  de  gravité ,  que  le  plan  que 
nous  avons  déterminé  dans  le  n°  78  du  livre  II, 
pourrait  ne  pas  demeurer  toujours  parallèle  à  lui- 
même  dans  les  différens  siècles.  Mais,  d'abord ,  en 
étendant  k  tous  les  corps  célestes  ce  que  nous  avons 
démonti^  relativement  à  la  Terre ,  n®  20 ,  livre  IV| 
leurs  pôles  de  rotation  étant  fixes  à  leur  surface;  et 
leur  vitesse  de  rotation  pouvant  être  regardée  comme 
constante  quand  on  néglige  les  quantités  périodiques, 
si  l'on  suppose,  comme  dans  le  n""  14,  que  le  mou- 
vement de  rotation  de  m  s'effectue  autour  de  son 
troisième  axe  principal,   on  aura  />st=  o,   j'— 0 
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et  r  trt  câ  ,  en  désignant  par  œ  la  vitesse  an* 
golàire  de  rotationi  Soit  donc  X  Fangle  que  forme 
l'axe  de  rotation  avec  Taxe  des  z,  on  aura  simple- 
ment 

2,TO(^^^y^)H-2.Cû)cosA=Z.      (4) 

En  nommant  ju  et  y  les  angles  que  forme  respective* 
ineat  le  môme  axe  avec  les  axes  dts  y  et  des  Xy  les 
deux  dernières  équations  (  5  )  prendraient  une 
forme  setxiblable  ;  et  l'on  voit  par  conséquent  que 
si  les  seconds  termes  de  ces  équations  sont  affec- 
tés de  quelques  variation^  séculaires ,  elles  ne  peu«- 
vent  provekiir  que  de  la  variation  des  angles  A,  ^ 

Or^  supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  du  Soleil.  Si 
les  aoglei  h^fâ^^v  étaient  sujets  à  quelque  inégalité 
séculaire  fusible ,  comme  le  moment  d'inertie  C  est 
très  grand  à  raison  de  la  masse  et  du  volume  du  So- 
leil y  il  en  pourrait  résulter  dans  Co)  cos  K  des  inéga^- 
lités  susceptibles  de  devenir  considérables.  Mais  il  y  a 
lieu  de  croire  que  ce  cas  n'arrive  pas  dans  la  nature^ 
En  effet  >  les  déplacemens  de  Téquateur  solaire  ré- 
sultant dô  l'action  des  planètes^  sont  d'abord  exces- 
sivement petits  compiarés  à  <:eu3t  des  équateurs  pia^^ 
nëtaic^s  résultant  de  Taction  réciproque  du  Soleil 
sur  cea  tcorps*  Les  variations  des  angles  A^  jc^,  v  se->- 
ràient  donc  déjà  très  jj^u  considérables  par  cette  seule 
raison^  qwîUes  que  fussent  d'aiUeuns  la  figure  et  k  cons- 
titalion  du  Sc^eil  ;  mais  comme  ces  variations  sont , 
en  outre  de  l'ordre^  l'aplatissement  du  Soleil  ^  quantité 
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nécessairement  très  petite^  puisque  nous  avons  vu 
qu'il  n'en  résultait  dans  les  mouvemens  des  pla- 
nètes aucune  inégalité  appréciable^  on  doit  les 
regarder  comme  tout-à-fait  insensibles.  On  peut 
donc  considérer  les  seconds  termes  des  équations  (5) 
comme  constans  et  le  plan  invariable  comme  inal- 
térable en  tant  qu'on  n'a  égard  qu'à  l'action  du  So- 
leil. 

Nous  étions  déjà  parvenu  à  ce  résultat  dans  le 
n®  79  9  après  avoir  démontré  que  les  excentricités  et 
les  inclinaisons  des  orbites  planétaires  n'étaient  af- 
fectées d'aucune  inégalité  à  longue  période  dépen- 
dant de  l'ellipticité  du  sphéroïde  solaire. 

Supposons  maintenant  que  le  terme  Ccù  cos  A  se 
rapporte  à  une  planète.  Il  arrivera  ici  le  contraire  de 
ce  qui  a  lieu  pour  le  Soleil.  La  position  des  équa- 
teurs  planétaires  changeant  sensiblement  avec  le 
temps ,  la  valeur  de  cos  A  sera  affectée  d'inégalités 
séculaires  qu'on  ne  pourra  pas  négliger^  mais  comme 
le  facteur  Ccû  qui  le  multiplie  est  alors  une  très  petite 
quantité,  il  n'en  pourra  résulter  encore  dans  Vér 
quation  (4)  que  des  quantités  insensibles. 

Prenons  pour  exemple  la  Terre ,  que  nous  regar- 
derons comme  un  ellipsoïde  homogène  et  de  révo- 
lution. Soit  D  le  demi-diamètre  de  l'équateur;  on 
aura  C  =  |  mJ) ,  et  cette  valeur  sera  plus  grande 
qu'elle  ne  devrait  l'être  réellement,  parce  que  les  cou- 
ches terrestres  diminuent  de  densité  du  centre  à  la 
surface ,  n*  4^  ^  livre  V;  le  second  membre  de  l'é- 
quation (4)  contiendra  donc  le  terme  |mD*«cosA, 
ù0    étant  la   vitesse   angulaire   de    rotation    de   la 
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Terre ,  et  A  Tobliquité  de  l'édiptique  en  supposant 
qu'on  prend  ce^plàn  poor.oelui  des  xj.  Or,  si  l'on 
nomme  0  la  distance  moyenne  de . la  Terreau  So- 
leil et  n  sa  vitesse  moyenne  dans  son  mouvement 
aanoel,  le  terme  relatif  à  la  Terre  dans  le  premier 
membre  de  la-  même  équatioa  sera  ma^n.  La  durée 
de  la  révolution  sidérale  de  la  Terre  est  de  565,356 
d'où  Ton  tire  : 

^=365,256; 

n 

le  rapport  de  a  à  D  est  de  a39$4  environ  ^  on  aura 

donc  aifisi  : 

I  mD»  m  « 

2—- —  s-s  0.000000  35 . 

»  • 

On  voit  donc  que  le  mouvement  de  rotation  de  la 
Terre  n'introduit  dans  '  l'équation  (  4  )  que  des 
quantités  insensibles  relativement  à  celles  qui  résul- 
tent du  mouvement  de  translation  :  les  variations  de 
ces  quantités^  qui  doivent  seules  nous  occuper  ici , 
seront  donc,  à  plus  forte  raison^  tout-à-fait  insensi- 
bles, et  ne  pourront  influer  sur  la  valeur  de  la 
constante  /  (*).  Il  en  serait  de  même  de  toutes  les 

1(*)  Si  Ton  ne  Considère ,  pour  un  moment ,  que  la  Terre , 
et  qu^on  fa95e  abstraction  des  autres  planètes,  le  plan  inva- 
riable de^endxa  le  pkn  même  de  Técliptique  ;  et  si  l'on  sup« 
pose  que  l'^bU^té  varie  de  5^,  il  est  aise  de  voir  que  la  va*^ 
nation  correspondante  de  la  quantité  G«cos.A  ne  produirait 
pas  dans  Te'quation  (4)  un  t«rme  qui  fût  la  cent-millionième 
partie  de  la  constante  //Il  s^ensuit  donc  que  les  mêmes  forces 
qui  produisent  d^s  de'placemens  très  sensibles  dans  l'e'quateur 
terrestre ,  isk>nt  absolument  impuissantes  à  produire  la  moindre 
altération. daps  la  position ^de  l'ëcliptique. 

Tome  IIL  32 
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planètes  à  raison  de  la  petitesse  de  leurs  dimensiom 
comparées  à  celles  des  orbites  qu'elles  décrivent  au- 
tour du  Soleil.  Il  suit  de  \k  que  dans  la  détermina- 
tion du  plan  invariable ,  on  peut  se  dispenser  d'a- 
voir égard  à  l'ellipticité  du  Soleil  et  des  planètes^  et 
que  ce  plan  est  immuable  comme  il  le  serait  si  tous 
les  corps  célestes  formaient  des  points  mas^fe  placés 
à  leurs  centres  de  gravité  respectifs. 

Quant  aux  satellites^  leurs  masses  étant  très  pe- 
tites relativement  à  celles  des  planètes  principales , 
les  termes  qui  résulteraient  dans  les  équations  (3) 
de  la  considération  de  leurs  mèuvemens  dans  leurs 
orbites  9  peuvent  à  tous  égards  être  regardés  comme 
insensibles. 

L'action  des  étoiles  sur  le  système  solaire  pour- 
rait donc  seule  altérer  à  la  longue  la  stabilité  du  plan 
invariable;  mais  comme  oilTa  vu^  si  cette  influence 
devait  produire  des  effets  appréciables,  ce  n*est  qu'a- 
près un  grand  nombre  de  siècles  qu'ils  pourraient 
se  manifester. 

Concluons  donc  enfin  que  la  théorie  du  plan  in- 
variable ,  telle  que  nous  Savons  présentée  d'après 
Laplace^  dans  le  n""  79  du  livre  II,  ne  laissa  rien  à  dé- 
sirer sous  le  rapport  de  l'exactitude  ;  la  rigueur  des 
formules  et  des  raison  nemens  sur  lesquels  elle  est 
fondée 9  le  témoignait  déjà,  mais  il  était  nécessaire 
d'entrer  dans  les  développemens  précédèns,  pour 
réduire  à  leur  valeur  les  objections  que  Ton  avait 
cru  pouvoir  élever  contre  cette  théorie ,  sans  les  ap- 
pujer  daucune  discussion  sérieuse.  Lorsqu'on  ap- 
plique l'analyse  aux  phénomènes  célestes,  sans  iaire 
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entrer  en  considération  les  dispositions  particulières 
à  notre  système  planétaire,  qui  modifient  ces  phé- 
nomènes a  l'infini ,  on  construit  des  utopies  géomé- 
triques presque  toujours  sans  application  au  monde 
réel;  et  lorsqu'on  prétend  se  passer  du  secours  du 
calcul^  ce  puissant  auxiliaire  de  lesprit  humain^  on 
tombe  le  plus  souvent  dans  d'inévitables  erreurs. 
C'est  ici  le  cas  de  répéter  ce  que  nous  disions  dans 
rintroductiou  de  cet  ouvrage  :  les  méthodes  synthéti- 
ques sont  insuffisantes  pour  suivre  dans  tous  leurs  dé- 
veloppemens  les  phénomènes  qui  résultent  de  la  loi 
de  la  gravitation  ;  Nevrton  lui-même  s'y  trompa  ,  et 
la  plus  profonde  analyse  est  le  seul  guide  infaillible 
dans  la  savante  théorie  du  mécanisme  des  cieux. 


22*. 
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CHAPITRE  X. 


Masses  et  élémens  des  orbites  des  planètes. 

Nous  allons  réunir  dans  ce  chapitre  les  valeurs  des 
différentes  quantités  qui  entrent  dans  les  formules 
précédentes  ^  et  qui  se  rapportent  respectivement  à 
chacune  des  sept  planètes  principales,  Mercure,  Vé- 
nus ,  la  Terre ,  Mars ,  Jupiter,  Saturne  et  TJranus. 
Ces  valeurs  résultent  de  la  comparaison  des  formules 
de  la  théorie  aux  résultats  de  l'observation  ,  ce  sont 
les  seules  données  que  la  Mécanique  céleste  em- 
prunte à  l'observation. 

Masses  des  planètes^  celle  du  Soleil  étant  prise  pour 

unité. 

87.  Nous  avons  deux  moyens  de  déterminer  les 
masses  des  planètes,  soit  par  rx>bservation  des 
élongations  de  leurs  satellites  pour  celles  qui  sont 
accompagnées  de  satellites ,  comme  on  Va  vu  n^  38, 
livre  II,  soit  en  comparant  les  inégalités  qu'elles 
produisent  dans  leurs  mouvemens  réciproques  en 
vertu  de  leur  action  mutuelle ,  déduites  de  Tobser- 
vatioxi,  à  ces  mêmes  inégalités  calculées  par  les  for*- 
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moles  cb  la  théorie*  JLes  inëgalitëa  secalaires  seraient 
celles  qui  présenteraient  pour  cet  objet  les  données 
les  plus  exactes ,  mais  elles  ne  sont  pas  encore  assez 
bien  connues  en  ce  moment,  pour  qu'on  puisse  les 
employer  à  cet  usage  ;  on  y  supplée  en  recourant 
aux  inégalités  périodiques  et  en  j&isant  concourir  à 
leur  détermination  un  grand  nombre  d'observations 
que  ToD  combine  entre  elles  de  manière  à  en  tirer  les 
r^ltats  les  plus  probables.  C'est  par  la  réunion  de 
ces  moyens  qu'on  a  déterminé  les  valeurs  suivantes , 
qui  nous  semblent  les  plus  exactis  qu'on,  ait  obtenues 
jusqu'ici  des  masses  planétaireSi» 

Mew-re- »»    ^7^^" 

V^"'*« '••••' '^'   =?^' 

L»  Terre m"  =  15^, 

*•*" ••  '«"'=5^8533^» 

•'"P»**'^ "»"=7^f;^' 

Saturne m^  =  5g—  > 

Uranus m""  =  5. 

17910 

La  plus  importante  de  ces  masses  par  sa  grandeur^ 
et  par  conséquent  par  son  influence  sur  les  perturba- 
tious  des  planètes  et  des  comètes,  est  celle  de  Jupi- 
ter. La  valeur  précédente  diffère  de  celle  que  nous 
avons  trouvée  dans  le  n^  28,  et  que  Ton  a  déterminée 
an  moyen  des  élongatiotis  du  quatrième  satellite  d^ 
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cette  planète.  Depuis  quelques  années ,  le  calcul  des 
perturbations  des  planètes  secondaires  Pallas;  Junon^ 
Vestaet  Cérès^  semblaient  indiquer  que  cette  masse 
avait  besoin  de  correction ,  et  faisaient  désirer  de 
nouvelles  observations  des  élongations  des  satellites 
de  Jupiter,  d'où  dépend  la  détermination  exacte  de 
leur  distance  moyenne  au  centre  de  la  planète*  En 
effet,  celles  dont  on  avait  fait  usage  jusqu'ici  sont 
dues  h  Pound,  astronome  contemporain  de  Newton, 
et  encore  ne  les  connalt-on  que  par  leurs  résultats 
rapportés  dans  la  trftsième  partie  du  livre  des  Prin- 
cipes. Aujourd'hui  que  nous  possédons  des  instru- 
mens  plus  exacts  et  des  méthodes  plus  correctes,  il 
devenait  nécessaire  de  reprendre  ce  travail.  M.  Aîry, 
dont  nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  parler.  Fa  en- 
trepris ;  il  a  fait  à  l'Observatoire  de  Cambridge  une 
nouvelle  série  d'observations,  et  par  leur  comparai- 
son aux  tables  des  satellites  déduites  de  la  théorie  de 
Laplace,  il  a  déterminé  la  distance  moyenne  du  qua- 
trième] siatellite  au  centre  de  Jupiter,  qu'il  a  trouvée 
égale  a  o. ci 257977,  O^^^ura  donc  en  prenant  pour 
unité  la^dîstance  moyenne  de  la  Terre  au  Soleil  ,  et 
conservant  les  notations  du  n*  26  du  second  livxe  : 

log    a'  =:  8.0^6728, 
log  T  =  2.5625977, 

teg^  r  =  1 .  2224506. 

Ces  valeurs  substituées  dans  l'équation   (m)  du 
même  numéro  donnent      .g  ^  pour  la  masse  de 
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Jupiter,  ou  pUs  esatStemant  pour  la  somme  des 
masses  de  la  planète  et  de  son  quatrième  satellite , 
la  masse  du  Soleil  étant  prise  pour  mute.  Cette  va* 
leur  s'accorde  d'une  manière  satisfaisante  avec  cdle 
qui  résalte  des  perturbations  des  petites  planètes. 
En  effet ,  Nicolai  ,  par  le  calcul  des  inégalités  pro-- 
duites  par  Taction  de  Jupiter  surJunon  pendant  nn 
temps  donné ,  a  conclu  que  la  masse  de  Jupiter  était 

de  — F^ 7.  ïncke  a  déduit  des   perturbations   de 

1053,924  ^ 

Vesta    la    valeur    — ^ pour  cette  même  quan- 

io5o,ii^  *  ^ 

tité ,  et  Gauss  a  trouvé  la  même  valeur,  ou  une 
valeur  à  très  peu  près  la  même  par  le  calcul  des 
perturbations  de  Pallas.  Enfin,  comme  on  Ta  vu 
n*"  75,  Encke  a  déduit  des  équations  de  condition 
qui  lui  ont  servi  à  déterminer  le  coefficient  constant 
qui  exprime  la  résistance  de  lether  à  l'unité  de  dis- 
tance, sur  la  comète  périodique  de  1819,  une  masse 

exprimée  par  la  jfraction  — f7~t-  Tout  concourt  donc 

à  démontrer  que  la  masse  conclue  des  observations 
de  Pound  ,  et  qui  a  été  adoptée  par  les  géomètres 
depuis  Newton,  a  besoin  de  corrections,  et  il  ne 
s'agit  plus  que  de  choisir  entre  les  valeurs 'précéden- 
tes. Quoique  la  méthode  fondée  sur  l'observation 
des  élongatidns  des  satellites  soit  la  plus  directe  et 
selon  nous  la  plus  exacte  que  Ton  puisse  emp]o)^er 
pour  déterminer  la  masse  de  Jupiter  ,  cependant 
comme  les  observations  de  M*  Âiry  peuvent  n'être 
point  exemptes  de  quelques  légères  erreurs,  et  qu'il 


/ 
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annonce  Tintentioa  de  les  renouveler  dans  des  cir-- 
constances  plus  favorables  à  ce  genre  de  recherches, 
dans  les  années  i854^  i835  et  i836,  nous  avons  cru 
devoir,  en  attendant,  admettre  la  masse  déduite 
des  perturbations  de  Junon,  parce  que  c'est  celle 
que  les  astronomes  étrangers  ont  généralement  adop- 
tée, et  que,  d'ailleurs,  le  peu  de  différence  qui  existe 
entre  elle  et  les  autres  valeurs  que  nous  avons  rap- 
portées ,  fait  que  si  elle  avait  besoin  de  corrections 
les  résultats  suivans  n'en  seraient  que  faiblement 
affectés. 

Les  masses  de  Saturne  et  d'Uranus  sont  celles  qui 
résultent  des  équations  de  condition  qui  ont  servi  à 
la  construction  des  tables  de  Bouvard.  Cette  manière 
de  les  déterminer  doit  être  préférée  ici  à  celle  qui 
serait  fondée  sur  les  élongations  observées  des  sa- 
tellites de  ces  deux  planètes,  parce  que,  vu  leur 
extrême  difficulté ,  les  observations  de  ces  élonga^ 
tions  sont  encore  beaucoup  moins  certaines  que  celles 
des  satellites  de  Jupiter.  Il  ne  faut  pas  se  dissimuler 
cependant  que  selon  M.  Bouvard  la  masse  de  Jupiter, 

déterminée  de  la  même  manière  ,  serait  de =, 

'  to7o,5' 

valeur  qui  diffère  peu  de  celle  que  Ton  déduit  des 
observations  de  Pound ,  n**  28 ,  livre  II ,  mais  qui 
ne  peuvent  nullement  concorder  avec  les  résultai 
des  perturbations  des  petites  planètes,  ou  avec  la 
valeur  qui  résulte  des  nouvelles  obsei*vations  de 
M.  Aîry.  Il  est  donc  très  probable  que  les  masses  de 
Saturne  et  d'Uranus  ,  données  par  M.  Bouvard ,  ont 
également  besoin  de  corrections,  et  nous  savons  que 
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cet  astronome  s'occupe  en  ce  moment  ponr  cet  obj^ 
d  une  nouvelle  révision  des  équations  fondamentales 
de  ses  tables. 

La  masse  .d^  la  Terre  a  été  déterminée  par  la  for- 
mule (n)  du  n?  28^  livre  II ,  dans  laquelle  on  a 
supposé 

/  =  6564551-, 

g:  =  9-,8i645, 

log  sin  P  =  log  sin  8",6o  =  5,5 195564. 

Ces  valeurs ,  qui  paraissent  plus  exactes  que  celles 

qui   sont   rapportées   dans    le    numéro  cité  ,    ont 

donné  : 

I 


m  = 


356353,6* 


Quant  aux  masses  de  Mercure  et  de  Mars ,  lorsque 
leur  action  sur  les  autres  planètes  n'était  pas  encore 
suffisamment  connue,  on  les  avait  déduites  d'une 
hypothèse  empirique  sur  la  loi  de  leur  densité*  On 
avait  observé,  en  comparant  les  masses  de  la  Terre  , 
Jupiter  et  Saturne  à  leur  volume ,  que  les  densités 
de  ces  trois  planètes  sont  à  très  peu  près  en  raison 
inverse  de  leurs  moyennes  distances  au  Soleil  ;  et , 
en  étendant  par  hypothèse  cette  loi  aux  ttois  planètes 
Mercure,  Mars  et  Jupiter,  il  avait  été  facile  d'en  con- 
clure leurs  masses  en  supposant  connus  leurs  diamè- 
tres, qui  sont  donnés  en  effet  par  l'observation.  Mais 
l'arbitraire  de  cette  hypothèse,  qui  s'écarte  beaucoup, 
comme  on  sait ,  de  l'exactitude  relativement  à  Vénus 
et  à  Uranus,  joint  à  la  difficulté  que  présente  l'ob- 
sei vation  des  diamètres  planétaires ,  laissait   beau- 
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coup  d'ineertitade  dans  cette  détenxiiiiatkMi  ^  et  il 
était  k  désirer  qu'on  fixât  les  niasses  de  ces  deux  pla- 
nètes par  des  moyens  plus  directs.  C'est  ce  qu'a  fait 
Delambre  relativement  k  Mars ,  dont  il  a  déterminé 
la  masse  par  les  efiets  qu'elle  produit  dans  le  mou«- 
vement  de  la  Terre.  La  comparaison  d'un  très  grand 
nombre  d'observations  du  Soleil ,  faites  par  Bradley 
et  M askeline ,  aux  formules  des  perturbations  four^ 

nies  par  la  théorie ,  lui  a  donné  ^.^^  pour  la  va- 
leur de  cette  masse.  Mais  Bessel,  après  avoir  discuté 
de  nouveau  les  observations  employées  par  Delambre^ 

a  jugé  que  cette  quantité  devait  être  réduite  à  -gg-ôô- 1 

et  c'est  la  valeur  que  nous  avons  adoptée.  Quant  à  la 
masse  de  Mercure  ^  on  a  conservé  celle  qui  résulte  de 
l'hypothèse  précédente  sur  la  loi  de  densité  des  pla- 
nètes f  tout  en  reconnaissant  son  incertitude  ;  mais 
on  doit  observer  que  la  petitesse  de  cette  masse  fait 
que  son  incorrection. ne  peut  avoir  aucune  influence 
lensible  sur  la  détermination  des  inégalités  planétaires. 
En  nommante  et  a'  les  distances  moyennes  respectives 
de  Mercure  et  Jupiter  au  Soleil ,  D  et  D^  leurs  diamè- 
tres ,  m  et  m^  leurs  masses  ^  on  aura ,  selon  l'hypothèse 

précédente^  pour  la  masse  de  Mercure  m  =  -t^tj  m\ 

En  supposant,  d'après  les  observations^  les  diamètres 
moyens  de  Mercure  et  Jupiter  vus  à  la  moyenne  dis- 
tance de  la  Terre  au  Soleil  respectivement  de  2  l'^^^o 
et  626f'o4f  ^^  substituant  ensuite  à  la  place  de  ^  et  ^ 
ks  valeurs  que  nous  donnerons  plus  bas^  on  trouve^ 
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d'iprèâ  la  masse  adoptée  précédemment  pour  Jupi* 
ter,  la  valeur  de  m  que  nous  avons  rapportée. 

A.insi  donc  les  valeurs  des  masses  planétaires  ({ue 
nous  avons  adoptées  ^  celles  de  la  Terre  et  Mercure 
exceptées ,  résultent  de  la  comparaison  des  observa- 
tions aux  formules  analytiques  des  perturbations  ,  et 
elles  sont  toutes  déterminées  par  conséquent  d'une 
manière  uniforme  et  symétrique.  Les  masses  de  Ju- 
piter et  de  Saturne ,  dont  l'effet  est  si  considérable 
sur  les  inégalités  des  planètes ,  laissent  encore  quel* 
que  incertitude  ;  de  nouvelles  observations  des  élon- 
gafions  de  leurs  satellites  permettront  bientôt ,  sans 
doute  y  de  déterminer  ces  masses  avec  plus  d'exacti- 
tude qu'on  ne  Ta  fait  jusqu'ici ,  et  l'accord  des  va- 
leurs données  par  des  méthodes  si  différentes  en  sera 
la  plus  sûre  vérification. 

88.  Nous  avons  donné  dans  le  chapitre  Y  du  livre  II 
les  formules  qui  servent  à  déduire  des  observa- 
lions  les  élémens  des  orbites  planétaires.  On  peut 
en  général  regarder  les  élémens  ainsi  obtenus  comme 
une  approximation  qu'on  rendra  de  plus,  en  plus 
exacte  à  mesure  que  le  temps  fournira  un  plus  grand 
nombre  d'observations,  et  développera  les  diverses 
inégalités  dont  les  mouvemens  planétaires  sont  affec- 
tés. Ijc  meilleur  moyen  d'y  parvenir  est  de  comparer, 
ainsi  que  nous  l'avons  dit  pour  la  correction  des 
masses ,  un  très  grand  nombre  d'observations  choi- 
sies à  cet  effet  faux  longitudes  et  aux  latitudes 
déduites  des  tables  planétaires  calculées  avec  les  élé-^ 
mens  de  l'orbite  relatifs  à  la  première  approxima- 
tion. En  donnant  ensuite  à  cea  élémens  une  correc- 


\ 
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lion  indéterminëe,  qu'on  supposera  assez  petite  pour 
qu'on  puisse  négliger  les  puissances  supérieures  à  la 
première ,  on  égalera  les  variations  qui  en  résulte- 
ront dans  l'expression  de  la  longitude  et  de  la  lati  - 
tude  aux  différences  que  Ton  a  trouvées  entre  les 
lieux  observés  et  les  lieux  donnés  par  le  calcul.  On 
formera  ainsi  autant  d'équations  qu'il  y  a  d'observa- 
tions employées  ;  en  les  combinant  ensuite  par  la 
méthode  des  moindres  carrés ,  on  obtiendra  les  va- 
leurs des  indéterminées  qu'elles  renferment ,  qui  sa- 
tisfont le  mieux  à  l'ensemble  des  observations.  A 
l'aide  de  ces  données ,  ou  corrigera  les  premiers  élé* 
mens  des  orbites ,  et  l'on  parviendra  ainsi  aux  résul- 
tats les  plus  exacts  que  puisse  fournir  sur  cet  objet, 
dans  l'état  actuel  de  l'Astronomie ,  le  concours  de  la 
théorie  et  de  l'observation.  C'est  de  cette  manière 
qu'on  a  trouvé  les  valeurs  suivantes  : 

Moyens  mouwmens  sidéraux  des  planètes  pour 
une  année  julienne  '  de  365  jours  -^j  ou  valeurs 
deUf  Vif  etc. 

Mercure n    =  55254i6'^79 

Vénus n'    =s  3106641  »  Sn 

La  Terre ri'  =  1295977 ,  55 

Mars n'"  =     689051 ,  la 

Jupiter /i**  ^=     109256,  29 

Saturne n^  =      4^99^^  7^ 

Uranus n^*  =       154^4  9  54 

Lorsqu'on  emploiera  les  valeurs  précédentes  pour 
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Tif  n\  etc.,  le  temps  t  désignera  l'intervalle  écoule 
depuis  rinstant  que  l'on  a  choisi  pour  époque  expri-* 
mée  en  années  juliennes  et  en  parties  de  cette  année. 
De  là  y  en  prenant  la  distance  moyenne  de  la 
Terre  au  Soleil  pour  unité ,  et  en  observant  que  les 
temps  des  révolutions  des  planètes  sont  en  raison 
inverse  de  leurs  moyens  mouvemens ,  dans  le  même 
espace  de  temps,  on  a  conclu  par  la  troisième  loi  de 
Kepler,  n^  a,  livre  11^  les  distances  moyennes 
suivantes  des  planètes  au  Soleil. 

Distances  moyennes  des  planètes  au  Soleil ,  ou  denù" 
grands  a^es  de  leurs  orbites. 

Mercure a    =  0,38709812 

Vénus a'   =  o,7a53525o 

La  Terre a"  =  1,00000000 

Mars a'"  =  1,52369352 

Jupiter. . . .  • û'^  =  5,201  ï6636 

Saturne à'   =:  9,53787090 

Uranus a^'  =  19,  i853o5oo 

Longitude  des  époques  en   1800  ,  ou  valeurs  de 

Mercure .....  ^  «    c=s  i  lo""  i5'  i7",9 

Vénus.  ..•..  .*.  fe'    =  145.56.52,1 

La  Terre i^'  =  100. 23. 32,  6 

Mars e"'  ss  232.49*5o  ,  5 

Jupiter  .......  €'^  =    81 .  52  •  10  ,  3 

Saturne...;...  ê^  =s  i23.o5.29,4 

Uranus.. 1"  =  175.30.16,6 
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Rapports  des  excentricités  aux  mojrennes  distances, 
ou  valeurs  de  e ,  e\  etc*,  pour  1800. 

Mercure e    =  o,2o55f49 

Vénus e'    =  o,oo6855i 

La  Terre  ....  e"  =  o,oi685559 

Mars c'"  =  0,0935061 

Jupiter e'^  =  0,0481621 

Saturne é^    =  o,o56i5o5 

Uranus.  •  ....   e^*  =  0,0466108 

Longitudes  des  périhélies  en  1800,  au  valeurs  de 

(dy  oùf y  etc. 

Mercure  . . . .   a)    =  74°  ^i'  ^\^^ 

Vénus O)'    =  Î28.45.  6 

La  Terre. ...   û)''  =  99.29.53 

Mars û)'"  =  33a. 23.40 

Jupiter e4)*\  =5  II.   7.56 

Sàturae ©^    =  89.  8.20- 

Uranus'. . . . . '»'^*    =s  167.30.24 

iHclindisùhs  des  orbites  à  CéeUptique  en  i8qq  y  ou 

valeurs  de  (^y  ^'^  etc. 

Mercure. .  ♦ 
Vénus* i* . 
La  Terre.  * 
Maw  •  f . .  » 

Jupûter  4  ^  « 

iS^turri^.^ ,  *  jb  <    4.  ^^,  =  2.29.^ 
Uranufi f^*  =      4^*^^ 


•  '  r 


<p  - 

<p' 

«m!b 

7''o.o' 
3.25, 

9^^ 
39 

-^ 

0, 
I. 

.oo« 
.5o. 

00 
6 

.■^'. 

^1= 

I , 

.18.52 
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longitudes  des  nœuds  ascendans  sur  técUptique  d» 
i6oo>  ou  valeurs  de  ouyHj^  etc. 

Mercure «    =  45*>57' Sg" 

Vénus.. .    • . .  fit'  =  74.52.39 

La  Terre....  «t"  =  0.00.00 

Mars a'^ss  48.00.36 

Jupiter tf.'^  =  98.35.4^ 

Saturne a^  =s  1 1 1 .  56 .  7 

Uranus ^6^*=  72.59.21 

Toutes  les  longitudes  qui  précèdent  sont  comptées 
à  partir  de  1  equinoxe  moyen  du  printemps  de  1800, 
en  prenant  pour  époque  le  minuit  qui  sépare  le  5i 
décembre  1799  du  i*'  janvier  1800.  On  doit  se  rap- 
peler encore  que  conformément  à  ce  qui  a  été  dit 
n  '  24^  \\sr^  II9  la  longitude  du  périhélie  est  égale  à 
la  distance  du  périhélie  au  nœud ,  augmentée  de  la 
longitude  du  nœud  à  l'instant  que  l'on  a  choisi  pour 
époque. 

L'action  mutuelle  des  planètes  fait  varier  insedsi** 
blement  les  élémens  de  leurs  orbites  et  altère  à  la 
longue  9  par  conséquent ,.  les  valeurs  préoédentes  ; 
nous  déterminerons  plus  loin  ces  altérations^ 

D après  la  théorie  des  variations  séculaires,  les 
moyens  mouvemens  n yiï  ^  etc.,  ainsi  que  les  demi-» 
grands  axes  a,  oi^  etc.,  qui  s'en  déduisent,  devraient 
être  invariables^  et  l'on  devrait,  par  conséquent, 
retrouver  dans  tous  les  siècles.les  mêmes  valeurs  pour 
ces  quantités.  Mais  nous  remarquerons  que  lorsqu'on 


n 
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déduit  des  observations  les  longitudes  moyennes 
nt^  if  nft^  g',  etc.,  les  termes  nt ,  n!t,  etc. ,  qui 
croissent  avec  le  temps,  contiennent,  outre  la  partie 
qui  dépend  du  mouvement  moyen ,  une  autre  partie 
dépendante  du  terme  proportionnel  au  temps  que 
renferme  l'expression  de  la  longitude  des  époques 
€,  6%  etc.  Or,  cette  dernière  partie  est  nécessairement 
variable,  et  nous  en  donnerons  plus  loin  l'expressiou. 
Il  résulte  delà  que  les  valeurs  de  n,  n\  etc.,  qui  pré- 
cèdent, ainsi  que  celles  de  a,  a',  etc.,  données  direc- 
tement par  les  observations ,  et  sans  qu'on  en  ait  dé- 
duit les  parties  dépendantes  de  la  variation  des  épo- 
ques, ne  sont  pas  rigoureusement  constantes ,  et  sont 
sujettes  à  quelques  légères  variations  dépendantes  de 
Faction  mutuelle  des  planètes.  Au  reste,  les  valeurs 
que  nous  avons  rapportées  sont  celles  que  Laplace 
avait  adoptées,  et  nous  les  avons  conservées  à  cause 
des  nombreuses  quantités  déjà  déterminées  par  M.  Bou- 
vard ,  auxquelles  elles  servent  de  base  dans  la  théo- 
rie des  perturbations  planétaires ,  et  dont  il  eût  fallu 
sans  cela  reprendre  en  entier  le  calcul.  Ces  valeurs 
ont  subi  depuis  quelques  altérations  >  tant  par  les 
raisons  que  nous  venons  d'expioser,  que  parce  que  les 
neuvienes  stables  astronômic^ues  '  ont  permis  de  les 
déterminer  avec  plus  de  précision.  On  trouvera  à  la 
^0  de  ce  volume  <;ës  nouvelles  valeurs  ;  les  difTéren- 
ces  qu'elles  ofiVent  .avec  celles  qui  précèdent  ne  sont 
p^s  de  aatuce  à  altérer' d'une  manièrB  sensible  les 
résultats  qui  en   sont  déduits.  ' 

A  l'aide  des  v£|leui!s .préoédeafesude  a,  à'^  etc. ,  et 
des  .fornlules  données  daiis  lecchapitire  U  >  on  a  cal- 
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culé  les  quantités  suivantes  : 

89.  Mercure  et  Vénus  (*). 


• 

«=--=:  0.53516076, 

log«  =s  9.79848432; 

d'où  l'on  a  conclu 

log&^i  =  o.33i6a355. 

(1) 
ïog^^i^  =9.7120x453- 

"■> 

ensuite 

^ 

logi?^  =  0.3368948, 

(') 

\o^hl   =  9.7822613, 

logAi     s=  9.39x9713, 

(3) 
hx       =:  9.0444085, 

* 

bt    =  8.7167x69, 

(f) 

bi     =  8.4003272, 

* 

bi^     =  S. 0904909, 

bx_      =s  7.7827091, 

*i      -  7-4666,49, 

a 

il         =    7.1057826; 

diV 

46? 

log.    ^     = 

9.6206935,     log  «  -j^ 

=    9.8922092, 

*r 

Jr 

• 

9-7578969,    «  ^^ 

=  9.5682680, 

(^)  La  plus  grande  partie  de  ces  quantités  avait  été  calculée 
par  M.  Bouvard ,  et  rapportée  dans  le  tome  III  de  la  Méca^ 
nique  céleste.  Je  leur  ai  joint  celles  qui  étaient  nécessaires  à 
la  détermination  de  nouvelles  inégalités  reconnues  dans  le  mou- 
vement des  planètes.  On  ne  rapporte  ici  que  les  valeurs  loga- 
rithmiques y  parce  que  Ton  en  fait  beaucoup  plus  usage  dans  le 
calcul  des  perturbations  planétaires  que  des  valeurs  en  nombres. 

Le  signe  —  derrière  un  logarithme  indique  que  le  nombre 
auqjiiel  il  se  rapporte  est  négatif. 

Tome  IIL  2Z 


n 
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*<^  M? 


log  «  -j--  =s  9.3556636,      Iog«  -^  zsx  g.iSoSSsS, 


<«?'  diV 


=  8.8978883,     a  -r^  =s  8.66a74Sa, 


«»f> 


.-35-=  8.4337148  5 

log«»  -^  ==  9-897î>9^5,  Jog  «•  -gjl-  =  9.8418888, 

«•  -^jp  =  9-9878"'»  «•  -3^  =  9-9860209, 

«•  -gjT-  =  9.9o8aa65,  ^'-J^  =  9-7869570, 

r=  9.636a375,  «»  -g—-  =  9.463o638{ 


</«> 


ai&«  a-A?> 


log«»_l.  =  o.a388655,    log*»  -^   =  o.a6695a8. 


«».^-  =  o.i64o337,       **'3;?'  =  0.3493404, 
d.A<^>  dnf 

L   =  0.3913886,  A»  -gjî-    =  0.3790579, 


<^' 


^i5f> 


i»  _-^  =  o.3aa8i36  ; 


log  .4  -^  =  o. 756583a,   log  «4  —^  a  0.8296939^ 

a45r>  rf 

ai  -T-ï-  3=  0.8811389,         *4  —-t.  =  o.93653oai 
a*4  «*• 


DU  SYSTÈME  DU  HOlNIK.       x  365 

Ml    =  o.6a47io4,    logAs     =3.035376,      log 4'^  =5  0.2901540, 

^')  (4)  (f) 

*3    =  0.0764118,  As     =  9.86o44aa,  63     =:  9.6167506, 

*1   =  9-3780470; 

^f  d^f  a^V^ 

•  "S-=»-8^56i32,  log«.-ji-=sK>.7i8a3o3,  log« -^=0.5787622, 

*  -^  «0.4175981J 

'^••-2?"  =  '-3495903,    log*-  ^  =  1.3839992, 

Mercure  et  la  Terre. 

«  =  J?  =  0.38709812, 

log  «  =  9.58782211;  3 

d'où  l'on  a  conclu  ^ 

(o) 

log  i^  jL  =  0.31715472, 

<<) 

Jog  &_  j^  =  9.5794473a  ~, 

et  par  suite 

logil*^  =  0.3184766,     logâf   :^  9.6139897,     log»?^   :^  9.0798265, 

*i    =  8.5899496,  &/  -r  8.1206397,  fc^*^  =  7.663o4io, 


ft 


s 


j.^*>  ,(7)  (8) 

\    =-  7.î"i9^xi,  Aj     =  6.7581546,  hV  =  6.2479733  i 

,        ^^  ^^'2  ..?> 

**^* -3^=9.3546937,  log«-3jî.==g,66687o6,  log  it -^=-=  9. 4111261 


1 
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dhi^  dbi_  dbi^ 

log«    ^=9.0885469,  log«-2|-=8. 7394738,  log «.-^=8.3^338, 

n_ÎL-=58.oo4g6i5,        « -~-=:7.635ai38  ; 

d^hf  d^bf  d^bf 

log*»-^^  =9.3989391,  log*«—i-=9.a633l798,  logA^-j^^g.SoSioBS, 

^.4'>  ei<  rf-^f 

«•-^r^=s9 .  4433705,      *'-2jr  =9-î»538a73,      ««-g;^  =  9.  oo3a85aî 

rfs^i  a'*i  a»*^. 

Iog«»-^j|-=o.  4910738,  Iog«*-r^=;9.5o3aaaa,  log<t>..~-=9.5oo39o8, 

«?-^=9. 5772965  ; 

(o>  <x)  (») 

loftbs    =30.4581591,    log&3     =0.1975730,    logfr)     =9.8736804» 

0)  (0  CQ 

hs     =9.5^40^0,         ^â    =9.1868688,  &j     =8. 787871a  i 

log*  -—~-=o.a9a5o4a,  log*    J\     =  0.0748837. 

Mercure  et  Mars. 

A  ==:  -|^  =  o.a54o53ia, 
log  *=  9-4o49347<>i 

on  a  conclu  de  là 

(•) 

log&^j^  =  o.3o8oiooa, 

(0 

log  i_  i  =  9.40137750  —, 

et  ensuite 

(•)  <i)  (•) 

logj&i     =  o.3o8a443,     log^i^     =  9*41^7443»     log  5i      =s  8.6969275» 

•  a  i 

O)  (O  (*> 

&,     =8.0230878,  bV  (=:  7.3675423,  &,     =6.68ia4ia^ 

î  »  » 
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<•)  (t)  (i) 

db^  dbt^  dhg^ 

*if  *j^'>  rf»j?' 

log««-2-ï-s=8.go49M8,  log  «•-2^=8. 6371693,  log«»-^-=9.o599375» 

«•-r^=8,83iaa8i: 
a** 

log  4*^  :=  o.365g694,    log  4'^  =  9. 98645 la*     log  fc/^  =  9.4347046. 
%  »  % 

Mercure  et  Jupiter. 

A  =   -^   =   0.0744^555, 

iog«  =  8.87172138J 

d'où  l'on  a  concla 

(o) 
log  À  X  =  o.3oi63i3, 

0) 
log  &_  j^  =  8.8714210  — . 

a  étant   une   très   petite  quantité  ^  les  valeurs  de 

^1  ,61   ,  etc. ,  ne  pourraient  se  déduire  des  précé- 

dentés ,  avec  une  exactitude  suffisante ,  à  l'aide  des 
formules  ordinaires  ;  elles  ont  été  calculées  par  le 
moyen  des  séries,  conformément  à  ce  que  nous  avons 
dit  n**  18  et  21 ,  et  il  en  a;  été  de  même  dans  tous 
les  cas  semblables. 

,  (o)  (l)  (») 

iogfrt^   a  o«3oi6398,    log&i     =  8.87a6a8ft,    log  6i     =  7.6199377, 

s  •  ft 

6i     =6.4800069,  bi      :=:  6.7161703; 


n 


358  THÉORIE  ANALYTIQUE 

(o>  (<)  (>) 

dhi  dbi^  dhj^ 

log«-^-=7-74^i5io,  logA-^ 2=8. 9744317,  Iog«-^ 8=7. gai  1178, 


aiV 


j^  =6. 8889294  j 


d.&f  J.4'>  d^bf 

log  &?^  =  o.3o64558,    log  b^^  =  9.3533647,    log4'^  =  8.3ai8883. 
•  »  • 

Mercure  et  Saturne. 

«  es  iL  s:  o.o4ttS8547, 
log«  =  8.60837067  j 

d'où  Ton  a  couda 

log"A_  £  =  o.3oi9o88y 
log  6_  I  =  8.6083811  —, 

ensuite 

(o)  (t)  <•) 

log  b/  =  0.8012087,    log  bi     =  8.6o8633o,    log  bt     =  7.0900887, 

B  â  • 

bi      =  5.6202409  j 

df&i  <2&i_  <2&2. 

log* -^■87. 2175594,  Iog«-2|-«8.6o9i695,  log«-^-=7.393i235, 

«  -^--k:6.  0975555  ; 
log*«-^-fi=7.ai84335,  log««-^^ss6. 1797739,  log«*-2j^=a7.3828i9fe 


(o)  (1)  (9) 

log  bz^     =  0.3026406,     io%b^     =  9.0868340,     log  *j     =  7.7939517. 

ft  ft  « 
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Mercure  et  Uranus. 


«  =  ^  =  0.09017895 , 

log  «  =  8.3048987  i 


d'où  l'on  a  conclu 


log  ^  1  =  0.30x0743, 

log  h%  =  8,3048766—, 


ensuite 


(0)  (1)  <•) 

hi^    ss:  0.3010695,    log  ^1     =  8.3049857,    log  bi     =s  6.485oiia  i 

ï"  â  î" 

«•~-  =  6.6101641»    ioga      ,*      wm  8.3o5995oy 
log  b^    =3  o.3oi4a8o,  log&/  =  8.7823514. 

frémis  et  la  Terre. 


«  as  -7  ss  0.73333930, 


log*  =  9-85933789  i 

d'où  Ton  a  conclu 


(0) 

log  ^_£  =  o.35633o3, 
log  &    £  =  9-8î>75394  —, 


ensuite 


(O)  (I)                                                            (•) 

6,     =50.3777399,     log&i  =9.9749413,     log  Al      =9.7999958, 

*  s                                                   • 

(I)  (i)                                     a\ 

ht_    =  9.5096850,  &i  =  9.3i53736,          b\    =  9.i323iio, 

*  ï                                     » 

(B)  (^                     m' 

&1   =8.9569961,  A.  =  8.7860419,      Al   =  8.6904588, 


36o 
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iog  4*^  =  8.459347^1,    log6i'*^=8,3o34iai,    log&l"'=s  8.i54G6i4, 

h)      =8.0169498,  hi      =7.8968017; 


db) 


db':' 


^?> 


log*— 2^=0.0751699,  log«-nA  =o.ai58a53,  log a  -j*-  =0 . i75a6oo, 


0 
<£*. 


d*?^ 


«-7^=0.0995899,        «-^=0.0077835, 


dbt 


db? 


<*) 
dbi 

«-^=9.9061077, 


«-3^=9.7974307.        «-2^=9.6846536,        * -j^=9.S&nSS», 


Hi^ 


(10) 
dh\      ' 


(■0 

db) 


«-2^=9.4469998,     «-2^=9.3914969,     «-^=9.1892095, 


db\ 


«      •-=9.0459489,       «-2l-s=8.8784874  ; 


d^b'P 


d'hv 


d.»« 


log  «•  -^-^=0.6069888,  log*«-^-  =0.5955340,  log  «•-jj-  =0.6510782, 


«•—r^- =0.6783146, 
a«* 


d.*<« 


a,. 678070»,      m'-j—  =0.654889}, 


.aW 


**, 


*A« 


<{*i; 


«•-2-î-=o.6i3i433,     «*-j;î-  =o.56ioe66,      «*-^-  =o.499i9o4> 


d.*f 


d.»V' 


«•-^-^=0.4311184,     «•-^)j-=o.3586o43, 


.9851098, 


d-iî*' 


d^i'r 


«»     /    =0.9154436,     «•     ■*    =0.1 563565  ; 
du*  ^  (U* 


d^b":' 


d^b? 

I L 

€/«» 


=1.3366017,  log«»-2j^  =1.3439093» 

=1.3765018,    «»-t4- =ï- 3996850, .  «s    •-=.,.4364694, 


log«»-^-f-  =i.33o479o,  log«'-j^ 


£f«3 


<f«> 
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d33?>  d^V  rf< 

*»  ■^=1.4334792,  log«»-2^  =1.4^55955,  log*».^  r=i.4o653i3, 

d.i?>  d^b^r^  d^b^:" 

«î-jl-  =1.37747(56,      «»-^^=i.335oo68,     «»-2jy-=i.»7^ii4> 
.5-3;2-.=,,ao35a73,      *»  -5^=1.097^706  i 

rf4jf>  rf45?>  a4jr^ 

log*4^  =3.3476455,  log*4_L  =2.3559663,  log*4_î-=î,36i4438, 

dib^r  dib^r'  dibV^ 

*4— X-=a.363o34îï,      *4_^=:a.3675aa3,      «4-^=a.3to94i65 

d^bV  d^b'?  d^b'r^^ 

logAS.-Â.  =3.3411764,  log*»-^  =3.3461468,  log*»_^=3.35o4344, 

d^b'r'       ^         d<->  d^b'r 

*5-2fr=^-^4^7^°<'      *'"af5"  =3-3069397,      *»-^J^-c=:3.i65i758; 

(0)  (0  (*) 

logis    =0.9996769,    logi^    =0.9480163,      logia    =0.8684434» 

i;i  =0.7748044»    ^1  =0.6734969,     ^a.  =o.56a5368, 

ft  *?  a 

<>)  (7)  (9) 

^3  =  o.45o36o6,    b^    =  0.3339489, &3  =  0.0915573  , 

(<•)  (sO  '        (<>) 

&3     =  9.9645463,  &3     =  9.83f5i59,  &3     =  9.6838a49  ; 

ft  ft  • 

di^  db^  db^ 

logft      *    =1.61^5716, logaf^Tj"  =1. 5660804,  'og^-^f"  =  i.5o3o497, 

(9)  (<•)  ('0 

dbs  dbs  dbj^ 

«-—-=1.1983763,       A-^— =1.11  f  380a,        *— ~-=  i.oa32309, 
(») 


«•—=0.9373535; 


n 
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leSo,  Iog««-j^=ii.!>39o6o9,  log««-2^;-=».i6934i3, 

«-  "'' 

d^hf  d.*i">  d^hT 

Jog«>-2^  =3.4354a4i,  Iog.»..^s=3.3994o95,log«»--i- =3.3595311 

...0» 


36a 

d'if  d-if 

••-j^— =a.o9ioii7; 

=3.4354a4i,  lo(5«»..2jî-s=3.3994o95,  log««  --|j-  =3.35953i8, 

d'fcr> 
<fti— »    =:3.3i83a!i8; 

CM* 

d4i<»>  a4*<;->  ci44-> 

log44_l-  =4.6037529,  log*4-2^^--=4-58oa83i,  log»*-^^— =4.5590(»7, 
«*-tV=4«5i586io;1 

CM* 

d.i?>  d'^r*         ^-"ir' 

log«»__l-  =5.8aiK»4a,  loga»-— -=5.8i373o4,  log«»-ji-=5.795o759, 

««-jîg- =5.7860966; 

logis '^=1 -3010137,      log  4"^  =  1.2087995,  logig"  =1.11796*» 
»  •  » 

(10)  ..<"> 

log»-^  =a.5ao5528,  log*-^=  2.3701862. 

Vénus  et  Mars. 


af 


*  r=  -a  =  0.4747^320, 
a 

log  «  =  9.6764404^  9 

d'où  l'on  a  conclu 

(o) 

log  b    I  =  o.325i8o3y 

(1) 

logi_  i  =  9.6636491  — , 
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ensuite 

*?^  =  o.3a83ii8,    iog*!^  =  9.7173577,    \o%hî    =  9.!i735a44, 

>  A  a 

(0  (4)  (B) 

bV  =:  8.873178Q,  b,     =  8.4931373,  ht     S  8.1!l5o583, 

î  »  » 

(")  (7) 

*,     =  7.7655941,  bt^     =  7.4158073, 

i  a 

<•)  (0  <») 

db  I  **^i,  abt^ 

*-^  =9.4769871,  log  A  -^  =9.8005472,  log « -^  s: 9.&iti9t5l, 

(S)  (0  (0 

dbt_  db  i  db  I 

«-^==9.3848411,       «-2^=9.1320478,        a -^  =8.8455446  { 

d'bf  d^bf  d^^^ 

•og**-^  =9.6938757,  log*»  -2^^=9.6119576,  *og««-3jï.  =8.7993520, 

d^b^  d^bf 

«•-2j^=9.77a89«7.       *•  ■3~-=9-65487i7  j 

d^bf  d^b^^  d^bf 

^**-2^=9-9'^»3a6,  logAS-2^=9.9565i47,  log*'---^  =9.9419027, 


*^'j^r^=o»oS'jo»36  ; 


logis'    =0.5469831,    logfta     =0.3625732,    log*3     =  o.i2253o3, 

•  î  i 

63     =9.8589503,  63     =  9.5822293  ; 


*•  j*    =  0.6045910. 

Vénus  et  Jupiter. 


a' 


«  =  —  =  0.13907116, 

log  «=  9.1 4323716; 
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d'où  l'on  a  concla 

ensuite 

logbl  =o.3o3i48i,    log  4*^  ==;9.i464i33,  log/^i*^  =  8,i65o365, 

•                                      •  » 

(s)                                           (4)  /|\ 

bi  =  7,aa9a765,           &«=  6.314499:1,  iî'  =  5.4116197, 

»                                      »  » 

'°*  •■"32"  ~*""^'^^'  '***~S"  =9-''''7757,  log  «-^=8.4696673, 
*-^^  =87.7088843,        *"-j^  =*.9^7«a  ; 

^•*f  rf-*«  rf^^r 

*^g*'"âS^=«-^^48553,  ïog*"-3~-  =7-7995187.  log*« ^=8.4838072, 

*».^ji-=8.oi39749; 
log&â     =0.3200913,    log  4'^  =  g. 636:1687,    log4*^  =  8.8753738, 

•  s  A 


Vénus  et  Saturne. 

*  =  î^j  =  0.07583790, 

log  «=  8.8798865; 

d'où  l'on  a  conclu 


(•) 

log    &__!.    =    0.3016543, 

(0 
log  *^  I.  =  8.8795737  — , 


1  * 
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ensuite 

Vi^hT  =1  o.3oi6563,    logèV^  s=  8.88o825o,    logè?^  =  7.635735o, 
hi^   es  6.4116197,  bt_    =  5.1553484» 

(•)  <i)  <a) 

àbi^  db  i  dbt^ 

log«-^  =7.7615875,  Iog«-^  =8.8816960,  log*-^  =  7-9378074, 

abf 
«-^=«.91461195 

^og*'-2j^==7-7^8ii5i,  logct*-^^  =6.9965871,  logi^-2-^=  7-9"o46i  j 
iogi?^  =0.3066643,    log4'^  =9.3617050,    logis  ^  =8.3381771. 

Vénus  et  Uranus. 


«  =  ^  =  0.03770634, 

log  A  =   8.5764145; 

d'où  Ton  a  conclu 

log  &^  j^  =  0.3011843, 


log  è^\  =  8.5763374-, 


ensmte 


(o)  (1)  (•) 

61    &:  o.3oii846,  logèi     =8.5766191,    log&i     =  7.oi8ao5i, 

•  »  i 

h\^    =  5.5a5ii34; 

(0)  (0  <>) 

<2&i^  di^  dbi 

'^•-S-=»-4^»7458,  log  «-^^8.5767744,  log *-^  =  7.31949175 

logi^    =  o.3oi4io3,  log&3     =  9.0546947- 
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La  Terre  et  Mars. 


a" 


«  =  "S  =  o.6563oo3o, 
log  «=  9.8171026; 

d'où  l'on  a  conclu 

logi^i  =x  0.3467287, 
lo%b_^\  =  9.7915101— , 

et  par  suite 

(o)  T'  (i)  /j|\ 

log^i    =  o.36oo5oi,    log^^     =9.9055600,     log^y  ==  9.6080808, 
*  *  • 

*^     =9.3514059,  il     =9.ii3853i,         4*^=8.8874485, 

h\     a=  8.6683393,  b^     =  8.4545400,  hV    =  8.2446482; 

^*2  ^'^A  €^1 

*°8 *-^  =9-9o63a86,  log«-^  =0.0912253,  log«-~-=o.o2i555î, 

dhf  dh'^  dh? 

*-2|-=9-9io87io,       A-^  =9.7812253,       «— ^  =9.6407118, 

"^-^  =9.4928278,       «  _i_=g.34oia55  i 

^•4'^  rf>*f  rf 

^^»*'"3iï"~'^'^^'^^9^'  logA«.^=o.3io4ii3,  iog**.^^  =  0.392444», 

a<  d^B<^'  d^B? 

**-^  =04165244,     *«-2-î-=o.3958687,      *>-5~-  =  o.  345336?, 

«•-^^-=0.2768718  5 

d^hf  dnf  d>h^^ 

ïog**-5;^=o.9ï4ai47t  log«ï-^  =0.9253683,  log»»-^;^ =0.931 1491, 

d^bf  d^bf  d^bf 

«'-2jr=®-97367>3,      **-3jr=:i.oi  14648,      «'-^-j-  =  ï.o223o67i 
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63'^  =  o.«36o9ai,    Iog*V^  =0.7579948,    logfci    =0.6438996, 

bf  =z  o.Sxi&j^,  4^=0.3713996,  bs    =o.aa3i5oi; 

i  »  • 

dbV  ^3  ***3 

log*-£-=i.3i^i6,  log^t   ^   =i.3a58o5a,  log*-^=i.aii9588, 
dis 


«-——=0.9395514. 


La  Terre  et  Jupiter. 


a' 


«  =  — -  =  o.  19^126461 , 
log«=;  9.3838993  i 

d'oà  l'on  a  conda 

log  &    1^  =:  o.3o5o344» 
log  &     1  =  9.9818785  —, 

et  par  suite 

logii    =  o.3o5iii8,    logii     =9.2900413,     log  *j^     =8.4501721, 
î  Ik  » 

^  s  7.6547155,  h^P  =  6.8913144,  h^?  =  6.1189258, 

•  •  » 

(S) 

il    =5.3577377; 

t 

(•)  (')  (') 

log*^  =8.5861991,  log  «  -^  =9.3oaa686,  log«    ^^  =8.7581084, 

âb\  dbi  dbi_ 

«-^  =8.i3474i5,        «  -^  =7.4979214,        it  -^-«=6.8210043  j 

**«  rf.i^>  d.if 

log«»-gj^-=8.62i78ii,  fc>g*«  ^*  ca8.23633»2,  log ««-jj.  =8. 7796309, 

«•-^=8.4409336  i 
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Jièf  rf«*f  c«»*W 

log*»-jjï-=8.oi98i63,  log*»-jj^=8.3io3335,  logA^-^-f-^  8. 0036273 j 

(<0  (0  (0 

log*^    =0.3377508,     logb^     =  9«79'7348,    Jog^^i     =9,1708^»^, 

ft  ft  A 

(*) 

b^    =  8. 5i  10675. 

Za  Terre  et  Saturne. 

a" 
«  =  — ^  =  0.10484520, 

log«  =  9.0305486^ 

d'où  l'on  a  conclu 

lo%h^i^si  o . 30333S8, 


*_  1  =  9.0199505—, 


et  par  suite 


'   I 


(<o                           (')  ^*> 

logfti     =  o.3om3o3,    log^i    =  9.o!ia3583,  log*|^    =7.9181510 

i"                                               »  î                                 j 

hT  =  6.8596116,  4^  =  5.8201358  î 

(•)                                   <0  (*) 

dbt                                    dh\_  ^^l, 

log«-^  =8.0474891,  log«-^  =9.0359592,  log«  -^  =8.aaii88:, 

«  -^  =7.3967422.; 

<î«fc,               a*fc|  a*6j^ 

log««-^=8.o57a429,  log««-g^-=7. 4323728,  log««-ji- =7.2347359» 

log4*^  =  o.3ii8a36,  log 4'^  =  9.5066998,  log ftf^  =  8.e33oiM. 

»               •  * 

Za  2Terre  e^  Urtmus. 


a" 


A  = =   0.05212866, 

log  a  =  8.7170766  ; 
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d'où  Von  a  conclu 

(•) 

log  b^\  =  o.3oi3a4iy 
(') 

et  ensuite 

(0)  (i)  (a) 

log&tf    :=  o.3of3944t    ^<>8^i     =  ^•7175166,     log  ^2     =7.3096902  y 
bt      =  5.9471101 j 

(•)  («)  (>) 

ci^i^  <2&i^  dbi 

log«~^-x97-.435476<^»  log*     /  =8.7184035,  log «-^-=7.61 16640. 


Mars  et  Jupiter. 


*  =  -j^  =  0.39395313^ 

log  «  =  0.18389741  i 

d'où  Tou  a  conclu 

(?) 

log  b^  t^  =x  0.3103993, 
(1) 

log  è^  1^  =:  9.4630606  — , 

ensaîte 

(*)  (/>  (•> 

log^,  =  0.3107170,  log  Ai  =  9.48i33o8,  log  b»^    z=,  8.8348545, 

i  a  9 

(S)  (4)  (S) 

ht   =  8.3137037,   bt_   =  7.6376730,   ftj_  =  7.1037766, 

O  (7) 

bt     =6.9018398,  A.      =5.9084314; 

•  â 

<ar  *r  rfjf 

'"8 «-^=84177347»,  log  «.-^ Œ9.5io55!o,  log«-^ss9.,4a3,5j, 

<«?  d*"»  *f 

*-^  ==8- 70^5675,,       «  -j|-  =^3333583,       *'-j^=7.75t4i47, 

«-j^=7.a573ooo; 

ToKB  m.  2/.  * 
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d-i^  d.if  d'fcf 

log«'-2j^=9.o6oa959,  loj!»*-^-^  =8.8337 185,  log  ««-^  =  9.*>579ii, 

«•  -5^  =90335699,       ««-3;^ t=8.7a8ao97  ; 

«f'if  d»4'>  d'if 

log  «'-^Ijï- =8.8007900,  log«»-T^  =8i)7756a3,Iog»»-^=  8.8SP45, 

-» .^=9.. 384314  i 

(4  (■)  (*> 

logij^    =  O.388a3o7,    log&3     =0.0171193,    logij     s:  9.5759876, 

*  ft  » 

*I         =    9.IO7OI3I; 

(•)  (0  (•) 

db\  dbi  db^^ 

log<      *  ■  ssu>.oo939i9,  logii     ,*    =:o.i485a6a,  ]og«       *     =9.9434603. 

Afar.^  ,et  Saturne. 

«  =—  =  o.  15976187, 

log  et  =  9.20344597  i 

d'où  l'on  a  conclu 

log^^j^  =3  o.3o37965y 


et  par  suite 


(I) 

]og&    I  =:  9.ao3o538— y 


log  è?^  =  o.3o383i9,  logèi     =  9.1076487,    log  A,*^  r=  8.îi866i36, 

<•)  (4)  (f) 

&]  ss  7.4111144»    ^1  ^=^  6.55G6643,    ^j^  3b  6.7144136) 

ahi  dbi  dbi_ 

log«-^^<=:8.4i95i43,  log  « -^=9.3160695,  log  «-j^=8. 5933330, 

dh  «bv» 


.^=7.8913315,       ,-^=7. 1607899  j 
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Iog*«-5rl.=8.4443563,  log  «--2^7.9858899,  log  «•-3;^  =8.6089574, 


d^b'P 


«•-^=8.1997561  i 

log«'-j^=7-^"98o7,  log*>  -^  =ao347i3i  ; 

(•)  (i)  (») 

logis     =s  o.3a6ai$o9y    logis     =  9.7oii6!i959    log^s     =9.0005901. 
•  •  î 

itfar^  e^  Uranus. 


*  =a  2-.  —  o.o79ia8o7, 
log  «  =  8.899974004 

d'où  Ton  a  conclu 

log  4^1  s=  0.3017148, 


(0 
logft^j,  =  8.899631 1, 


et  par  suite 


(0)  (i)  (•) 

lo^bi    =0.3017171,     logbi     =3  8. 9010068,     log*2     =7.6763^77, 

(3)  (4) 

^1     =  6.4969196,  &1      r=  5.3377840; 

(•)  <')  (s) 

Jhi  dbà  ^i, 

iog*-4-=7.8o3o385,  Iog«-~-=8.9o3o654,  log« -^=7.9785106, 

<') 
dbV 


«    ^-  =6 .  9785oa3. 

Jupiter  et  Satumeé 


«   =    —    =   0.545317)5, 


log  «=  9.73664929; 
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d'où  Ton  a  codcIu 

log  b^  i=z  0.33^7780, 

<") 

log  &      I  =r  9.7195076-^, 


et  par  suite 

log  bV  s  o.3385o3i. 

An 

bt    =  9.0717903, 

z 


log*j^ 


t«) 


9.7938403,    logAj^    £=9.4110097, 


*l    =  8.7534495» 

bV  =  8.i44o9iSf  *l    =  7.848073T, 


bi^    =  7.a5663i4t 


<I0) 


*?  =  8.444eo69, 
b^^  =  7.5543316, 

&t  '=  6.5o8a6o3i 


log  4 -gj- =9.6444847»  •og*-^=9-9<»78356,  log«-2Î-=9.78oo74«j 


*« 


*<« 


«^ 


.=9.5979148,  «  -gr^  =9.3930307, 


^*?^ 


|.i7553fe, 


«-^=8.9501^1,        « -2~=8.7i9oo65,        «-jî-=8.486i6i5, 


^(9) 
</&! 


(10) 
db\  ' 


.=8.3563543,        «  --^-=8.0433959  5 


OCC 


d-*<;> 


**?> 


log«»-ji-=9.9Ji97ii,log«»-j^=s9.88o3i34,Iog«'-^  =0.019969$ 


.A<') 


a«*V 


.A<« 


.0315187, 


^-5;^=9-694<fe48, 


« L. 

■ i. 


=9-949789a.      *'."3^  =9.8354851, 


^•*r 


=9.5318879,      «•.^=9.35448» 


^5?> 


:n«'%  *■  =9,1591613  ; 
tut* 
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ê>i 


w 


9937600,  loga'-jp;^  astOigaaSS,  lo9a*-2;^"*>-^'^'o*> 


<&• 


3990137, 


384843S, 


I L 

I i. 


•44i88oo^ 


'.)975474t 


I L. 


^M»>43iSo4o, 


1906973; 


d<t4 


w;> 


^4*W 


.8739478,  log«<-j;j-  =0.8706088,  lo8>«  ^'^  ca>.8373a49. 


-4*<« 


<|4*« 


.9001709,      «4-7V=<'*95^^^>      <*<    ,\  =i»ooi7aa4; 


<itt4 


«*-pî-=ii.oao9Q3a,      n*   .  *  ■  =1  .oiogoolS  ; 


<2k« 


<f«4 


ds^r 


crs*?> 


w;> 


log«s.«.  =51.5568463,  log«s-^-|-  =1.5602890,  loge'— j-:=t. 565  iiso, 


<£.*?' 


d.iV' 


«>-2^=i.5786o49,      •'-3^  csi.5ge6358. 


J'èV 


»'-,*■— 1^43384»; 


.=:i.6a99468, 


y 


*0R  ^3  —  o.6393a58, 

i 

(0 
logb^     ^0.5031767, 

log&3  =  o.3i85o8o, 

i 

i|  =0.1104955, 

> 

iî^  =  9.8943626, 

a. 

(S) 
*i  =9.6684299, 

*3   =9.4371619, 

• 

^1      ~  9.2008490, 

bT  =  8.9661546,* 

*3   =  8.7317660; 

*r          «r          *r 

'^«-Ê"=*9^'45,log«-^=o.9'96a46.  'oB*-^-  =««i*»73». 
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dbH^  db^  dbi 


db\'  dh\'  'àhi 

«»•*?'  d.4'>  ^4'^ 

d-if-  a-jf  d.4'> 

••-jï-=t.tM3»9i,       «•-2^-=..ï(88a9a,      ••-gAp-ssi.i^SSoS, 
<i'4*>  d.4'>  rf'4*> 

a^jw  a.r«  a^"^ 

Jupiter  et  Vranus^ 

*  =  —  =  o.!i7iia98o, 
log  4.  =-  9-433i773a.i 

d'où  Toa  a.  conclu 

(o) 

logft     I  =  0.3089757, 

"  i 

(0 
log  h^  I  =  9.4991303  —, 

et  par  snite 

log  4"^  rs  o.3o9apo7,    logA?^  =  9.44555i3,    logftî^  ==  8.755tS8i, 
»  ï  * 

*?^  =  8.io988ai,         èV^  =:  7.4854a33,         *?^  =s  6.87ai563, 
h^    s=  6.9^754i    ' 


r« 
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C*)  CO  (•> 

dbi^  dbi  dhji^  j 

(S)  (4)  (0 

<|p  I  .  dh  I  '  M I 

*-^  =3.5957359,       «-jI- =8.0002766,       «-^  —  7Ao988a, 

**f  **^>  **f 

log««—î-=8. 9747*81,  logs'-j^sè.  7906193,  loga>-^|^=g.ia53399, 
.•-5;^=8.920799i  ; 

i.*«  rf*»<;>  rf'*« 

'og««-^jS-=«.67639«4,  log«»-2^=8.844784«,  log«»-2Ï-=«.73<8o^} 

00  (')  0) 

logés    =0.375394^,    logis     =  9.97a57o5,    logè^    =9.4985660, 

»  ft  • 

<*) 
*i    =8-99^343. 

Saturne  et  Urtmus. 

I 
*=^^  =  0.49719688, 

'  log  «  =  9.6g65â8o3  ^ 

cfoù  Ton  a  conclu 

log  h^  ^tsi  0*3274903, 

**  •  «» 

log  &_£  s:  9.6824310— 'y 

ensuite 

logd|^    s  o.33i3i39,    Iog*£    =9*74194469    ^^±    =9.3187163, 

ft  s  s 

^  =  8.9386898,       ft^,*^  =  8.5787423,      ^?  =  8.2301934,. 

(^  (7>  CO 

*r  =  7«88o67i,  il     =s  7.5467a77^         ^«     =  7-  »8949o3t 

•  ï.  ^ 
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M, 


dftV 


rf6« 


\oU»-j^=9'S3o^Sil,  logs-^=9.8344S34,  Iog«  -^=9.6738518, 


41,? 


J6</> 


«  -~- =9.4546038,       «  -^=9. ai  13386,        A-^=:  8.9550935, 

«ii  «A  OCt 


dbt 


dtV 


«_2L.=:8.69i38o5,        A  -^~^?=:8«4a6o33o  ; 


rf.6« 


rf'iV* 


*i« 


log  «•-grj-  =9. 7%ïo4o»  log«'-2;^=9-%79«7«>  log**-2j^=9.8ègo53!i, 

a.If  a.*f  .f.*f> 

*«-g^=a9.?5a63aa,      **-^  =9«75o6a4$,     ««-jA.  —  9.6016037  i 


^•i?> 


«•^=9.4213955  ; 


J3^, 


(o) 


d3*V' 


dn'^ 


log« 


:o.o34oi73,  ]og«'- 


4*^ 


>&]oS^iOf  log<t*   ■■  *■  =o.o63S863y 


.a.iî'> 


*»— |-3=o.i65a8aa,      «»-j^=:o.ao3i493,      ««-^^-=0. 1736^8; 

(•)  '     (0  C») 

logéj^    =  0.574 i36i,    log^s     =0.4061981,    log^a     =0.1848^1» 

ft  a  A 


4'^  =  9.9405688,         *|*^  =  9.6835549, 


lOgA 


db\ 


*s    «=9-4»85433, 


.6858a47, - log«  -^~-=^< 5583a47,  log «  —^=0.391 178<^ 


^^^v 


DU  STSTÈME  DU  MONDE.  877 


CHAPITRE  XL 


Expressions  numériques  des  variations  séculaires  des 
élémens  elliptiques  des  orbites  planétaires. 

go.  Nous  nous  occuperons  dans  ce  chapitre  et  dans 
les  suîvans  de  déterminer  les  valeurs  numériques 
des  inégalités  des  planètes  résultantes  de  leurs  at-^ 
tractions  mutuelles.  Nous  commencerons  par  les  va- 
riations séculaires.  Dans  le  chapitre  VIII  du  livre  II, 
nous  avons  donné  l'expression  analytique  des  inéga- 
lités de  ce  genre  qui  affectent  chacun  des  élémens 
des  orbites  planétaires;  nous  allons  maintenant  ré- 
duire ces  formules  en  nombres.  Pour  cela ,  il  faut 
d abord  calculer  les  valeurs  des  quantités  que  nous 

avons  désignées  par  [^> «']  ,     ûf,a'l ,  etc.,  Ça^a'^ 


(a,  a'^  ,  etc.  On  a  d  abord  déterminé  les  valeurs  de 

[a, a'],  r«,an ,  au  moyen  des  formules  du  n*  65  du 

livre. II y  dans  lesquelles  on  a  substitué,  à  la  place 
de  (a,  if),  (a,  a')',  leurs  valeurs  en  fonction  dés 

quantités  i^\  ,  i^\  ,  qui  ont  été  calculées  précé- 

demment.  En  effet,  en  comparant  les  développe-' 

.  '  i 

mens  des  fonctions   {a*  —  2aa'  cos  ^  -|-  a'* )     et 

(i  -^  2ot  cos  ç  +  a*y  ,  on  a 
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« 

(a,  a')  =  ia'è^\  ,        U,  ^0'  =  «'^Î ±  i 

on  trouvera  ainsi 


[«,0^]  =- 


(0 


(i  +  A»)  i     1    +  -«A     I   I 

L-^ — »  a(i  — *»)• 


Lorsque  les  quantilés^  [a ,  rt'}  et    a,  afl  seront  dé- 


terminées, on  en  conclura  les  valeurs  de  [af,  à]  et 
^a% a\  au  mçjen  des  équations  suivantes ^^  données 

n°' 65  et  69^  livre  II, 

On   pourrait  d'ailleurs   calculer  dii^ectement  les 
quantités  [a,  a']  et     a, a'I   par  les  formules  sui- 


vantes,  Q**'  55  et  63,  livre  II, 


En  substituant  à  la  place  de  Af^^  6S'^  et  de  leurs 
différences  leurs  valeurs ^ en  fonctiou  ^Q^hl^b^  et 

»  •     «•  a  a 

de  leurs  différences,  quantités  dont  noos  nvons 
djpnné  les  expressions  numériques  dans  le  ^  diapitre 
précédent,  les  fonctions  [a,  iC\  et  [ô^]  se  trouve- 
ront exprimées  au  jnoyen  de  quantités  connues. 

Si  dans  les  formules  du  n^  74  d«   livre  II  on 
substituait  de  même  à  la  place  àe{ar^  a')  et  de  {a^  al) 
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leurs  valeurs  précédentes»  on  exprimerait  également 

les  quantités  {a^  a'\  (a,  a'\ ,  etç* p  en  fonction  de 

^^if  ^-if  mais  il  est  plus  simple,  pour  les  calculs, 
numériques ,  d'exprimçr  ces  valeurs  en  fonction  des 
quantités  h^P ,  b^  ^  etc.  En  négligeant  les  puissances. 

des  excentricités  iupérietires  à  la  seconde ^  on  a,. 
Q*  74»  livre  n. 


d*.       i         dp  dF 


On  9,  n*  55,  livre  H, 


naison  de  l'orbite  de  m' sur  celle  de  m  ;  cette  inclinaison 
est  constante  lorsqu'on  ne  considère  que  Faction  mxH 
tuelle  de  ce»  deux  planètes  :  sa  variation  est  donc 
nulle,  et  cette  fonction  ne  produit,  par  conséquent, 
dans  l'expression  de  JV,  que  des  termes  proportion- 
nels au  temps  t ,  que  l'on  peut  négliger  puisqu'ils  se 
confondent  avec  le  mojen  mouvement  dans  l'ex- 
{tresslon  de  la  longitude  moyenne.   En  substituant 

donc  pour  jr  et  ^  leurs  valeurs  dans  gr  ,   on  aura  , 

çomtn^  daa»  le  n^  74  du  livre  II, 
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Ea  supposant  ici 


dA(P) 


(■■  ■  ,\  m  n  / 

îlfJi^-TV""    da      ■-     da* 


da 


■f7«^ 


■*-4«» 


a«ACP) 


aa^ 


<f»A(ô 


ON 


4-04 


rf»A(o)N 


J»A<') 
da* 


■J' 


JîAO) 


Si  Ton  substitue  dans  ces  expressions ,  à  la  place 
de  A^'^,  -^— ,  —j—f  etc. ,  leurs  valeurs  n®  24^  elles 

se  trouveront  exprimées  en  fonôtion  de  bV,    bP,  et 

de  leurs  différences  relatives  à  a. 

Au  moyen  de  ces  formules  et  des  valeurs  numé- 
riques rapportées  dans  le  chapitre  précédent ,  on  a 
trouvé  les  résultats  suivans,  dans  lesquels  (i  -f-f^}» 
(i -|-/t')y  etc.,  sont  des  coefficiens  indéterminés; 
par  lesquels  on  a  multiplié  respectivement  les  masses 
de  Mercure,  Vénus,  etc.,  que  nous  avons  adop- 
tées, afin  de  pouvoir  corriger  immédiatement  ces 
résultats  à  mesure  que  les  observations  feront  con- 
naître plus  exactement  les  valeurs  des  masses  pla« 
nétaires. 


hr  «'J  =  ( 


la,    aT 
[a,  «•J 


=  ( 
=  ( 

=  ( 


H- ;«' )  !»%9io335, 
+  fc"  )  o",89i538, 
-h  f^")  oVa7984, 
+  i«")  i*,595i53, 
+  iu^  )  o'',o77o59, 
^fjt^')  o>oi85îi, 


I  w       "I  1 


E 


«▼ 


E 


tfTl 


»  (i  +  ft'  )  i',870o86, 

:(!+;«*)  o»,4aî9o8, 

(i  -|-/«*')  o*,oo88i4, 

(I  -h  /«•▼)  o',i48î57» 
(i  4-  /u^  )  o',oo39o8, 
(i  4.  §t7')  ©•jOooo^S, 
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38] 


W,  «3  = 

[a\  a"]  = 

[a',  «•]  = 

[^',«'^]  = 

[«•,  «0  = 

[a',aT«]  = 

r 

«•,    a]  = 

>',  <I  ;= 

[û*,  û^]  = 

[«'%  a]  = 


(»  +  .^)  o^4479^3, 
I  -4-  /«'O  6",86oiia, 
+  iu*)  o''^io3o48, 

I  +i^^Oo''>oo474o, 

I  +  ^  o*,ïo35o6, 
I +>')  5V74o37, 
I  +  f«")  o*,!i98aa8, 
r +iu«T)  7>34655, 
r  +  /*v)  o«,3a5649, 

[  +iUT»)0' 007733, 

I 

+  ê*)  o^OI9797, 
I  +  fO  o",468978, 
1+^*7  i*,8i7ai8, 
I  4-f«'"-)i4",59iâa4, 
r+/u^)  o*,6a9736, 
I +/«▼')  oVi46a5, 

I  +  fit)  o",oooa4o, 
I  +  A«0  o*,oo4o9i, 
I  4-  /«•)  0V09123, 
t-f.^«)  o'',oo3io5, 
ï  +  A»^)  7^367a8o, 
1  4-f«^»)  o%io5aoa, 


[<  a' 


(SU 


=  (i  +  /u)  0^387865, 
=  (1+  /"")  5",7n9oo, 
=  (ï  +  f*"'/o",o587i7, 
=  (i  +/u'v)o",7a5377, 
=  (i'+ ^T)  o'',oi8788, 
=:  (i  -t-  iu^«)o",oooaa4, 

=  (1+  m)  0^049099, 
=  (i+f**)  4'',3o8oa7, 
=  ('+/«•)  o*,aa93a6, 
=  (i  +  f«'')I^68a798, 
=  (i  +  /jC)  0^042580, 
=  h +/t«^')  0^,000504, 


'Elf]  =  (i  +  /*)  o",oo6a35, 
E!ZZ]  =  (i+itOo",26985i, 
[i!Z]  =('  +  /*•)  i",397369, 
r^^  ^'^  I  =  (i  +iu'^)  5'',a84a90, 
\EZE\  =  (»  +  A»")  o",ia5346. 


(i  +  /u)  o'^yooooaa, 
(i  +  /«')  o",ooo709, 
(i  +  il*")  o*,ooai8a, 
0+A*'')  o",ooiia5, 

O+/*'04*,8i54S4» 

(ï  +  «▼»)  o*,o353i9. 
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[a' 


a'}    = 


(l  -+-    fl)  0",O00O99y 

(i  •♦-  fiO  o*,ooo477, 
(i  4-  (A*^  o"/)oio39, 
(i  +/U*)  o''/)oo33o, 
(i  +^«^)i8%ia9i29, 
(i  +/.*▼')  o*,38665fl. 


S=  (l  +    ft)  O*,00000T, 

=5=  (i  +  aO  o*,oooo45, 
=  (i  +  f»")  o*',ooot36. 


,  fl]  =  (i  -f-  fc)  o'yoooooa, 

,  «T  =±j  (i -f-  ^0  o^oooo-îi, 

,  a"]  =1  (x+fi")o",oooo89, 

,  a**]  =  (i  -f /«■)  o",ooo<»8, 


fg^',  al  =  (i  -f-  ^)  o*yOooooo, 
[g^S  g']  =»  (i-h  ^  o",oooooo, 
[fïilZ]  ==  C'+A**)  ©•,opoooi, 
[Eîîf^]  =  (*  +  A**^  o^oooooS, 
["«▼Sa'^l  =s  (i  4^«T)  o^3ia66i, 

.  r^^v^l  =  (1  +  ;«T>  o''^548a. 

91  •  A  l'aide  de  ces  valeurs  et  des  formules  du  cha-- 
pitre  yni  du  livre  II,  on  a  obtenu  les  résultats  sni- 

vans^^dans  lesquels  ^  représente  le  mouvement  si- 
déral en  longitude  du  périhélie  à  l'époque  de  1800 
et  pendant  une  année  julienne  de  365^,25;  -j  ^^^  ^ 
variation  de  l'excentricité  à  la  même  époque  et  pen- 
dant le  même  intervalle:  -^  ^st   la  variation  an-* 

at 

nucUe  de  llnclmaison  de  l'orbite  à  l'écliptique  fixe 
de  1 800 ,  -^  la  variation  annuelle  de  cette  même 

inclinaison  à  Técliptique  vraie  ;  j-  est  le  mouvement 

annuel  et  sidéral  du  nœud  ascendant  de  l'orbite  sur 
l'écliptique  fixe  de  1800 ,  et  -^  le  mouvement  an- 
nuel et  sidéral  du  même  nœud  sur  l'écliptique  vraie. 
Enfin ,  comme  nûus  l'avons  dit^  /et^  fâl^  etc.,  repré^ 
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sentent  les  corrections  dont  sont  encore  suscepti- 
bles les  masses  planétaires,  ces  coefficiens  devant 
être  supposés  égaux  à  zéro  jusqu'à  ce  que  le  temps 
et  les  observations  attentives  des  mouvemens  pla- 
nétaires aient  permis  de  les  déterminer  avec  exac- 
titude. 

Mercure. 

-f-  i^jSTgSiS/c'T-h  o*,o76oa7/«j  -h  o*,ooi853/«t«, 

^  =5  o*«oo6337  -I-  o*,oio4i7iu'  H-  o*,oo3oa8f»*  —  o*,ooo8o5f»^ 

—  o*,oa637i/e«»-f-  o^,oooo56/cv  H-  o'^oooooayu^'» 

gt  =  —  o',ii55a8  —  o*,o833g4/  —  o%oooo3vi'  —  oVagoa^»^ 

2^  =  —  4^îiofi6a5  —  i*,68ia7V  —  i',oîia435/u*  —  o*,oao69qa* 

—  i*,4i3623fi«»—  o%o66934mv  —0^00167  !/«▼«, 

^'  =  +  o',i74o77  H-  o',o64865i/  -f-  ©•,ooo3oau*'-h  o*,o9897Élu'^ 

-I-  o'yOogSSgfA^  -f-  o*,oooo3^^«, 

^'  =  —  6%686635  —  o^jioBSoa/t  —  3'',8e63ia/  —  o", ^96968/1' 
ai 

—  ©'',09842^— a",ai4i3si»'^-"o''>"»94V^—  o*,ooa4a7/ti^'. 

Vénus. 

^  =  —  i*^i7!i  —  4>ao954^  —  5*,39778Éiu*  -f-  o',834389yi^ 

-•-  e'.544997/*"''+o%o7973€^^  4-  o*,oo3554mvs 

-j-  =  —  o%ia3569  —  o^o4a73s^  —  o'',o470i4/«*  —  o^ooaigg^ 


—  o*,o3o95g|u«^— o*,ooo67^v  -^  o^oooooTfe^», 

^  rs  —  o'yOi5468  +  o*,o966o7/e  +  o',ooi478^^  —  o^o38349/c<^ 

—  o*,oo5io6yt^"4-  o*,oooo<Myw^* , 

^  =s  _  g'^igSo  -#-  o^36479^  —  G'ySGoxiV  —  o*,o5a833^* 

—  a',698iai/««v— ©•jOÔaoïÉlttT  —  o^oo3G6i/|VS 

^as  4.  o%o47to6  -•-  o%otto46oyi  —  o',oo984Ty  +  o*,oa6i47/»«' 

-f-  o',oé334i#i^—  ç^^oooooT/c^s 
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^=      ii%i748i5  —  o',4385i3^    -f- 3*,6454oQf*' -h  o',87e6ii/.-f 

-f-  6'',898oi4/u«^-Ho*,i86o9a«^  +  o*,oo75io3^^«, 

•T-  =  —  o'',ogo338  —  o'',oo4a86fc    -f-  o''yOi44iS^'  —  o*,oi9o481f«*' 

Mars. 

^  a      I5^58456|  +  o''/>ia64fiît4  '  +  V,4»7i3V  H-  i',93a302/«" 
—  =3  -f  0^1884166' -H  o^ooTa54ft    -fi'o*,oôb74a//  +  o*,oaog6S^' 


—  o*,oa4637/u»  —  o*,oooo85ft^* , 

^  =  —  9",65i975'h.  o>56o54u    -v  o",3o483ofi'  —  1^81721  V 

—  7*,933ia4/u«»—  o",Q5347ait^  —  oVoQoSSfi»', 
-2^  =  —  0^,019995  —  o*,ooo367/«    +  o*,ia6o2cy/  —  o*,i3364v('* 

—  oV"8M|<«*-^*o",oooo39f«^«, 

^  =  — !ia«',39i4o8  —  o*,34o5ii3yu    -  8*,«3îiîi78iu'  —  i*,8i7aiV 

-i  o";a98aai^fi*'  — ii*,i43ia4f«»^--  o*,448o4gi^» 
'     -r  o*,whS88îfc«^  « 

JupjUer. 

.    •~o%o7494v*'^«V«Ib6io^v>, 
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•5^=        6^  177646  -h  o*,ooo543iu  -4-  o^oo55gfifl'  —  oliooQjiâf»'' 

—  o^ooo34^*H-  6*,î3oa67/«T—  o>499g4^T.^ 

-^  =  —  o*,aio8o3  —  o*,o  10034»  —  o',iaa4io^  —  o'',oo7a87|«*' 

—  o*,07i(bfiyKV-|-  o',ooo56£ûu^S 

^  =  —  i3",64i482  -f-  o*,336i5o^  -'i!i',^o6i^'  —  o^oogiaB^*» 

—  o',«656a5/«''+  5%6a0ï3<y«V_  o-,ofi339fV**'. 

•  .fa. 

.  »  •    .  « 

—  =      itr,Qtng^2  4-  o",ooooa4/«  +  o^oooifpS^'  Vlo^joooggg^**  *• 

-f-  o*,ooo37g|^*^-t-i5*,6675i  !/*«▼+  o"^4778Qt«^«, 

dey 

-jp  =  —  o'',64o359  —  o'',oooooo/ji  -f-  o*,oooooo^'  -t-  o'',oooooc/*" 

—  o**,ooooo6(t«*  —  o*,65o85Qu«^-h  o",oio6o3^^«, 

^  ~  -I-  0%  100463  •+•  o",ooooo3iu   -#-  o",ooooi7fc'  +  o*,ooooogyû'' 

•#-  0*^,097  i5a/t*«^-f.  o*',oo3i8a/«^«, 

3J-  =  —  9">' 37009  -t-  o'',ooooo4fi  -h  o^oooo4if/  —  o^ooioSg^'' 

—  o^ooomB^^—  8",84ii369|u«^—  o",a934Q3^T', 

-^=  —  o*,t4aiB7  —  o^oiiôoau   -  o",i84655/u'  —  o",oo8573^«' 

+  o",o59454/««^+  o^oo3aI6/«▼', 

-^=  -i8",9oi343  —  o",îi884ift  —  5",6i7953^'  —  o>oio3aK" 

—  0^09663^*— ii",4459i8^«^—  o",3a5649|u^ 

Uranus. 

-j^  =  +  a",4f 5527  -4-  o',ooooos^  -h  o"yOooo4i^^  -t-  o",oooo88^'' 

-H  o",oooo33yu«'H-  i*,m73o6^«^h-  i*',i88o56^^, 

-^  r=  -«  o  ,051983  —  o'^^ooooooju    —  o",ooooo<vu'  —  0",0OO0O0fC* 

4- o",oooooç^*'*-.  ©Vo^SS/*»»— o*,o4594au% 

— -  SX  —  o*,o47a6i  +  o^oooooo^   -f  o'',oooooo^  -H  o^oooooo^'' 

.  —  o",oo9i7fl^«^—  .o",o38o85v*^, 

TS"  ~  "*"  ?"'^93  H-  o",ooooiQm  +  o",oeor3au'  —  o",oooo8ak" 

•4-  o'',oooo33!^*'-f-  o",497753f««^-f  a*,09835%u^, 

Tome  IIL  ^5 


lif  tmORIft  AWALTVIQÛII 

Lm  femralM  firéoëdeiiles  ne  renferment  pas  les 
variables  qui  déterminent  Içs  déplacemens  de  Féclip* 
tique  ;  pour  éviter  les  diviseurs  qui  se  réduiraient  à 
zéfo  >  î)  a  falltt  raeourir  aux  formules  (9)  et  (10)  du 
n*  44  >  ^^^^^  '^-  ^^  *  supposé  ainsi 

p"^  =  tang  ç"  §îii  a'' ,     y''  =^  tang  <p"  cos  ot'% 

et  l'on  a  déterndné  les  diffinrenoes  ^ ,  ^parles for- 
mules (c)  du  n*  69  du  livre  II.  On  a  trouvé  ^psi 
pouY  Vépoque  de  1800  : 

—  o",oa3648^«^—  o%(Ki6&jof47  -4-  ©"jOoooSift»', 

^  s=  -  o*,4885^  -  û'',po9i3cj|u  -  o^^ç599Iy  -  p^oo7Iol/ 

—  o^jiSgô^îjt*»^—  g*  oi6563fi^  —  o*,oooioo^''. 

On  aura  ensuite ,  en  fMamt  pour  plan  fixe  ce- 
lui de  Fécliptique  de  (Çop  |  et  en  nommant  t  le 
nombre   d'années  juliennes  écoulées   depuis  ç^tte 

P  ^^  dé  ^  %.m    tk^  ^ 

î  — ^  dT  +  i.a  **• 

On  pourra  oe  considérer  que  la  première  pi^ 
saaee  ém,  temps  éuis  ois  formules  itnt  que  (  ne 
dépasseri  pas  Soo ,  et  Ton  pourra  rejçt^  toitfes  les 
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piiisMinpef  supérieures  à  la  seeoaii^  llWi$^è  t  sera 
mouidns  que  i2po;  on  le  &it  itiéilie  l^làtWéinéiit 
aux  observations  les  plus  ancioiiMS  qui  InoU^  soient 
parvenues^  à  cause  de  leyr  imperfection,  p''  et  q" 
étant  déterqaioés ,  on  en  déduira  ^''  et  a"  au  moyen 
des  ^quaiioBS  précédentes ,  et  Von  aura,  par  con^ 
séquenty  la  position  de  Técliptique  vraie  par  rap- 
port à  Fécliptique  fixe. 

92.  Ce  que  nous  disons  ici  relatîvemeqt  au^  qyai^r- 
tités  p^'  et  q'*  s'appliquerait  également  aux  varia- 
tions de   l'excentricité   et  du    périhélie  d^e   Torbe 
terrestre^  et  à  celles  des  élémens  des  autres  pla- 
nètes.  Les    formules   précédentes   suffisent    donc , 
comme  on  l'a  dit  a°  64  f  lîvre  II,  aux  besoins  açtudi^ 
de  l'Astronomie  ;  mais  les  progrès  futurs  de  cette 
science   et  le  désir  de  compléter  sur  cp  poji)^  la 
théorie ,  exigeaient  qu'on  déterminât  les  var iatjpAS 
séculaires  des  élémens  des  orbes  planétaires  par  d^jS 
formules  qui  pussent  embrasser  a  la  fois  les  sièd^ 
passés  et  les  siècles  à  venir.  Pour  cela^  il  fallait 
appliquer  au  système  solaiw  les  formules  des  n^  64 
et  6g  du  livre  II,  et  nous  avons  vu  que  cTétait  en  effet 
h  ^ul  m^ymi  d#  réspudjpt  d'^ne  «aiiito^  rigcm^ 
relise   l'importaote  questsoa   de    sa  stabiKté.   Lès 
masses  des  planètes  et  les  élénens  de  le«ii*8  <H4)i4es 
sont  aujourd'hui  assez  bien  connus  pofir  permettre 
cette  application  ;  mais  les  calculs  qu'elle  exige  lors- 
que l'on  considère  à  la  fois  les  sept  planètes  princi- 
pales sont  d'une  excessive   longueur  :*  M.  Eugène 
BouiTàHl  a  bien  ^oulu  m^aider  dans  ce  jpénible  travail^ 
et  voîd  les  Ksiiltats  auxquels  je  suis  parvenu. 
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Au  moyen  des  valeurs  données  n^  go,  et  des 
formules  (q)  du  n°  64  p  Hvre  II  ^  on  a  formé  les 
sept  équations  suivantes  : 

(A-  5*,5o39i)M  -M*',87009M'-t-  o•,4^îl9lM*'-^o^oo88I»r+o'',I48l6M['»1 

-^  oi*,oo39iM^^-«*,oooo5M^*=  o, 

(*-ii«,7g6oaJM'  -H>'',a8787M -h  5%7ii9oM'H-o'',o587aRr-H>',7«53«M'f 

4-  o*,oi879M^-H)%ogoaaM^«=  o, 

(A— ii",9438i)M"  -fo'',o49ioM-h  4",3o8o3M'-fo*,aa933M*+i',e8a8oM'^| 

-h  o*,o4a58M^-H>%tH)o5oM^«=o, 

(A~i7'',54i69)M"'4-o>o624M-h  o^aegSSM' -h i •,3973714*' +5*,a84a9M"\    . 

-+.  o^la535M'-fo^ooI45M'''=  o,  ^ ^'^^ 

(*—  7",489o5)lVl«^-f-o",ooooaM-f-  0**0007  iM'4-o",ooii8M*' -4-0^,0011 3 M^| 

-h  4*,8i545M^+o",o353îiM^'=io, 

(A— i8",49366)Mv  H-o*,oooooM-f.  o",oooo5M'-fo*,oooi4M"-H>%oooo7M*l 

+t  i%8497oM'^-f  o'',a3aa4M^'=  o, 

(A—  a*',3aa46)W"-H>",oooooM-4-  o'',oooooM'-H>*,oooooM"-H)'',oooooM"' 

■4-  o",3iîie(>M'»-H)'',83548M^=:o. 

I 

On  a  éliminé  de  ces  équations^  par  les  procédés 
ordinaires^  les  coefficiens  indéterminés  M,  M'y 
M'',  etc.^  et  Ton  est  parvenu  à  l'équation  du  sep- 
tième degré  qui  suit  : 

«,ooi53A7_o,36i8SAft  H- 33,9^3 x9À«-'i6o5,3584oA4  +  40879, 146SM*  \g 
—  558i86,4ooooA>  +  3785601 ,78880^-- 9837548,88888  as  o.  p' 

On  a  résolu  cette  équation  par  les  méthodes  d'ap^ 
proximation  connues;  et  en  nommant  h^^  h,,  h^,  etc., 
ses  racines,  on  a  trouvé 

ho  =    3'',7o68f>,        h^  =  i8*',4890o, 

y      ht  =  aa, 26007,        hi  =  i7,ii53a, 

ht  =    7,63095,         A«  =    a,a5464* 

;  ^3    =      5,37920, 

Au  moyen  des  sept  équations  (a)  »  On  peut  ex- 
primer chacune  des  indéterminées  M,  M'^  AI",  etc.,     1 
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ea  fonction  de  Fane  quelconque  d'entre  elles  et  de 
rinconnne  A;  il  y  a  même  une  équation  de  plus 
qu'il  n'est  nécessaire  pour  effectuer  l'élimination ,  et 
Ton  en  profitera  pour  écarter  celles  de  ces  équa-* 
tioDs  dont  les  coefficiens  seraient  trop  petits;  les 
valeurs  des  ra|)ports  cherchés  devant  êtr^  d'autant 
plus  exactes^  qu'ils  résultent  de  plus  grands  nom-* 
bres.  Mais  cf  qu'on  doit  surtout  éviter ,  pour  ne  pas 
parvenir  à  des  résultats  entièrement  fautifs,  ce  sont 
les  fractions  dont  les  dénominateurs  seraient  peu  dif- 
férens  de  zéro.  Il  faudra  donc  diriger  dans  cette  vue 
Félimination  ;  en  substituant  ensuite  pour  h  les  va- 
leurs précédentes,  on  formera  autant  de  systèmes 
différens  de  quantités  M,  M',  M'',  etc.  On  a  trouvé 


aiosi  : 


1      M 

1 

M' 

M*' 

M'^ 

M^ 

M^' 

i,^»7M*[ 

o,864oaM'[ 

o,86396M*[ 

a,3io46M*[ 

i,8i3a8M"' 

'                  o 

i,6o978M' 

1  0,01  ig^ 

-o,o835iM* 
'             1 

o,i776aM 

cgSSgSM*^ 

3,i3o98M'[ 

0,14469^*^ 

-7,fe»23M^ 

6,87a8iM'^ 

5,54863M*' 

— o,oa5ioM. 

— o,oa667M*[ 

Oyo3o33]ML 

1  io8,6o3M" 

9,9ooaoM^ 

6,3r493M^ 

— o,iooa5Wr 

— o,o8859M*^ 

o,io36iM^ 

-o,ooo46M* 

o,oiao8]Vr; 

— o,o<)i58M^ 

4^ 

— o,o43o9M 

-4,58884M^ 

i,63o59M*^ 

o,oi348M'^ 

— OjogfiegM* 

— o,ooi65IVl"J 

o,o9598M^ 

o,75a8oMj 

-o,35iiiiM* 

o,6îii44M^ 

o,70766Mg 

o,73i67M^ 

Q,6oa93M*     2,5i746M*^     43,48o3M* 

U  ne  s'agit  donc  plus  que  de  déterminer  les  sept 
quantités  M*,  M7,  etc.,  et  les  sept  constantes  /,  /,, 
Kj  etc.,  que  renferilient  les  valeurs  complètes  de  b, 
i',etc.,  c,  c',  etc.,  n®  64  j  livre  II.  Pour  cela,  conformé- 
ment à  ce  que  nous  avons  dit  numéro  cité,  on  a 
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c^feillé^  tfftpftft  \m  tlëmeon  des  ortatcÉ  fibdétfdtes 
r^l^rtéi  11^  90  >  péuy  chacune  dei  sept  p^Mètos  prim 
clp^los  las  qiiaafiiea 

réiàtites  à  l'âhttée  l8oô,  que  Voû  a  ctoisîe  pour 
épô^tte.  En  supposant  ert^uife  ^  =  0  dans  les  éx- 
préssîôns  àtbybr,  fetc,  ù,  d,  etc. ,  n^  64,  livré  lï, 
aprts  y  avbif  substitue  ces  valeut^ ,  on  a  forrad  entre 
leè  <j[iiàtorzé  itocôtinues  Mo ,  M,,  etc.,  U,  Z,,etc., 
qtiàtô^^é  équations,  qui  ont  suffi  pour  les  déterminer. 
0kl  â  ttdUvé  ainsi  t 


]vr  = 

0,018007, 

/.  =    ago  9'  56^ 

M*  = 

0,009310, 

/,  =  191.47.55, 

M^=:- 

0,017048, 

/s  Bs    3q.5o.35, 

m][=:— 

o,ooo5o7. 

/j  =  905.43. i3, 

M'^m- 

•  0,011343, 

/4  =*;  a83.a3.i5, 

Mj  a* 

0,074337, 

/fttt)    fe.aj.ii. 

M*  =± 

«,000737, 

/a  i»  137.  if«4i« 

Si  l'on  stibstîtue  maintenant  à  k  place  de  MT^ 
MTy  etc.  >  leurs  valeurs  dans  le  tableau  précédent ,  on 
aura  celles  des  quantités  M^^  M, ,  etc^^  M^o;  ^t  >  etc. 
On  trouve  ainsi  : 


M*  s=  OyOssSao 
Mf  =  o,Oôoiio 
M«  =  0,137733 
M)  SB  —  o,o55o94 
Mi4  s=i        O9OOOOOO 

Jl,  B»  ejooiooa 
Mi  os  ^  ^>ooo46^i 


M^  =  o,oi5558, 
M^  =  —  0,odo769, 
m',  =  —  0,117171, 
m'  =5  —  OyOo5oa3, 
M  x=  —  p^oooi37, 
M^  du  --*  Oyd07i88, 


o 


o,6i5558, 
o,doi636, 
M*  =  —  0,09459s, 
M  =3;  -—  0| 003304» 
M  =  0,000039, 
Mj  =  *T-  o.,oopi93, 
M^  «       0,^001^39; 


DV 

•KRÈmDO  MD 

•«.              a»i 

M'' te 

0 

•.•!»«. 

Bl     ^••yWMWf 

M^  =.  -  «.MftlBS. 

1 

""  OyOOQOvIy 

My  =  o,orf8». 

M]'  =  -  o^i». 

m;'  = 

•fOoofsS/ 

ir  :c  .,oai>4S4, 

m;'  »  -  •,««£•), 

m;-- 

^toocStf 

tt;»«tMdNi. 

«;'di 

4,^lii|i||, 

H.    sS   0y45iNl96y 

«J*  «  ^  «.6i»tg5, 

«;•  = 

6,ôo7iSj», 

a;  -  o.ossgsi. 

mJ"  =  -  o,<n6iaS. 

81;"  = 

o,oo«f«9» 

M*  ^  o,4wi895. 

m;'  =s       o.«Bi*. 

On  connaîtra  una  les  Valeurs  de  toutes  les  cons- 
tantes ^i  entrent  dans  les  expressîoâs  complètes 
des  yanables  h,  c,  V^  €^j  etc. ,  et  l'on  potirra,  par 
conséquent,  déterminer  les  valeurs  de  ces  qnantitas 
pour  un  temps  quelconque. 

Il  résulte  donc  de  la  suite  d'opérations  dont  bous 
Tenons  dlndiquer  la  marcfae^  i*.  que  les  radacs  da 
réquation  (Jji)  sont  toutes  réelles  et  inhales  ^  s*,  qns 
les  coefficîens  11,,  M,,  M^,  etc.,  sont  \oms  de  très 
petites  quantités  du  même  ordre  que  les  exoentriGilés 
des  orbites  planétaires  à  l'époque  de  1 8oo  p  conditiona 
nécessaires  et  également  indispensables,  pour  qoa 
les  orbites  de  toutes  les  planètes  ne  fissent  qu'osoUcr 
autour  d'un  état  mojen  d^eUiptiâté  cpi'aucBiie  d'dles 
ne  saurait  dépasser. 

En  effet,  la  prenûème  condition  dtaat  nampliei  \$è 
sommes  Ik^-f-Mi^-M^-l^  ftt.^  de  diadui  des  ajstè 
de  quantités  Mo,  M. ,  11^,  etc»^  prises  aytQ  ie 
signe,  saut  des  Umiles  que  lea  esotaldoîtfis  dw  or- 
bites des  planètes  ne  pourront  jamais  atteindre,  o*â5, 
UTre  II{  on  aura  donc  dans  tous  les  siècles  i 


393  THÉMIIE  ANALYTIQUE 

«   <04407!»i6«     e'<o,  146366,    e*<o,ii5685,    ^<  o,|3ir8g, 
^*^<o,(j6o709,     c^<  0,172037,    ^▼><  o.  107546. 

Ces  limités  sont  encore  assez  petites  pour  qu'on 
puisse  assurer  que  les  orbites  de  Mercure,  Vénus,  la 
Terre,  Mars,  Jupiler,  Saturne  et  Uranus,  différeront 
peu  dans  les  siècles  futurs  de  leur  forme  actuelle,  et 
«demeureront  toujours  à  très  peu  près  circuUif^ 
xromme  elles  le  sont  aujourdliui. 

Si  l'on  compare  les  résultats  précédens  à  ceux 
qu'avait  obtenus  Lagrange  {Mémoires  de  Berlin  ^ 
1782) ,  en  séparant  l'ensemble  de  toutes  les  planètes 
en  deux  systèmes  différens,  l'un  composé  de  Jupiter, 
Saturne  et  Urapus,  l'autre  de  Mercure,  Vénus,  la 
Terre  et  Mars,  ce  qui  facilite  beaucoup  les  calculs,  on 
verra  que  ces  résultats  s'accordent  suffisamment  bien 
entre  eux ,  malgré  les  cfaangemens  qu'ont  subis  les 
masses  planétaires  employées  par  Lagrange  ;  ce  qui 
permet  de  croire  que  les  corrections  futures  qu'on 
pourrait  introduire  dans  les  valeurs  de  ces  masses, 
n^altéreront  pas  d'une  manière  sensible  les  conclu* 
sions  auxquelles  nous  sommes  parvenus ,  et  que  les 
calculs  précédens,  comme  nous  Payons  dit  p^  56, 
pouvaient  seuls  rendre  rigoureuses. 

Considérons  maintenant  les  variations  des  inclinai- 
sons et  des  nœuds.  Les  équations  qui  les  déterminent 
étant  de  même  forme  que  celles  qui  se  rapportent 
aux  excentricités  et  aux  inclinaisons,  peuvent  être 
traitées  de  la  même  manière. 

En  supposant  dans  les  équations  {e)  n*  69^  livre  H, 

p  =  NsiD(iÇf-f-/'o),    p'=N'8in(^f-f-/'.),    p"=lS"8in(^« +  /'.),  etc., 
/jr  =sN  cosÇsft  -H^p),    7':=]S'cos(^t4-  ^«),    tf^Wp^igt  4-  H*)^  etc.. 
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et  en  snbstitiiant  à  la  place  des  quantités  leprésen-* 
tées  par  [a,  oT],  [a,  af^,  etc. ,  leurs  valeurs,  on  a 
formé  d'abord  les  sept  équations  suivantes  : 


oVigSoN    ^  o^468g81!l'  —  i-,8i7aaN*  1^  \  ^ 
.i4-,59i3»îî"—  o-,fo974If'—  o>i463N^'r^'r  ^ 


—  o^ooSiiK*^—  7*^a8N^—  o",ioôîioîl^»f 
fe+i8*49366)N»  —  o*,oooo3N  —  o',ooo4SN'  —  o',ooio5N'  > 


tiT/iooooBi   —  0*40000411'  —  o* 
Q'/tooaSH"  —  o*,93i3iN'^ —  i* 


(/f+  !i*',3«a4S)IÎ«*—  o'/woooB   —  o*40ooo4R'  —  o',oooo9K*  \ 


Ces  équations  feront  connaître  les  rapports  des 
constantes  N,  N',  N"  etc.,  entre  elles,  et  si  Ton  éli- 
mine toutes  ces  quantité,  on  aura  une  équation  fi« 
nale  qui  ne  contiendn  que  Hnconnue  g. 

Mais  d'abœd  on  doit  oliserver  que  les  Êurteurs 
numériques  qui  multiplient  N  dans  la  première  des 
équations  précédentes ,  N'  dans  la  seconde ,  et  ainsi 
de  snite ,  étant  égainx  respectivement  à  la  somme  de 
tous  les  autres  coeffidens  de  la  même  équation  ,  on 
satisfera  à  ces  équations  en  Élisant  toutes  les  cons- 
tantes N,  N',  N"  etc. ,  ^ples  entre  elles,  ce  qui  donne 
g^=o.  n  suit  de  là,  par  conséquent  que  Tune  des 
racines  de  Féquation  du  septième  degré  qui  rnultera 
de  l'élimination  des  quantités  N,  N'  etc. ,  étant  ^ale 
^  zéro^  cette  équation  doit  nécessairement  s'abaisser 
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les  coefficiens  qui  leur  correspondent  dans  le  tableau 
précédent,  on  a  trouyé. 


N     =     o,oagi7^6, 

N' 

=      0,0991776, 

N* 

=    0,0991776, 

Ni    =  —  0,0004379, 

K 

«:— 0,0001845, 

f 

=—0, 004^319, 

N.    =—0,0078979, 

M' 

a 

=  +o,o5i25B4, 

K 

=  —  0,0461920, 

N}     r=:+ 0,0003619, 

K 

=  — 0,009008l, 

K 

=:  + 0,001 3ig9» 

N4     =  —  0,0191895, 

K 

=  +  0,0076835, 

K 

—  +  0,0065056, 

fis    s=  — OyiaSfaSS, 

K 

=  —  0,0937846, 

K 

BS  — 0,0167303, 

^6     =  —  0,0041728, 

K 

=  -^0,0097976, 

K 

=:  —  o,  0014^21 } 

W  =       0,0991776, 

N" 

=      0,0991776, 

N» 

=      0,0991776, 

W*^  ==  —  0,0149845, 

N" 

1 

=  +  0,0100991, 

N" 

f 

=—0,0949719, 

N^  =  +  0,0536467, 

K 

=—0,0001936, 

H' 

a 

=1+0,00017561 

Nj  =  +  0,0199554, 

K 

= — o,ooo9f337. 

«!• 

=  +  0,0001691, 

N^  — h  0,0014859, 

K 

=  —  0,0000176, 

«: 

=— 0,0000090^ 

N^=  — 0,0037459, 

K 

=  —  0,0001119, 

K 

=:— 0,000076a, 

N^  =  —  0,0018867, 

K 

=  — o,ooi4g97. 

K 

=^ — 0,0019791» 

En  appliquant  aux  inclinaisons  ce  que  nous  avons 
dit  n®  65,  livré  II,  relativement  aux  excentricités,  on  ea 
conclut  que  la  somme  de  tous  les  coefEciens  N ,  N'> 
JH"  etc.,  dans  chacun  des  systèmes  précédens,  pris 
avec  le  même  signe,  sont  les  limites  que  les  tangentes 
des  inclinaisons  ne  pourront  pas  dépasser.  On  aura 
donc  relativement  à  Mercure,  Vénus,  la  Terre,  etc.. 


tang^  <  0,1846633, 
tang  ^"'^  o,  1 948899 , 
€aDg^^'<  0,07 1 1696, 


lang^'  <o,ii6895i, 
tan^  ^*v<  0,04 19638, 


lang  ^^  ^  o,io68338, 
tang  ^^  <  0,0558489, 
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et  par  ^cxmséquent 

Ainsi  donc ,  on  est  assuré  que  quelque  déplacement 
qu  éprouvent,  par  la  suite  des  siècles,  les  orbes  plané"* 
taîreSy  leurs  inclinaisons  au  plan  deTécliptique  seront 
toujours  moindres  que  les  angles  précédens;  et 
comme  le  plus  grand  de  ces  angles  ne  dépasse  guère 
10%  il  s  ensuit  que  les  orbes  planétaires  resteront  tou-* 
jours  renfermés  dans  une  zone  de  la  sphère  céleste, 
dont  la  largeur  sera  à  peu  près  celle  du  zodiaque ,  et 
que  par  conséquent  la  stabilité  du  système  solaire  est 
assurée  relativement  aux  inclinaisons  comme  elle 
lest  par  rapport  aux  excentricités. 

Si  l'on  substitue  les  valeurs  précédentes ,  ainsi  que 
celles  qui  se  rapportent  aux  excentricités,  à  la  place 
des  quantités  qu'elles  représentent  dans  les  équations 
générales  {d)  des  n^'  64  et  6g,  du  livre  II,  on  aura 
des  formules  propres  à  déterminer  les  variations 
séculaires  des  excentricités  et  des  périhélies ,  des  in* 
clinaisons  et  des  nœuds  des  orbes  planétaires  pour 
un  nombre  quelconque  d'années  juliennes,  soit  à 
partir  de  1800,  soit  antérieures  à  cette  époque  ^ 
en  supposant  t  n^atif.  Mais  dans  ces  formules  les 
longitudes  se  trouveront  comptées  à  partir  de  l'é- 
quinoxe  fixe  de  1800;  et  pour  avoir  des  formules 
relatives  aux  longitudes  comptées  de  l'équinoxe 
vrai,  il  faudra  les  augmenter  de  la  précession 
des  équinoxes  pendant  l'intervalle  écoulé  depuis  l'é- 
quinoxe de  1800^  ce  qui  revient  à  augmenter  de 
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Jupiter. 

&<▼=:  o,o4t€o6  8in(Aet+/o)^o,oogo8f  8in(Att-f-/i)-H>900o4a8  na(%«t  +  /i] 

—  o,oooo5i  «ic(A)i+'3)-f  o>ooo489  sm(A4t4-/4>-fo,oo7i35  cm(A«e -i- /|) 

-f»  0,001919  •tll(i6<+/6)  » 

e<^=  0,041606  cof(Aot+i»)— 0,009081  coB(A,<-4-/i)-f-0,ooo4a8  cos(A«t+/i) 

—  OyOoooSr  cos(*3*4-^î)-H>,ooo489  008(^4*4-/4)4-0,007135  co8(Asf-f/s) 

4-  0,001919  COf(A6t+/6), 

^'▼=  0,029178  8m(/o«-|-ro)4^,oiooa9^n{/i«+/',)— 0,000194  •in(/'»t-|-f  3) 

—  o,oooa34  8m(/î«4-/'j)— 0,00001?  •m(/4t4^4)—o>o«>"2fin(jfst+/'j) 

—  0,001499  «nC^ôX+re)» 

ç«»s=s  0,099178 co8(/oï-f'/'o)-H>,oiooi9 co8(/if4-/'i)— o,oooi94co8f/.f-M'>) 

—  o,oooa34  co8(fj«-h/'j)--K>,ooooi8cof(jf4t4-/'4)---«,oooiiaco8(/«tH-/'5) 

—  O,00l4^CO8(/6t-|-^«). 

Saturne. 

b^  =  o,o3a833  8ia(M-(-i«H<090!i8838  8in(A,t4-/i)+o,ooo454  tinifc^t  -f  /,) 
-f-  0,000045  8in(*:ît-f-/3)-H>,o5îo5o  8iii(it4t4-/4)4-o,o5596i  tkm{kit  -h  U) 
4-  0,001 856  sin(Xr624-/6)  » 

•▼  =  o,o33833  co8(A«t4-/«)4o,oi8838  cos(A,H^,>4-o,ooo454  co8(A.t  -f-/.) 
4*  0,000045  co8(it){4-/3)4-o,o5ao5o  co8(A4t4*/4)4-o,o5596i  cos(itc£-(-^s} 
-f-  0,001 856  cos(A6<4-/6)* 

p^f  c=  0,0391 78  8in(/6«+^«) — o,oa497a»in(/it4-^'i)4-o,oooi768iii(/.«+f,) 
-f-  o,oooi59  ûikifit'^j) — 0,000009 8in(/4t4-/^4)->o,oooo'768inCjfst4-rs) 

—  0,001279  8in(/6«4-/l'«), 

^v  as  0,0291 78co8(/ot4-r«)— 0,02497^  co8(/i£4-f,)-f-o,oooi76cos(/«f+^>) 
4-  0,000 1 59co8(  /3t4-/^)— 0,000009  co8(/4t-44'4]-*-o,oooo76cos(/5e-|-/'s) 

—  0,001 279  C08(f8<-f>/6). 

Uranus. 

èt«=  O9O28988  sin(A:o«4^«) — 0,001 333  8În(X;tf-^/t)— o,ooo5i7  •in(X:»t  4- /i) 

—  o,oooo53  8in(ij«4-/3)— 0,018495  8in(A:4«4-/4) — 0,026108  •m(Ast4>/9) 
4-  o,o32252  8m(A:6£4-/6) ,  ' 

cv«=  0,028988  co8(A:ot4-^o)— 0,001 333  co8(*:,«4-/,>— o,ooo5i7  cos(Jb4f  4-/>) 

*-  0,000053  Cb8(*3«4-/î)— 0,018495  C08(*4«4./4)— 0,026108  C08(A:{£4-/!) 
4-  0,o32252  C08(A:6«4-/6), 
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pn=  o,oa9i78(iin(/o«4-/^)-H>,ooi355«nC/.«-M',)+o,oo8876  •îii(/«/-M'.,). 
-♦-  o,oi  i3338in(y}t+^3)+o,oooS6asin(/4t+/'4)-H>,ooa56o8in(y5t-f^5), 

^▼»=  o»oigi78cosf/o<-f-/'e)-l-o»ooi355cot(/it-^l'i}4-o,oo8876co8(/«<-f-/',) 
-♦-  0,0 1 1 333cos(y3 t+r î)-H> »ooo56aco»'y4«-f«r 4)-fH>,ooa56oco8(jrst  -4-/  ») 

Ces  v,2rleurS)dç*fiy  ijf,  p'^  etc.,  se  rapportent  à  une 
écliptique  fixef  il  sem^kaHe  d'en  conclure  les  va- 
leurs de  Pffq,f  p//etc.f  lelativè^à  Téoliptique  yraie, 
au  moyen  des  formules 

Pi—P—P%  qi^l'-'ff  P!—P'—P'f  î/=î  — 9%  etc. 

La  racine  de  la  somme  des  carrés  des  expressions  de 
h  et  c^  et  àep  etq,  relatives  à  chaque  planète,  donnera 
la  valeur  de  Texcentrlcité  de  son  orbite  et  de  la  tan- 
gente de  l'inclinaison  à  Tëcliptique  ;  le  quotient  des 
mêmes  expressions  divisées  l'une  par  l'autre,  donnera 
les  tangentes  de  la  longitude  du  périhélie  et  du  nœud. 

95.  En  réduisant  en  nombres  les  formules  du 
ïf  90 ,  et  en  ne  considérant  que  Taction  de  Saturne 
sur  Jupiter,  on  a  trouvé 

(a'\  a^V=  —  (i  +  fi')  4/,o6355. 

U  est  inutile  d'avoir  égard  aux  quantités  analogues 
qui  proviennent  de  l'action  des  autres  planètes,  parce 
qu'il  n'en  résulterait  dans  les  expressions  des  longitu* 
des  vraies  que  des  inégalités  inappréciables.  En  subs- 
tituant les  valeurs  précédentes  dans  la  formule  (p), 
ToMB  ni.  26 
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n^  90^  pour  déterminer  les  variations  séculaires  de  la 
longitude  de  l'époque  de  Jupiter,  on  aura  : 

Pour  Jupiter. 

Sr  dans  cette  fmmuïe,  a  la  place  de  e^^^  e^ ,  oi'^,  co" , 
oa  substitue  letffs  valeurs  aug;fiiedtéds  de  leurs  va- 
rîartions  ^  qu'on  supprime  etxsuite  tous  Icfs  termes  qui 
après  l'intégration  seraient  simplement  proportioâ- 
nels  au  temps  t,  et  qui  se  confondent  avec  le  moyen 
mouvement  n*^t  dans  l'expression  de  fa  longitude 
moyenne ,  on  aura  : 

-h  4^,06335. 1  ïfe^y  ^'-^«''  ^)****  (*'''  "*  *'"' 
—  ciTc» ^« 8in(»v  — a|iT)  j- 

N0U6  avons  trouvé  n°  91  ^  en  faiàatit  absbraction 
défi"  coi^rection»  dont  les  masses  planétaires  sont  sus-> 
ceptibles  ; 

-^  =  o^!i65i25  ^       ^  =  —  a"^4o259, 

on  a  d'aîllcun ,  n^  88  : 

e"  =  0,0481621 , 

e^  =  o,ùS6iSo5f 

cù^  —  «'^  =  78*  o'  44^ 

Au  moyen  de  ces  valeurs  on  trouve 

^  i±i  0,000000681168^; 
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d'où  l'oti-tire  en  intégrant 

cr6''=  —  o",  000000341 54  ^\ 

Cette  inégalité ,  qui  ne  s'élèverait  qu'à  cpielqiies  iml^ 
lièmes  de  seconde  dans  un  siècle ,  est  insensible  re- 
lativement aux  observations  les  plus  anciennes  qui 
nous  soient  parvenues  ;  on  peut  par  conséquent  la 
négliger. 

L'équation  (3)  du  n"  74  du  livre  II  donne^,  en  ne 
confûdérant  que  les  inégalités  séculaires , 


m 


Se  —  _  -    ^-    .  J^c 


V/«' 


IV  l/^«v 


îlT 


m'  y/a" 


on  aura  donc  relativement  à  Saturne 

i'€'  =  —  OyOooooiôSSgoi  t^. 

Cette  inégalité  peut  être  négligée  saris  erreur  sen- 
sible. Les  valeurs  précédentes  de  cPé'*  et  de  JV'  diffè- 
rent de  celles  que  nous  avions  données  n'  75 ,  livre 
II,  tant  parce  que  celles-ci  se  rapportaient  à  Fépoque 
de  I  jSo  y  qu'à  cause  des  changemens  que  nous  avons 
fait  subir  aux  masses  de  Jupiter  et  de  Saturne. 

Nous  n'avons  pas  considéré  la  partie  constante  de 

Texpression  de  -r- ,  parce  qu'elle  se  confond  avec  la 

constante  n  dans  l'expression  du  moyen  mouvement, 
et  qu'on  peut  d^ailleurs  la  faire  disparaître,  ainsi  que 
nous  l'avons  pratiqué  jusqu'ici,  en  déterminant  con- 
venaUemeut  la  constante  g  qui  entre  dans  Texpres- 
sion  de  la  longitude  moyenne.  Mais  en  nommarit, 
comme  dans  le  n*"  76  du  livre  II ,  An^  cette  cons- 
tante, et  a'*,  le  grand  axe  de  Torbite  de  Jopitét*, 


n 
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correspondant  au  moyen  mouvement  obseryé,  absH- 
traction  faite  de  la  partie  dépendante  de  la  yariation 
séculaire  de  la  longitude  de  l'époque ,  on  aura,  nu- 
méro cité, 

a:  =  a%i  +  JA). 

D  après  les  valeurs  précédentes ,  on  trouve ...  « 
A  =  —  0,0000695244  ;  on  aura  donc  ainsi  : 

a]  =  5,201 1200a. 

On  voit,  par  conséquent,  qu'il  ne  résulterait  dans 
les  valeurs  du  grand  axe  de  Jupiter^  et  à  plus  forte 
raison  dans  celles  des  grands  axes  des  autres  planètes, 
de  la  considération  de  la  constante  A ,  que  des  cor*- 
rections  très  légères  ,  ce  qui  est  conforme  à  ce  que 
Ton  a  dit  n'  75 ,  livre  IL 

On  pourrait  obtenir  des  valeurs  {Jus  exactes  des 
inégalités  qui  affectent  les  longitudes  des  époques  de 
Jupiter  et  de  Saturne ,  et  qui  s'étendraient  à  tous  les 
siècles  passés  et  futurs  par  la  méthode  indiquée  n*  76 
livre  II  ;  mais  ces  inégalités  étant  absolument  insen- 
sibles, cette  recherche  devient  sans  objet. 

On  a  vu  dans  les  chapitres  précédens  que  Fellip- 
ticité  du  Soleil ,  Faction  des  étoiles  et  des  comètes  ne 
produisent  dans  les  excentricités,  les  périhélies,  les 
nœuds  et  les.  inclinaisons  des  orbes  planétaires ,  que 
des  variations  insensibles;  les  inégalités  séculaires 
dépendantes  de  ces  causes  peuvent  donc  être  négli- 
gées ,  et  les  formules  précédentes  feront  connaître, 
par  cpnséquent ,  les  changemens  que  subiront^  dans 
la  suite  des  temps,  ces  divers  élémens  avec  toute 
l'exactitude  convenable. 
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CHAPITRE  Xïl. 


Détermination  des  constantes  qui  entrent  dans  les 
expressions  du  rayon  vecteur  ^  et  du  mouvement 
en  longitude  et  en  latitude  des  planètes. 

94-  Dans  le  n""  g4  du  livre  II ,  nous  avons  disposé  des 
quatre  constantes  arbitraires  qui  entrent  dans  les  for- 
mules qui  déterminent  les  perturbations  du  rayon 
vecteur  et  du  mouvement  en  longitude  de  la  planète 
m  soumise  à  Faction  des  autres  planètes ,  par  la  con- 
dition que  la  longitude  moyenne  et  l'ëquation  du 
centre  demeurassent  les  mêmes  dans  le  mouvement 
elliptique  et  dans  lé  mouvement  troublé. 

Cette  disposition  introduit  dans  l'expression  du 
rayon  vecteur  un  terme  constant  et  une  partie  dé- 
pendante du  même  argument  que  Téquation  du 
centre^  parce  que  cette  partie  ne  peut  disparaître  à 
la  fois  dans  Texpression  du  rayon  vecteur  et  dans 
celle  de  la  longitude.  Déterminons  ces  difiërens 
termes. 

Si  l'on  nomme  a  la  distance  moyenne  de  la  pla- 
nète m  au  Soleil,  la  constante  a,  dans  l'hypothèse  el- 
liptique ,  se  déduira  du  moyen  mouvement  observé 

par  l'équation  a^  'zsz  ^ — p- ,  la  masse  du  Soleil  étant 


4o6  THÉORIE  ANALYTIQUE 

prise  pour  unité.  De  cette  équation  on  tire 

Tel  est  par  conséquent  le  grand  axe  dont  on  doit  faire 
usage  dans  la  partie  elliptique  du  rayon  vecteur.  Les 
valeurs  des  demi^-grands  axes  des  orbites  planétaires 
données  n^  88,  supposent 

a  =  n     3,     a  z=  n!     3,  etc. 

U  faudra  donc,  dans  le  calcul  dç  la  partie  eUip^ 
tique  du  rayon  vecteur,  augmenter  respectivement 
les  valeurs  de  a^  a' ,  etc.,  de  ^ma,  ^m!a!,  etc.; 
dans  le  calcul  de  la  partie  qui  dépend  du  mouve- 
ment troublé,  cette  correction  est  inutile  tant  qu'on 
néglige  les  quantités  de  Tordre  du  carré  des  masses. 
Au  reste,  Taugmentation  précédente  nest  sensible 
que  pour  Jupiter  et  Saturne  ;  d'après  les  valeurs  rap- 
portées plifs  haut,  on  trouve 

jm^^a^"  =  0,00164507,    ^ni'à'  se  o,ooogo5i58. 


Si  l'on  ajoute  ces  valeurs  à  celles  de  a'^  et  a^  da 
n""  88 ,  on  aura 

a'^  ==  5,20^281 243; 

O'  =:  9,53877645, 

Ce  sont  les  valeurs  des  demi-^grands  axes  a^'  et  rf 
dont  on  doit  faire  usage  pour  calculer  la  partie  el- 
liptique du  rayon  vecteur  de  Jupiter  et  de  Saturne. 

Maintenant,  il  résulte  du  terme  constant  introduit 
dans  l'expression  du  rayon  vecteur  que  la  disfaoce 
ipoyeune  de  la  planète  au  Soleil  dffère  dans  l'orbite 


qui  pçprés^ntj^  çi^e  4istwce  moy^xm^  da^^  ceit^ 
dernière  lorbite ,  devra  être  augmeniéie  4p  il?  iH^r^Jiç 
constante  de  re^pressipi;!  du  T^jon  yecteur-  ^u^ 
rpriôte  tPOftWée ,  poiw  fprm^  h  y^iir  i^e  h  4is- 
trnoe  moy^upe  qw  lui  porrespood- 

La  |>af)ie  jmw  pâ:'iadûitte  di^  rayoi»  vectpur  4?  1^ 
planète  19  tr<mUée  par  l'iaotion  de3  p)a)^$  #»', 
9»'',  etc,^  est ^g«Jb à 

En  ^Ujgmei»taiit  donc  respectivement  les  valeui^  de 
a  y  a'^jainsi  dëterininées^  de  U  partie  correspondante 
à  la  précédente  qui  ^e  rapporte  à  chacune  des  pla- 
nètes m,  m' ,  etc. ,  on  aura  la  distance  moyenne  de 
la  planète  an  Soleil  relative  au  mouvement  troublé. 
La  partie  de  l'expression  du  rayon  vecteur  dans 
l'orbite  tronblée,  qui  dépend  du  même  argument 
que  le  premier  terme  de  l'équation  du  centre ,  se 
compose  des  deux  termes  : 

4-  m'afe  cos  (nt-^  ê —  a>) -[-  wlafé  cos  (71^  +  6 —  rJ)  ; 

feXf  étant  détermina  par  les  deux  équations  sui- 
vantes (*)  : 

y=i(^o,_„.^'_..i^'). 

*)  Supplément  au  livre  II. 
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il  sera  donc  facile  de  calculer  les  coefficiens  des  deux 
inégalités  précédentes ,  et  l'on  pourra  les  réunir , 
dans  une  même  table ,  aux  inégalités  semblables  de 
la  partie  elliptique  du  rayon  vecteur. 

Quant  aux  constantes  y  et  II  qui  entrent  dans  les 
formides  du  mouvement  en  latitude ,  et  qui  dépen- 
dent de  la  position  mutuelle  des  orbites ,  on  les  dé- 
terminera au  moyen  des  valeurs  rapportées  n""  88^ 
en  considérant  le  triangle  sphérique  compris  entre 
rédiptique ,  le  plan  de  l'orbite  de  la  planète  troublée 
et  celui  de  la  planète  perturbatrice. 

Nous  allons  maintenant  nous  occuper  de  détermi- 
ner les  corrections  du  rayon  vecteur^  de  la  longitude 
et  de  la,  latitude ,  résultant  de  l'action  mutuelle  des 
planètes  en  réduisant  en  nombres  les  formules  du 
n""  84  du  livre  II ,  et  des  chapitres  précédens. 
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THÉORIE  PARTICULIÈRE 
DES  SEPT  PLANÈTES  PRINGIPAIiES. 


CHAPITRE  XIII. 

Théorie  de  Mercure. 

g5.  Les  inégalités  de  Mercure  indépendantes  des  ex* 
centricités  et  celles  qui  dépendent  de  leur  première 
puissance  y  ont  été  calculées  par  les  formules  du  n^'S^ 
du  livre  II,  dans  lesquelles  on  a  substitué  pour  A^"*^, 
^(0^  A^*^,  etc.,  et  leurs  différences,  leurs  valeurs  eu 
fonction  de  bV  ^  b^? ,  b*^  ,  etc.  Il  en  a  été  de  même 

«  'm  »  - 

pour  les  autres  planètes.  On  a  négligé  les  pertur- 
bations du  rayon  vecteur  dont  l'effet  sur  la  longi- 
tude géocentrique  de  la  planète  serait  au-dessous 
dune  seconde.  Quant  à  la  limite  qu'une  itiégalilé 
du  rayon  vecteur  doit  atteindre  pour  produire  une 
seconde  sur  la  longitude  géocentrique  de  Mercure , 
on  la  déterminera  de  la  manière  suivante  :  ' 

Soit  y  cette  longitude,  r  le  rayon  vecteur  de  li 
planète,  et  i^  sa  longitude  vraie  dans  son  orbite; 
soient  i^'  et  i/',  les  mêmes  quantités  relatives  à  la 
Terre;  si  l'on  considère  le  triangle  compris  entre 
Mercure^  la  Terre  et  le  Soleil,  qu'on  nomme  f  la 
distance  de    Mercure  à   la    Terre,  et   qu'on  fasse 

p=a,  on  9ura,  aux  quantités  près  de  l'ordre  du 


4io  7H£0]II£  ASALYTiQDS 

carré  des  inclinaisons  des  orbites , 


f  =  r"  Vi  —  2a  cos  {y  —  ^)  +  «•. 

Si  l'on  diffërentie  cette  expression  par  rapport  a  la 
caractéristîcpae  4^^  •en  ne  ûifiast  vaxier  i|tt^  /*  da<i/5  «y 

on  aura 

IV    ir^  p      r — r^co8(i^*'  —  si)     "1 

'^  Lv/ 1—  ancosCi/^—  ^)+«'-' 

IjC  même  triangle  donne 

p 

d'où  y  en  dîfféreiitiant  et  en  «ulistitiiaiit  pour  f  et  d^ 
leurs  yaleurs ,  on  tire 


La  Taleur  précédente  de  an  V  donne 

cosV  ;=  -^^-^^ ^ . 

f 

OU  bien,  en  -mettant  pour  p  sa  yàléur , 

cos  M   TSZ  ZGi  '■  i    ;i;    ;;   ..■■.!.;<;      ■■■r.'iin      » 

V^  I  2«  COS  («T  —  i/)  -|-  «• 

Si  Tcxo  substitue  cette  valeur  dans  l'expression  de 
eTVcosV,  on  aura 

JV  .^  ^  sin  (y*^  —  y) 

•r^     I  —  a«cos  («r  —  fO  +<> 

le  maxirnum,  de  la  fonction 

ûa  (w"  —  k) 


I  —  a«  pos  (i'  —  i')  +  «* 
correspond  à 

cos(i;"  —  i^)  =-j-:j:^; 
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ce  qui  donne  sîn  (i^"  —  ^)  =  ,  »*  En  substituant 
ces  valeurs  daçs  la  fonction  précédente,  on  trouve  que 
£^  maximum  «$t  ^al  à ^.  Onadoncdanscecas 

Si  Ton  suppose  ery;=:=t:  i'',  et  que  ppwr  rat^'a^ 
prenne  les  moyennes  distances  de  Mercure  et  d^  la 
Terre  au  Soleil,  ce  qui  donne /'=^i  et«t=o,387098iai, 
on  aura 

cTr  ==  qp  o,ooooo4i:2o4* 

On  pourra  donc  négliger  les  inégalités  du  rayon  vec- 
teur dont  le  coefficientserait  aunlessous  de  0,0000041  * 
Quant  aux  inégalités  du  mouvement  en  iQngitude  et 
en  latitude^  nous  négligerons  toutes  celles  dont  le 
coefficient  serait  au-dessous  d'un  dixième  de  se- 
conde. 

Inégalités  de  Mercury  indépendantes  des  excensricîtés. 

C      o^63I43^  lÎA  in'i  -r  nï  +  /  —  •)  à 

l—  <,«lWaï  m3(//f  —  fit  +  •  —  •)  7 

1-  Vï  r  A*  J-5_  o^iSSaM  «in  a(i2''l—  nX  -f  *"  -  *3  j 

-4.  ri  j...iT^  /       «>'»576447  "«»  C"'"^'—  "«  +  •''^-  •)  ^^ 
-r-  K^iriM.    ;.^__  ^^  ,,^863  «nîi(/i«n—  nf  +  •'▼—  •)./ 

Inégalités  dépendantes  de  la  première  puissance  des  excen^ 

tricités, 

•V83459  sia  (n't  ^  «'  —  •) 
1—  3%a43ai4  Âa  (an'«  —  «/  ^  V  —  •  —  lO 
I —  o'',376iaa  sîn  (in'i  —  3nt  -4-  »•'  —  3«  -f-  •) 
|—  r,6o768i  «tn  (3#t'f  —  fint  -f.  3i'  —  ^t  -^  «) 
'+  o",îi8o3o7  sin  (4/i't  —  3nt  -f.  4/  —  3i  —  •) 
-4-  o",  168589  sin  (  !»'«  —  ^nt  +    •'  —  ai  +  •)  J 

,  '/^  /~  o",4a7o86  sin  (a/i^t  ~~    ni  -h  at"  —     •  —  »)  1 

'"*■'*  M  +  oVa584i  sin  (3/i"r  —  a««  +  3i'—  ai  —  •}./ 


^  =  (I  +  /O 
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Inégalités  dépendantes  des  carrés  et  des  produits  des  excenr 

incités  et  des  inclinaisons^ 

Ces  inégalités  ont  été  calculées  par  les  formules 
du  n**  34*  D'après  les  rapports  qui  existent  entre  les 
moyens  mouvemens  de  Mercure,  Vénus  et  la  Terre , 
les  trois  quantités  5/i'— 2/1,  5n  — 71',  et  271^—4^*', 
sont  très  peu  considérables.  II  faut  donc  avoir  égard 
aux  inégalités  dépendantes  des  angles  Sn't  —  :mtj 
5n!t  —  nt  et  2nt  —  /^"t.  On  a  trouvé  ainsi  : 

^j'-.  (i+f*}  \_o",569837  8m(3n't  -    w<  +  3/—    •  -h  4o»3e'35";jr 

Inégalités   dépendantes   des  cttbes  et  des  produits  de  trois 
dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites. 

Les  seules  inégalités  sensibles  dépendantes  des 
troisièmes  puissances  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons, résultent  de  Faction  de  Vénus  et  de  la  Terre 
sur  Mercure.  La  première  est  relative  à  l'angle 
Tnt'^Sn't^  et  a  été  calculée  par  les  formules  da 
n*  35  ;  la  seconde  est  relative  à  l'angle  nt  — -  ^'t ,  et 
a  été  calculée  par  les  formules  du  n*  4^*  On  a  trouvé 
ainsi  : 

/k/  =  (i  +  ^')  8>8764a  sin  {Wt  —  îw«  +  5i'--  ai  +  3o»i3'36*) 
+  0+/»*)  0^557373  sin  (4/»'V  —    ift  +  4i"—    t  —  i6»59'îio"). 

Les  inégalités  de  la  latitude  sont  insensibles  et 
au-dessous  de  un  dixième  de  seconde  ;  on  peut  donc 
se  dispenser  d'y  avoir  égard. 
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CHAPITRE  XIV. 


Théorie  de  Vénus. 

ç^.  Si  Ton  nomme  V  la  longitude  géocentrique  de 
Vénus  y  et  si  Ton  fait  p=:A,  l'équation  (a)  du  n""  gS 
deviendra  relativement  à  cette  planète 

jy  ==  —  ^^(1  —  it^)j^\\ 

Eq  prenant  pour  r^  et  r^'  les  moyennes  distances  de 
Vénus  et  de  la  Terre  au  Soleil,  on  aura,  n"  88, 
a  =  o,7255525o ,  r"  =  i  j  en  supposant  donc 
cTV'  =  it  i',  on  aura 

«T/  =  =fc  o"yOoooo23652. 

C'est  la  limite  que  doit  atteindre  une  inégalité  du 
rayon  vecteur  pour  produire  une  inégalité  d'une  se- 
conde sur  la  longitude  géocentrique  de  Vénus.  On 
pourra  donc  négliger  toutes  les  inégalités  du  rayon 
vecteur  qui  seraient  au-^-dessous  de  0,000002.  Quant 
aux  inégalités  de  la  longitude,  nous  négligerons, 
comme  précédemment,  celles  qui  ne  s'élèveraient 
pas  à  un  dixième  de  seconde. 
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Oa  a  d'abord  déterminé  par  les  formules  du  n""  44  > 
l'inégalité  correspondante  relative  à  la  Terre  cpie 
nous  donnerons  plus  loin ,  et  en  la  multipliant  par  le 


a* 


facteur ,  /-;  ^^^  ^^  ^  conclu  l'inégalité  précé- 
dente de  Vénus. 

Inêgalilés  du  mouvement  de  Vénus  en  latitude. 

Au  moyen  des  formules  du  n^  ^2,  on  a  trouvé 

I^^lt^    -^  i     o^  1 15445  sm(n"« +.•-*')  \ 

•r  -  ^i  -1-  I»  ;.  ^  ^  o",a89097  sin  (5/i«<  —  ^n't  4-  V  —  4f'-  «OJ 

—  (i  +fe*)  o\iw4i7  sin  (3/»"'f  —  a/i't  ^-  3**  —  ai'—  H*) 

—  (i -f /««▼)o",i6i4ioiiiii(a/»«»£—  «'4 -fat»'—  i'^II'^), 

n^''  représentant  la  longitude  du  nœud  ascendant  de 
l'orbite  de  Mars ,  et  11'^  la  longitude  du  nœud  ascen- 
dant de  roi4>ite  de  Jupiter  sur  celle  de  Vénus.  En 
yertu  des  valeurs  rapportées  n"*  88 ,  on  trouve 

n'"=  loo"  8'53% 

les  autres  inégalités  de  la  latitude  étant  insensibles  et 
ne  s'élevant  pas  à  un  centième  de  seconde ,  il  est 
inutile  d'en  tenir  compte. 
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CHAPITRE  XV. 


/ 


TTiéorie  du  mouvement  de  la  Terre. 

m 

97.  Soit  V  la  longitude  gëocentrique  de  Vénus  ^  a 

étant  supposé  égal  à  ^-9  V  sera  fonction  de  a  et  de 

(v^^ — ^ ,  et  dans  le  cas  du  maximum  de  Y '^  on  aura , 
par  le  n*  gS, 


,  ik 


s 

Si  dans  a  on  ne  Êiit  varier  que  /^%  on  aura 
J^a  =B -jf-j  par  conséquent. 

En  faisant  J^V  =±1",  et  en  prenant  pour  r'  et  r" 
les  moyennes  distances  de  Vénus  et  de  la  Terre  au 
Soleil,  on  aura  r^'sssi,  et  r'  =  o^yaSSSriSo;  par  con- 
séquent, 

J^r^'  =  ±  o,ooooo3i94« 

Considérons  maintenant  une  planète  supérieure.  Soit 
V"  la  longitude  géocentriquQ  de  Mars  ;  en  supposant 

^7 
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a  z=:  -jif  on  aura  y  dans  le  cas  du  maximum, 

et  en  prenant  pour  r'^  et  r^"  les  moyennes  distances 
de  la  Terre  et  de  Mars  au  Soleil ,  ce  qui  donne 

r^"  =  1,5^56952, 
CL    ===  o,6565oo3o; 

en  supposant  Jy^' = db  i ,  on  aura 

J^r^"  =  ±  0,000004207. 

On  pourra  donc  négliger  les  inégalités  dé  J'r^  dont  les 
coefficîens  seraient  au-dessous  de  =k:  o,oDooo4-  ^^^ 
négligeponi  d'ailleurs,  comoie  précédammeat^  les 
inégsdités  du  mouvement  en  longitude  et  en  ff^U^de 
qui  seraient  au-dessous  de  un  dixième  de  seconde. 

Inégalités  de  la  Terre  indépendantes  des  excentricités, 

n    {n't  —  «*£  4-  /  —  ,•) 
n  a(»'t  —  n't  ^  /  —  i*) 

Q  4(n'*  —  n^'t  +  f'  —  O 

>B  {n't  ^  n^t^  t"  ^  Z')  % 
n  a{n»«  —  ««£  +  g»  ^  ,-)  ( 
in  3(/i"'t  —  /i*t  +  f*   —  O  j 

f      7",i47a35  sitt    (rt»Tr  —  «"e  -f.  ,.v  —  «^  ^ 

.  ]  -^  «*/7»iW  «  «(v^  ^  ^"t  -h  f»  -^  y)  [ 

♦—  o",i69865  sin  3(ii7tw  n"£  +  •«▼  —  f V 

.    ,     .        .    f      o",4ao3i7  sin    («▼£  —  «"t  4-  •▼  —  %")  1 
-H  U  f-  /*  ;•  j_  o",io6i86  sin  a(/»n  —  «««  +  .t  _  ,^,  J 

,.   J —  0,0000057218  cos  (n  t  —  n"*  -f.  i'  —  §■)  î 

*'^''    —  vi  -♦-  f«  ).|^  o,Qoooa63449  co8a(/i't  *-  n''t  -f  •'  -^^  J 

/    a.  «itjr^  J'*"  0;P000ï6i375  cos  (n»^«—  ^"i  W-  €«▼■-  •*)  3 
**•  ^^  •♦'A*   f'\^  o,ooooo9»iiaaco»î(?i»n—  n«t  -*-  i»^-  O- J 


!      5^,044545  8 
—  o',3 14943  • 

f     o''»a94344  • 

V —  o*,i45a53  s: 


^  (14-^») 
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fnigqiil^t  dépeiidçnies  4e  la  premi^rç  pvissç^çç  4ff 
expeiMricités. 
iiSg^g  «D  iWt  -    n"(  +  ».'  -    ,' ^  .-J 

r  o',i^3S9  wn  ivt't  ,-    #'/  H:-  ai'  -b-    •'  —  •")    j 

-  3",5oj6i9  lin  (ia"l  —  m't  +  3i"  —  a/ .—  •'' )  I 
1-  i',  116067  «Jn  {3n"t  _  ,^t  +  i/  -  a,*  —  ■') 

-  ,',qR43«6  «in  (4f''«  ^  ?-'l  +  i.-  —  V  -rr  ^)  1 
h  o',635^î  «in  (4n"(  —  3n'(  +  4.°  —,3,'  —  •')  1 
(-  o^aoCTBo  «in  (5n'l  —  4^4  +  V  —  K  —  -'')  j 

1— o'',7565;S  rin  (an't—  »rt+a»^—  •'— ^)  v 
+  i',475?70.iiitv>'l-  «"t  +  l.--  .•-W)( 
+  o%j5639o  »!.  {37.-1-  >»'(+  3^-  a."  -  --)  \ 
•*■  o'j5S;aoi  «la  (4n''l  —  3n°(  +  4^  —  3."  —  •")  J 
f      o",3o6587  «in  («■'(  +  .■'  — .")  ■■ 

It,  »",5îfii8r  lia  {n'.Tf+ ,"-p")    .  l 

+  (,+„..).;- '".M'44.i'.("-ï-  «-»  +  ..■—  ■-.■)( 

M+o'^i5qÇ4*io  (an-V-    «'l  +  »."^    •'-#■')( 
1. —  o",t5ii4'  Ml  (îi't  —  n"J  +  at'  —    1" —  •")J 
^^    ^'^■'"l—  o",i3o3;S  «in  (inv  —    n"t  + 
A"=— (1+  ,k').o,ooooo47495coi[K'  — 3n'(+4."  -V  —  .") 

Inégalilés  dépendantes  des  carrés  et  des  produits  des 
,çr<^nfriçff4s  ç(  ^  /fiej^i^^ofu  liff  <W*/^, 

'd'après  les  rapports  qui  existent  entre  Jes  moyens 
moaTemens  de  Vénus ,  la  Terre  et  Mars ,  5»'' , —  5rf 
et  .jn"*,— aj/'soBt  de  très  petite3,quantit«$;  les>në- 
g^ésqtri  ont  pour  Bi^mentS/^'f — ^n'iet^ré^t — 3ift 
croîtront  donc  aTecune  grande  lenteur,  et  postront, 
paï  cette  raison,  devenir  sensibles.  En  les  drftermi- 
aaat  per  les  formules  du  n*  S4 ,  «a  a  trouvé 

A^  =  (i  +  ^.  i-,o7Îi69  >iD  (5n*(  —  3n't  +  5r  —  3i'  +  ai>   ^  18°) 
27.. 
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Inégalités  dépendantes  des  cinquièmes  puissances  ei  desproduits 
de  cinq  dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 

L'inégalité  de  cet  ordre ,  qui  dépend  de  Targument 
iSVf  —  8n'^,  peut  devenir  sensible,  parce  que,  en 
vertu  du  rapport  qui  existe  entre  les  moyens  mou* 
vemens  de  Vénus  et  de  la  Terre,  iS/i" — Sn'  est  une 
très  petite  quantité.  En  réduisant  en  nombres  les  for- 
mules du  n®  44  >  ^^^  trouvé  (^) 

A/'  =  a>49i54  ftiu  (8ii'«  —  i3/»"«  ^-  8i'  —  iSi*  +  410  i4'i3''). 
Inégalités  du  mouvement  en  latitude. 

Far  les  formules  du  n°  86  du  livre  II,  on  a  trouvé 

/^*  =  (i  +  iu'). o^a3335a  sin  (^n"t  —  3/i'«  -h  4«*  —  3i'  —  i*') 

Ce  sont  les  seules  inégalités  sensibles  du  mouvement 
de  la  Terre  en  latitude. 

Des  variations  séculaires  de  l'orbe  terrestre,  de  féquateur 

et  de  la  longueur  de  Vannée, 

g8.  Dans  le  n®  91  nous  avons  donné  les  variations 
séculaires  de  rexcentricité ,  du  périhélie  et  des  quan- 
tités qui  déterminent  la  position  de  l'orbe  terrestre; 
en  ayant  égard  à  la  première  puissance  du  temps.  Mais 
la  grande  îqflueiice  de  ces  variations  sur  tous  les  phé- 
nomènes célestes,  puisque  c'est  au  plan  de  l'écliptique 
que  les  astronomes  rapportent  toutes  leurs,  obser* 
vations,  nous  obli^nt  à  les  déterminer  avec  plus  de 


*"      M 


i^)  Connaissûnce  des  Tems  pour  Vannée  i836. 
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précision^  et  à  considérer  les  termes  de  leurs  valeurs 
dépeudans  du  carreau  temps. 
En  déterminant  parle  n*  63,  livre  H,  les  différences 

secondes    des  quatre    quantités    -y-» -j~»  T*"T"' 

et  en  adoptant  les  valeurs  des  masses  planétaires  du 
n**  87  y  on  a  trouvé 

-^  =  —  o*,ooooo644o34 ,  -^7p  =  +  ©"joooi  5335oi , 
■^i^=   o"^oooo399i36»   -^-j- «=   0^,0000 i4^35a6. 

Eq  joignant  ces  valeurs  à  celles  de  -^t  -j;  f  ^*^**  don-?- 

nées  n**  91,  on  a  conclu,  n"  65,  livre  II,  pour  un 
temps  quelconque  t,  les  expressions  suivantes  de  e'^^ 

é'  zis  e"  —  .  o",09o5585^  —  o",ooooo5220i7r, 
0)"=:/»"+  ii",i748i5^  +0^0000766750^% 
jf*  =        0^,0649601^  +  o",ooooi99568<*, 
ç"  =  ~  o",488566«  +  o",ooooo736763^*; 

les  valeurs  de  é\ ,  c?" ,  daus  les  seconds  membres ,  sç 
rapportant  à  l'origine  du  temps  ^,  c'est-à-dire  à 
l'époque  de  i8oo. 

Nous  avons  donné  dans  le  n*'  92  les  valeurs  finies 
de  p"  et  ç",  ainsi  que  celles  des  quantités  qui  déter- 
minent é^  et  û>";  ces  valeurs  se  présentent  sous  1^ 
forme  suivante,  SB.  sin  (g^  +  ^)  et  2B  cos  (gt  +  ^), 
et  s'appliquent  à  un  temps  quelconque,  avant  ou 
après  celui  que  Ton  a  choisi  pour  époque.  Cependant 
on  a  vu  que  les  dîf&cultés  du  calcul  qu^exige  ^eur 
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déMfO^lÊAùùi  et  rititorrôCtiMÉ  qttt  peut  edti^b^  tbh 
core  dans  les  valeurs  de  quelles -^ilileâ  des  UîéÈiseis 
]>)lifttétiiitèS|  doivent  laisser  (^nêlffiiè  ihdétûtnât  âôr  la 
précision  dels  réàùltats  ainsi  obtenus.  C'est  pourquoi 
il  est  pt*éféi^àblé^  pour  la  détermination  des  élémens 
dé  l'orbe  terrestre  y  d'adopter  les  précédentes  for- 
mules, qui  ne  peuvent,  il  est  vrai,  s^etendi^  qu^ 
mille  ou  douze  cents  ans  avant  et  après  l'époque 
qu'on  a  choisie,  mais  qu'il  sera  facile  de  corriger 
et  de  rapporter  à  une  nouvelle  époque  à  mesure 
que  le  temps  fera  mieux  connaître  les  masses  des  pla- 
nètes (^}«  Les  changenlens  que  ces  massiez  tUàt  stibi 
dans  ces  derniers  temps  nous  engagent  à  reprendre 
ici  les  formules  de  la  précession  des  équinoxes  et  des 
variations  de  l'obliquité  de  l'équateur,  soit  par  nij^P^rt 
à  l'édiptique  fixe ,  soit  par  rapport  à  l'écliptîque  vraie, 
que  ûbxxÈ  avons  présentées  daqs  le  &•  54  dtl  livre  IV. 
Note  avioùs  adopta  alors  leô  V^s^leiiils  de  /J^  et  ç''  cal- 
culées pàn^  Ml  Bouvai^d,  laaia  ccis  valeurs  dîl^ftat, 
comme  ot^  peut  le  voii',  de  celles  qui  oitt  été  rappoYiées 
plus  haut;  et  d'ailleurs,  comme  nous  avons  choisi 
pour  époque  dails  la  théorie  dés  petturl)atiôns  plane- 
tailles  Taùtiéë  i8oô,  il  est  nécessaire  dé  ràppdiifér 
aussi  à  cette  époque  les  variations  dé  l'écliptîque  et 
de  l-équdtéut*. 

Les  valeurs  finies  dé  p^^  et  q^  se  présentant)  là 
première  sous  la  fofme  de  S.Bèin  {bt  -f-  6"),  là 
seconde  sous  U  fbrxUe  de  2 .  !ËI  côS  {ht  4-  S),  ^i  \*ot 
développe,  coiUnie  dans  le  n*  ^5,  livre  V,  céi  ^lîan- 

il ■ , >      ,  ^ _— .^^^^^^ 

\*)  Voir  les  notes  à  U  fin  du  volume. 
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tites  en  négli^BXit  \e%  pnksances  du  tempa  sofé^ 
rieares  h  la  seconde,  et  qu'on  les  compare  ensuite 
à  celles  de^  et  q'^  données  plus  haut,  ou  trouve 

2 .  BA"  sin  C  =  —  o",oooo399 1 36,        2 .  Bb*  cos  C  =  —  o*,oooo  1 473526. 

Maintenant^  en  nommant  9  Finclinaison  de  Téquateur 
à  récliptique  fixe  de  1800,  fl'  Tobliquité  de  TécHp-* 
tique  vraie,  %[/  la  procession  des  équinoxes  par  rappcwrt 
à  récliptique  fixe,  et  4*'  la  précessîon  relative  à  Vé^ 
cliptique  vraie ,  et  en  ne  considérant  que  les  variations 
séculaires,  oA  aura,  n*  54,  livre  IV, 

4,  :±:  /f  —  f«  COt  ihlJh  silî  c, 

a'==t(/— cot  A2.B&  cos  0+«»r-^^2:.B/AsiaC-ficdt  AÏ-BôHmC^ 

\8in  aft  3  y 

A  étant  l'obliquité  de  l'équateur  au^  commencement 
de  1800,  et  It  le  moyen  mouvement  des  équinoxes 
à  la  même  époque ,  rapporté  à  récliptique  fixe. 

IKapirès  les  recherches  les  plus  récentes  de  M.  Bes- 
sel,  la  précession  annuelle  rapportée  à  Técliptique 
vraie  était,  en  idoo,  égale  à  5o"a235o^  on  aura  donc 
ainsi 

/  —  cot  ^  2.B&  cos  Ç  =  5o'',2255o; 

l'obliquité  de  l'écliptique  était,  à  la  même  époque, 
de  25**  29'  54"8;  d'où  l'on  a  conclu 

h  —  !25*27'54^8,      /  =  5o",575i5. 

Au  moyen  de  ces  valeurs  et  de  celles  des  quantités 
2.B6  sin  Qy  2,Bô  cos^,  2.Bi*  sin  ff,  et  S.Bi^cos^ 
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données  plus  haat^  les  formules  (o)  deviennent 

fl  =  23*2/54",8  +  f  o",ooooo7932i3, 

fl'  =25*  27' 54^8-^  o",488566— /•  o",ooooo5645o, 

^:^  t  5o",373i5  —  t*  o",oooi 043091, 

4'=  t  5o",2255o  +  t*  p",ooo  1097248. 

Ces  formules  diffèrent  peu  de  celles  que  nous  ayons 
données  dans  le  n*  34  du  livre  lY;  mais  une  erreur 
facile  à  réparer .  s'était  glissée  dans  celles-ci  :  nous  y 
ayons  supposé  la  précessîon  moyenne  des  équinoxes 
relative  à  réclipti<|ae  vraie  égale,  en  i  jSo,  a  5o'',  57572, 
tandis  que  c'était  la  valeur  de  la  précession  moyenne 
relative  à  Técliptique  fixe  (*). 

Les  forfiralçs  précédentes  peuvent  s'étendre  de  mille 
à  douze  cents  ans  avant  et  après  l'instant  que  l'on  a 
choisi  pour  époque  ;  on  peut  même  les  étendre  aux 
plus  anciennes  observations  qui  nous  soient  parve- 
nues, vu  leur  imperfection. 

L'angle  fl'  représente  l'obliquité  moyenne  de  Té- 
çliptique.  Cette  obliquité,  conclue  de  l'observation 
des  solstices  d'été,  faite  à  Paris,  dans  les  années  1812, 
181 3  et  1814»  psir  MM.  Arago  et  Mathieu,  en  pre- 
nant leur  résultat  moyen  et  9'^4^  pour  le  coefficient 
de  la  nutation^  était,  en  181 3,  égale  à 

25*  27' 49",  28. 

En  faisant  ^  =  1 2,5  dans  l'ei^pression  précédeqte  de 
fl',  on  trouve 

6'  :=  23°  27'  48",69. 


*  <    » 


{*)  Voir  Terrata  à  la  fin  du  yolamç. 
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La  différence  entre  le  calcul  et  robservationseraitdonc 
de  o"f5g.  Cette  diffieccaoe  «s  «eiaît  qae  de  — o''^  1 5  eu 
calculaot  ^'  par  les  formulesdu  n^  34  du  livre  lY^roais 
il  fautjdes  observations  plus  nombreuses ,  et  faites  à 
des  intervalles  plus  considérables,  pour  pouvoir  juger 
avec  quelque  certitude  de  la  précision  des  formules. 
L'année  sidérale  est  constante  et  égale  en  jours 
moyens  à  365^,256374417;  Tannée  tropique  est  égale 
à  Tannée  sidérale,  moins  le  temps  que  le  Soleil  met 
à  décrire  Tare  de  la  précession.  Les  valeurs  précé- 
dentes donnent  ainsi ,  pour  la  longueur  de  Tannée 
tropique, 

365^,242219746  —  ^.0^0000000618482; 

d'où  il  suit  que  du  temps  d'Hypparque  p  c'est-à^ire 
cent  vingt -huit  ans  avant  Tère  chrétienne^  la  durée 
de  Tannée  tropique  était  de  10'',  28  plus  longue  qu'elle 
ne  Tétait  en  1800;  l'obliquité  de  Técliptique  était 
alors  de  lô'  1 5^,771  plus  grande  qu'elle  neJTest  au- 
jourd'hui. / 

Comparons  aux  formules  précédentes  l'observation 
de  Tcheou-Kong  (*)  que  nous  avons  citée  dans  le 
livre  ly,  et  qui  donne  pour  Tannée  correspondante  à 
iioo  ans  avant  notre  ère  l'obliquité  de  Técliptique 
égale  à  23»  54'  2^,5.  Si  Ton  fait  fc= — 285o  dans  l'ex- 
pression de  8^,  cette  valeur  est  alors  égale  à  23^5o'44^', 
ce  qui  ne  diSere  que  de  3'  19"  de  l'observation 
chinoise. 

Laplace,  dans  la  Mécanique  céleste  ^  a  calculé  Tex- 

C)  Connaissance  des  Tems  pour  l'année  1^27,  page  237* 


.^ 
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pression  de  4'  I^^^  ^^^^  épùqtses^  refiGMm|oabk»  : 
telle  où  le  grand  axe  de  Fof  be  âolàim  coïncidait  avec 
la  ligne  des  équinoxes ,  et  celle  où  le  grand  âoe  de 
Forbe  solaire  était  péi^tidiculaire  k  Cette  ligne.  A  ta 
première^poqne ,  Téquinôxe  vrai  et  rëqaiâoxe  ïaojen 
coïncidaient  ;  dans  la  seconde  ^  le  solstice  vrai  coïn- 
cidait avec  le  solstice  ttiôyen.  Voyons  ce  que  donnent 
à  cet  égard  les  formules  précédente.  Si  l'on  fait 
^  =^ — 5907 ,  par  l'expression  de  >[/%  on  a 

4.' =1  —  81*^20' 42"/ 

cette  quantité  prise  avec  un  signe  contraire  sera  la 
longitude  de  Téquinoxe  de  1800  par  rapport  à  Fé- 
quinoxe  correspondant  au  temps  t.  L'expression  pré- 
cédente de  G>"  donne  pour  la  longitude  du  périhélie 
de  l'orbe  terrestre,  comptée  de  l'équinOJtefixede  1800: 

6)''  =  8iMo'3i". 

La  somme  de  ces  valeurs  prises  avec  leur  signe  sera  la 
longitude  du  même  périhélie  comptée  de  l'équinoxe 
de  l'année  4107  avant  Tère  chrétienne^  époque  qui 
correspond  à  la  valeur  que  nous  avons  supposée  au 
temps  t;  cette  longitude  était  donc  alors  de  11".  La 
plupart  des  chrOnologistes  placent  la  création  du 
Monde  vers  l'an  4o<>4  ^^^^^t  l'ère  chrétienne;  l'é- 
poque où  le  grand  axe  de  l'orbe  solaire  coïncidait 
avec  l'intersection  de  l'écliptique  et  de  l'équateur  a 
donc  précédé ,  d'après  nos  formules ,  d'un  siècle  en- 
viron la  création  du  Monde* 

La  seconde  époque ,  celle  où  le  grand  axe  de  l'orbe 
terrestre  était  perpendiculaire  à  la  ligne  des  équinoxes 
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et  où  par  conséquent  le  solstice  vrai  se  confondait 
avec  le  solstice  moyen,  est  beaucoup  plus  voisine  de 
nous,  et  remonte  seulement  à  peu  près  à  Fan  ia5o. 
En  effet,  si  daûsr  les  foritiules  précédentes  on  fait 
ts=z — 555,  on  trouve 

4'  =  ^  7«44'o",  * 

«"«=  97'45'47"- 
En  ajoutant  ces  deux  quantités  prises  avec  leur  signe^ 
on  ai»a  go®  1  '4/^  ^nr  la  loli^tnde  du  périhélie  de 
l'orbe  solaire  comptée  de  l'équinoxe  mobile;  en 
sorte  que  Tinstant  où  cette  longitude  était  de  go"*  re- 
pond à  peu  près ,  d'après  no%  forïiittles ,  à  t'atl'^ 
née  1 2^5  ;  mais  Tincertitude  des  élémens  employés 
dans  le  calcul,  comme  l'observe  Laplace,  peut  en 
laisser  une  de  quelques  ànnéeé  dàiis  ce  téètxltâX» 
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CHAPITRE  XVÏ, 


Théorie  de  Mars. 


%      I 


99.  Si  Ton  nomme  V'  la  longitude  gëocentrique  de 
Mars^  et  si  Ton  fait  a  =  p  ^  dans  le  cas  du  maximum 
de  \"'f  on  aura 

JVt  =  (i  —  «•)  J^V". 

La  valeur  de  a  en  ne  faisant  varier  que  r^  donne^ 
d  a  =  —  — »j-  ;  on  aura  donc 

si  Ton  prend  pour  r^'  et  r^''  les  moyennes  distances  de 
la  Terre  et  de  Mars  au  Soleil  ;  ce  qui  donne  r^'  =  i , 
/''=  i^SaSôgSSâ  ^  a  =  o>6565oo3o.  En  supposant 
crV'"  =  =fci",  onaura 

•  jy  ==  =p  0,0000064074- 


Nous  négligerons  donc  les  inégalités  du  rayon 
vecteur  dont  les  coefficiens  seraient  au-dessous  de 
0,000006.  Quant  aux  inégalités  de  la  longitude,  nous 
négligerons  toutes  celles  qui  ne  s'élèveraient  pas  à  un 
dixième  de  seconde. 
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Inégalités  de  Mars,  indépendant^  des  excentricités. 

/^•=i  (f  -J-  f/)  o*,ig9493  sin  {n't  —  «•44-,'  —  ,*) 

i      6*,4647i7  siti    («»t  —  «•£  -f.  #"  ^  i«»)  V 

+  (i  -f-f**').]—  0^,89603    sin  3(/i*«  —  n^t  •+■•*'  —  ••')    i 

l—  o",i69a87  sin  3(n''«  —  n^t  +  •«  —  t*^  J 

!     34^,746169  .sin    ^««▼«—  »•«  -f-  i«T —  if) 
-i3'',76793i  «in  a(i»«Tf«.  n^t  ^  i'v-  ,-r) 
—  i",i95o3a  sin  3(n'^«—  n^t  +  •«▼_  ,«r) 
—  o",i74926  sin  4(»'vt—  «"'t  -f.  |fT—  ,»j 
4.  ri  -*.  *.^^   j       i%a85367  sin    {an  -  !»•«  4-  «v  -  ,•)  1 

^    ^  '^  ^  l—  o",ooooi73497  co«  (/l'^f  -  n^t  4.  ."  —  ,«») 

!—  o*',ooooo67ooi 
+  0V000794170  CO8  f/l'^t—  «■'£  -f-  f'T—  t«») 
—  o*,oooo687923  co8a(/i'^/—  n^t  4-  §'▼ —  ••) 
—  0*^,0000070156  cos3{«*v«—  «**«  4.  i«v —  g^). 

Inégalités   dépendantes  de  la  première-  puissance  des 

excentricités. 


*     l—  o  ,339746  sin 


-/ 


+  (•-  +^'0«/"*" 


o*',64777a  sin 

—  p",  12473a  sin 
|— 9'',378ia4  êin 

4",75oo4i  sin 

—  o?>6o4i^'m4 

f-f-  o%7844o4  **** 

L+  o",iiii93  sin 
5*',57i93o  sin 

—  5",4437o4  sin 
[^-*-a3*',goa5ao  sin 

[•f-  a",63oi57  sin 

-f.  a",33o8Si  sin 

_i^  /     .         N  /  —  3^6l9û8o  sin 

+  (I +  /*-).(  ^^.;^^,j^ 

i—  o*,35568o  «in 

Ir-  a",9i]>3oo  iin 

^  0*^,307442  «in 

4»  1  •,880721  «in 

^+  o",aoia57  sin 


{in^t  —    n'£  +  ai*' 
(an''*  —    nft  -h  ai* 

{'in't  — i  n*ï4-  ai"  - 
(a«'»«—  n'r-fi^»  — 
(an"*  —  /i"f  4-  ai**  — 
(3ii»«  —  aA"ï~4.  •3i"'  -î 
(3n"'«  —  a/2"t  4-  3««»  - 
(4ii.«/— 3n*'f  H*  4t"'  — 
(S/i»*  —  4/i"t  -f-  5i* 
(  niv«  4-  i«v  —  ««') 
(  n^n  -f-  i«v  ^  »'v) 
(i«iv/  -.  „»j  ^  ai»^— 
(in^^t  —  !!*'«  +  as*^— 
(3n»v  —  an*'«  4-  3i*^— 
(3n"«  —  an*'/  4-  3*«v-. 
(4»*'t  —  3n*'«  -^  4t'v— 
(4n'^«  —  3n"'«  4-  4i«v— 

{oinfl  —  n^n  -h  2i"^— 
(5»"/,  •—  an'vi  4-  3i*  — 
(4>f   -.  3n'^r4.  4i'»  — 


-  i^  -  •-;  î 


i"  - 

a/'  - 
ai*'  — 
3i*  — 


-  4i''  -  -•)> 


• - 

ai**- 

ai*- 
Si*. 
Si*. 

as*  T. 

3i«v. 


•  ••)( 

.»IV) 

.»it)| 


4?o  TSïtoftiE  iNAï.irjri(»Jç 

^  i*,7 147676  «in  (»«'t  •»-  «"'C  H^  ««^  -^  4*  >-  #••) 
Hr  j»^Ifl6aG6  iki  (an7|  .^  V^  4t  at^  —  /»  —  a.^) 
-fc-  i^^lWaS  tm  {vi^f -r  »";!  -h  a^  r- j^  ^  p'^. 

Inégalités  dépendantes  des  camés  ^  dfis  produits  des 
/excentricités  et  des  inclinaisons  des  or^jilaSf 

Les  imîgàlités  suivantes  ^on%  l^s  seples  de  cette 
espèce  «qui  pavaissent  -dey^^ir  être  ^nsîUes ,  en  vertu 
des  rapports  qui  existent  entre  les  moyeii^  jotipuve^v 
mens  de  Vénus  ^  la  'ferre  y  j&Kar^  ^%  J.uj^iter  : 

JV  =  —  (i  +  |«0. 6"^7838o  «in  Çin^t  -^  u'jLrJhy  -  ^ -h €5*  ^ i5*) 

{r,'3o845aii;i(3n^/—  nH-hZ*"-^  •"+730 11' 55')) 
+  4^o43Il4"n(4^•<-an•£^^/'-a••^.67•4gr  oTI 
-ha^465976#iB(5ll**-.9V•*-^«^r-»f''•4-«8•ly  «OJ 

—  o*,468575»m(  n«^€-f.  n"'i+  i«^+  §•— 53«  7^47')] 
ao9^j[3/i<y/-f-9^"-f>  600  y' a'') 
633^n  j(  n' V-^  1»"'^+  •«^-r  •''t*-^^*  4*'30. 

On  peut  rëuQirJa  dernière  çle  ces  inégalités  à  11- 
«égalité  indépendante  des  excentricités 

leur  somme  4<HaiB®<^  riii<%«tlit9  ouiTaete 

(i  -h  f»«^)  îi5''^5a74J[J?  sip  (/i« V  r-  n''/  rh  f '^ w  ••  +  a© a4'  1 1*). 

Pour  Jles  i^çgalités  ^qrngsppjndaatos  d»  rayon  vec- 
teur^ ^n  aura 

^^  "^^  ^•l-rp,o«oo<i694o5  co»(Pii*frr-3«''<t4r  S/'-r  ?••+  68-  57^38^  J 

.    •-,,v'\  t     0,0000081004  co«  (ont  +  ai  +  6o»  17'Ja")  ) 

.  ^^TSM   J^-^ 4.o,0oooo4aoo7t:os (»«▼«—«•<  +  •«▼— f^-f-Sgo  ^S?*).» 

{ja  dernière  de  ces  inégalités  peut  être  réunie  à  Fi- 


f— O,40«. 

+(i  "^  /«").  {  -r  ï\46aao9^j;a/i«v-f-  ^^«'-f.  6ooy'  a'O 


DU  SrnUm  MJ  MOUBE.  43i 

négalité 

(i  -h  ft")  0,0000794170  C08  (««▼«  —  «"f  4-1*^  —  t"*)  ; 

c'est  par  cette  raison  que  nous  l'avons  conservée, 
quoiqu'elle  tombe  au-dessous  de  la  limite  assignée 
aux  inégalités  du  rayon  vecteur. 

La  somme  de  ces  deux  inégalités  donne  la  sui- 
vante : 

(i  +  f*'^)  o,ooooSi653a  cos  {n'^t  —  «"'f  -f  #«▼  —  •"'  -|-  %o  3i' 54*^. 

M 

Le  mouvement  de  Mars  en  latitude  n'est  affecté  que 
dlnégalités  très  peu  sensibles.  En  désignant  par  11*^ 
la  longitude  du  pœud  ascendant  de  Torbite  de  Jupi- 
ter sur  celle  de  M^rs,  les  seules  de  ces  inégalités 
qui,  s'élèvent  à  un  centième  de  seconde,  sont  les 
suivantes  : 

/,•=  (i  ^  u^A  /      ^"'«95575  sin  («'V  +  •«v-  n«^)  l 

.  -T-r    '•  J-f.o%4o3>69  sin  (a/i'v  —  n'^t  -H  îi'v  —  ••  —  W^).   / 

on  a  d'ailleurs 

en  nommant  y"  l'inclinaison  mutuelle  des  deux  or- 
bites de  Mars  et  de  Jupiter. 


n 
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CHAPITRE  XVIi 


Théorie  de  Jupiter. 

loo.  Jupiter  et  Saturne  sont  de  toutes  les  planètes, 
celles  qui  sont  assujetties^  en  vertu  de  leurs  attrac- 
tions mutuelles,  aux  inégalités  les  plus  considérables. 
Leur  théorie  mérite  donc  une  attention  particulière. 

L'équation 

cftt  =  (i  —  **)crv»% 

en  supposant  et  =  —  et  en  ne  faisant  varier  que  f^ 
dans  A,  donne 

cTr»^  =  —  Ç  (i  _  cf)  cTV-. 

Si  Ton  prend  pour  /'  et  r'^  les  moyennes  distances 
de  la  Terre  et  de  Jupiter  au  Soleil,  et  si  dans  le  cas 
du  maximum  on  suppose  /V'^  =:  ±  i'',  on  aura 

JV>^  =  =p  a,oooij263o4- 


On  peut  donc  négliger  les  mégalités  du  rayon  vec- 
teur qui  sont  au-dessous  de  qpo,oooi5.  Quant  aux 
inégalités  du  mouvement  de  Jupiter  en  longitude  et 
en  latitude,  nous  négligerons,  comme  précédem- 
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ment^  celles  qui  seraient  au-dessous  d'un  dixième  de 
seconde. 

Inégalités  de  Jupiter  indépendantes  des  exceniricités, 

iu*^  =  (i  4-  f»*).o",iii77i  «in    (»"«  —  n'U  -f.  •"  —  •»▼) 

*  79',9i3453  sin  {nn  —  n«^«  -f-  #▼  -  t«T) 
— I95",5a4778  «in  2(/i»i  —  ««▼£  -4-  .▼  —  |»t) 
I —  lô^jS^îS^i  sin  3(/i'f  —  ««▼f  -4-  fv  —  |«v) 
(i  +  ^v).^—  3%753g96  sin  ^(n'ft  —  n"'«  -f-  #▼  —  |iv) 
I —  i",i5797a  «in  5(n^t  —  /»'▼«  -f,  ^v  —  gir) 
—  o'',4^o4  sia  6(/i^4  —  n'^t  +  •▼  —  !»▼) 
^—    o*,  163496  sin  7(n^«  —  n»^^  -4-  •▼  —  •«▼) 

/    j_   T.^  J         »*.'4483o  sin    (n^«t—  n'^f  -^  •▼«—  ,«▼)   1 
(I  -HA«    ;.|_    o",585549  sin  a(iïvr/— „.Tt -^  ,v,_  .iT),/ 

Î— •  0,0000593620 
4-  o,ooo647465i  cos  (nn— ii"«4-  r  —  •«») 
—  0,0027707579  cos  2(/l^«  —  »«▼*+   •▼  —    §'▼) 
—  0,0002890087  cos3^n^«— «'▼«-f-  •▼  —  t'y). 

Inégalités   dépendantes   de   la  première  puissance  des 

excentricités. 

Plusieurs  de  ces  inégalités  étant  considérables^  on 
a  dû  avoir  égard  aux  variations  séculaires  de  leurs 
coeffîciens.  Four  cela  ^  on  a  calculé  ces  inégalités  pour 
deux  époques  différentes^  en  tenant  compte  de  la 
variation  des  excentricités  e*^  et  e^  durant  cet  inter- 
valle,  et  l'on  en  a  déduit,  par  la  méthode  du  n**  66, 
la  variation  du  coefficient  de  l'inégalité  pour  un  temps 
t  quelconque.  On  verra  plus  loin  qu'en  tenant  compte 
du  carré  de  la  force  perturbatrice ,  on  a 

J^e^^  =  0^51409,         eTe^  =  —  o^7565i. 

En  n'ayant  égard  qu'aux  variations  des  coeffîciens 
qui  surpassent  60"  dai:\^  l'expression  de  J^(^'^ ,  on  a 
Tome  III.  28 
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trouvé. 

8*,a4907o  sin  (/i^t  -4-  •▼  —  a»»») 

—  g'.aSçyoaG  sin  {ri^t  -»-§▼—-  a»*) 

+  '54",ïoi9oosia  fa/i^^ —   «»▼« -f-ai^  —  i»^  — a»') 
-  4a",6o4479  sin  (S/i^ï  —  a/i»^«4-3iv—  ai*^— »*▼) 

H-(8i",i4}7oo-£o,oo5i6oo8)8iiif3n^£-a/i«^f+3r-af"-»') 
H-  7",5944»5  sin  (4rt't  —  3n'^<-P  4«'  —  3i»^—  »'▼) 

— t4",93o79o  sin  (4«^«  —  3/i«^£H-  4**  —  3i*»—  »') 
U-  i",oo3985  sin  (5/i^«  —  4«'^<4-  5«^  —  4*'^—  •") 
'—  îi",65729o  sin  (5/i't  —  4«»^t-h  Si^  —  4t»^—  •▼) 
^P«Ts=(i-^/u^^.(-f-  o",39o43  sin  (ô/i^t  —  5/i'»/+  6f»  —  5i'^—  m") 

,—  o",87a467  sin  (6/ivf  —  5/i«»/+  6|V  —  5i'^— -  »^} 
j-f  o",i43o44  sin  (7/ivf  —  6rt«T«-|-  7iV  —  6i«^—  »»^) 

—  o",3no34  sin  {'jn^'t  —  6/i»^«-f  7^  —  6i»v—  »▼) 

—  4"»99o^73  sin  (a/i'^ï—    /i'/  +  ai«v—    •▼  —  «»^) 
(—  o",5^4a63  sin  (an«'£—    n^«  4-  3*«^—    §▼  —  »') 
+ia",33902o  sin  (3n«^t—  aii^t  -f-  3i'v—  atT  —  w'^) 

—  o",336643  sin  (3«'^ï—  aa^t  H-  3i'v—  as^  —  «▼) 
-f  i",a37i54  sin  (4n'v«—  3«v«  4-  4*'^—  3i^  —  «") 

—  o^iôSrôi  ^sin  (4n»v£—  S/j'^f  +  4f'v--  3i^  —  •▼) 
\+  o",34i737  sin  (Sn'^f—  ^n^t  -h  5«'^—  4*^  —  »»') 

o",i34Ô77  sin  {n^H  -f  •'«  —  •«▼) 

—  o",a55578  sin  f/i^'t  +  s^»  —  »▼*) 
+(i4-f«^0-^ —  o'',58iag5  sin  (a/i^'f  —  »'^/  4-ai^'—    s'^  -^  «*^) 

4-  o",i  11548  sin  (aW«  —  n"t  +ai^»— •    !'▼  —  •▼?) 

—  o",i39oa5  sin  {Znyn  — a/i'»*  -h3i»'—  at''  —  «▼')» 

'—  o,oooa795i3  cos  (an»f  —  «'▼«  +  «#▼—    #»▼ — ««▼) 
4-  0,000161474  cos  (an^f  —  n«'t  +  ai'—    §»▼ — »▼) 
I —  o,ooo4385aS  cos  (3n^«  — ai»«v  +  3i^—  as'^ — »«») 
<rr«v=(i4'|u^).{+  0,000865468  cos  (3/ivt  — a/2ivt  4.  3,t —  atiT—^vj 

l-h  o,oooiao47i  cos  {^n^t  — 3/i*'i  -fi  4«'—  3i*» — •") 

—  o,oooa3i907  cos  (4n^<  — 3n'^t  -f.  4«^—  3f«^ — •▼) 

—  0,0001  a88oa  cos  (3/i'^r— an^ï    -4-3f'^—  ai^  — •"')•, 

Inégalités  dépendantes  des  carrés  et  des  produits  des 
^Xf^ntricités  et  des  inclinaisons. 

lOi  •  La  plus  considérable  des  inégalités  de  cet  ordre 
est  celle  qui  résulte  de  Tactiou  de  Saturne  et  qui  dé- 
pend de  l'angle  Sid  —  5»'^^.  Comme  Sn^  —  2»'^  est 
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une  très  petite  quantité ,  à  cause  du  rapport  de  com- 
mensurabilîté  qui  existe  entre  les  moyens  mouvemens 
de  ces  deux  planètes ,  l'angle  Sn'^iC  —  Sri't  diffère 
très  peu  de  n^^t  ;  on  a  donc  fait  usage  pour  calculer 
cette  inégalité  de  la  formule  (A)  du  n°  54  et  à  cause 
de  la  grandeur  de  son  coefficient  on  a  eu  égard 
dans  son  expression ,  à  la  variation  des  élémens  de 
l'orbite  de  Jupiter,  par  la  méthode  du  n^  2g. 

On  a  trouvé,  par  le  n"*  38,  cette  inégalité  en  1800 
égale  à 

-^    84^93800  sin  {Srvt  —  3n«T  -h  5r  —  3*»^), 
•h  i36^953io  cos  (5/»^t  —  3/a'^t 4-  5t^  —  3r») , 

et  en  2000  égale  à 

—    77",468o3  sin  (5/i»«  —  3«'^«  +  Sf  —  3f'^), 
-f-  1 38",i3567  cos  (5/i'<  —  3«''t  -f  5i'  —  3i«»)  ; 

d'où  Ton  a  conclu,  pour  un  temps  quelconque,  cette 
inégalité  égale  à 

—  (  84^93800  —  t  o'',o393498)  sin  {SiVt  —  3/i»^«  +  $•▼  —  3«»'), 
4-  (i38%i35$7  +  c  o",oo59i28)  coi (Sn^t  —  3n'^«  -f.  5«^  —  3i«v) , 

6a  bien,  en  réduisant  ces  deux  termes  en  un  seul 
par  la  méthode  du  n""  3o , 

—  58oii'34"— «.45",3io). 

Les  autres  inégalités  du  mouvement  de  Jupiter  en 
longitude  dépendantes  du  carré  des  excentricités,  ont 
été  déterminées  par  les  formules  (A) ,  (B) ,  (C)  et  (D) 
du  n*  54;  on  a  trouvé  ainsi 

38.. 
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«fù»"  =  <.o",35o562, 
cTe"  =  «.o",o48965, 
«Ta»»  =  <.3",o57na, 
cTc'  =  —  <.o",o96a47. 


d.i-é, 


IT 


En  différentiant  ces  valeurs ,  les  quantités  '  y 
— ; — ,      ,,    ,    -jT-»  sont  les  accroissemens  de  -3-, 

dt  dt     '      at    '  dt  ^ 

-— ,   -^9  "^  f  <pii  dépeadent  du  carré  de  la  force 

perturbatrice;  en  ajoutant  donc  aux  variations  dé-' 
terminées  n^  91^  les  coefficiens  du  temps  t,  dans 
les  expressions  précédentes^  on  aura  les  valeurs  com- 
plètes de  ces  quatre  quantités.  En  négligeant  les 
corrections  des  masses  planétaires ,  on  trouve  ainsi 
pour  sSoo  ; 

^  =  o",5i4o88,        ^  =  —  o",7365o6, 
-^  =  6",685i22,        -^  =       i9%o55o44- 
On  a  calculé  les  mêmes  quantités  pour  2000 ,  et  en 

w  .  de^"     dm^''     de"     det^  ,  „        ,      . 

désignant  par  -^ ,  -^,  'dT^'^^^^^  ®^^^  devien- 
nent pour  cette  époque ,  on  a  trouvé 

^  =  o",5.0985 ,        ^'  i=  -  o",74i686, 

-^  =  6",777a  19 ,        ^  =       19",  1 19941 . 

En  supposant  que  t  exprime  un  nombre  d'années  jn* 
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Hennés^  on  a  généralement 

les  difierences  -ji^  d?'  ^^°^  ^®  second  membre  étant 
relatives  à  l'époque  de  1 800 ,  il  en  serait  de  même 
relativement  à  -^  ,  en  faisant  donc  t  =  2000  ,  on 
aura 

^r  =  —  o',oo6o  1 5527 ,  ^  =  —  o",oooo2590o , 
-^  =i  +  o",ooo47o485 ,     -^  =       o",ooo524485. 

L'expression  de  e*^  pour  un  temps  quelconque  t  en 
négligeant  les  cubes  et  les  puissances  supérieures  du 
temps  est  :  ' 

^    +^-^  +  â  -dF> 

et  l'on  a  pour  û)*^,  e"  et  û)^  des  expressions  sembla- 
bles. On  aura  donc  ainsi  pour  un  temps  quelconque 
t  à  partir  de  1 800  y 

c/^  =  6'^+  ^.o%5i4o88  —  ^'.o",ooooo7765, 
0?/^  =  û)*^+^.6",685ii2  4-  ^.oVoo235242, 
e/  =  e^  —  iC.o",7565o6  —  it*.o",ooooi295o, 
w/  =  û)^  +  i^ .  i9",o55o44+^*  •  o'',oooi6224254> 

Les  valeurs  de  e'^,  a>'^,  0^,  cù"  dans  le  second  mem- 
bre étant  celles  de  1800. 

En  nommant  y  Tinclinaison,  et  II  la  longitude  du 
nœud  ascendant  de  l'orbite  de  Saturne  sur  celle  de 
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Jupiter  y  vu  la  petitesse  des  angles  (p  et  ^'  oa  a  à  très 

peu  près,  n**  86,  livre  II, 

^sinlT  =  çp'sina'  —  (psinet, 
T'COsIl  =  ^'çosa'  —  ^cosa; 

d'où  l'on  a  conclu  pour  1 800 , 

y  =       iOi5'i2%6, 

n  =  126^  6'i4". 

Les  équations  précédentes  donnent  en  les  différen- 
tiant 

si  l'on  substitue   dans  les  seconds  membres  pour 

"It^  It^lû^  Il  ^^^^  valeurs  données  n"  91,  on 
aura  pour  1800 

il  —  —  o",oooi94o, 
•ji  =  —  22%924657. 

En  calculant  par  les  formules  du  n""  54  j  ^^  pai^^ 
des  valeurs  de  -^ ,  et  de  -^  ,  qui  dépend  du  carré 
de  la  force  perturbatrice ,  on  trouve 

«Tt^  =  ^.o",ooo  178354, 
éTn  s=  —  ^.0^,00759080. 

Le  coefficient  du  temps  t  dans  ces  expressions  doit 
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être  ajoute  aux  valeurs  précédentes  de  ^  et  de  -^  , 

et  Ton  trouve  ainsi  pour  les  valeurs  complètes  de  ces 
deux  quantités  en  1800. 

^  =  —  o,  "000015766, 
-^  =  —  2:i",952028. 

On  a  jcalculé  de  la  même  manière  les  parties  des 

valeurs  ^^  "^  ^t  de  -^  ,  dépendantes  du  carré  de  la 

force  perturbatrice  et  relatives  à  l'époque  de  aooo, 
on  a  trouvé 

jy  =  ^.0^,00024^0569  . 
cTn  =  —  <.  0^00098376, 

en  ajoutant  les  coefficiens  du  temps  dans  ces  expres- 
sions aux  valeurs  de  -j  c*  de  -^    calculées  pour  la 

même  époque,  on  trouve  pour  les  valeurs  de  ces 
quantités  relatives  à  2000 , 

%  =  —  o>oi65a9, 

•^'  =    —   23",q3252IJ 

de  là,  on  a  conclu  pour  un  temps  quelconque  t^ 

n'  =s.n  —  ^.22^,952028  —  ^*.o%ooi5oa47  f 
y,^=^y  —  iC .  o",oooo  15766  —  ^ .  o%ooooo8 1 645. 
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Les  valeurs  de  >^  et  n  dans  le  second  membre  se 

rapportent  à  i8oo« 

Au  moyen  de  ces  expressions ,  on  a  calcule  les 
valeurs  de  c'%  e^,  û)"%  o^ /y  et  II,  pour  tes  époques 
de  aSoo  et  de  aSoo^  et  à  l'aide  de  ces  valeurs  on  a 
trouvé  ensuite  pour  aSoo , 

a^P^  =  0,000154928, 
a^P'^=  0,001003597,  ^ 

et  pour  2800^ 

a^Vj^  =  o,ooo5 1 2547  9 
a^F^^=  0,000941940- 

De  là ,  on  a  .conclu  par  le  n""  66 , 

=  —  o,oooooo583557 , 
=  .  0,0000000126455, 
=    0,000000000057492 , 
_  ^«  =    0,000000000147028. 

Si  Ton  suppose,  n»  66, 

2^        3^P 


a" 

d9 

dt 

a 

dt 

a" 

/f 

d'r 

p.  =  p  ~ 


(5n»— 2/1")  dt        (5n»— an")»*//»  ' 


p,  __  p/  .  ._^ 3^»?- 

^•—  ^  T^  (5b»— 2n'^)A    (on"— an") Vf  ' 

on  aura  donc ,  d'après  les  valeurs^  précédentes , 
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a^P,  =  —  0,000046507, 
a^P',  =         0,001144278, 

a^  -^'=  —  0,000000424^89, 

d'  — '=         0,0000000251675, 

a^  -7^=        0,000000000057492, 

c^  ^'=         0,000000000147028- 

La  partie  de  J*«^'*  qui  est  divisée  par  (5n^ —  ^'^^O^^  * 
pour  expression 

Eq  réduisant  cette  fonction  en  nombres,  on  aura 

+  (49">o887io— ^.  o*',45oog5 +«» .  oVoooi987a)co8(5n^«— an«vf+5i^-2i'^)% 

Pour  calculer  la  partie  de  la  valeur  de  ^^v  qui  a 
pour  diviseur  5n'— 2/1*^,  il  faut  déterminer  les  diffé- 
rences a}^  -j^^ ,  a"^  j-j^ ,  qui  entrent  dans  la  for- 
mule (I),  n*  58;  on  trouve 

^  "iï^  ^'^  •  12,14696,  à"^  ^^  =m^.  26,46390,. 
^  "5^  =m-,5o,227i4,  ^^*^^  =  TO\4,i3i73  , 
^   "5?^  ^'^  .65,75870,     a^^-^y  =  m\6,75963  ; 
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înëgalité  qui  dépend  des  cinquièmes  puissances  des 
excentricités  et  des  inclinaisons;  pour  la  détermioer 
il  a  fallu  calculer,  d'après  les  formules  du  n^  ^2 ,  les 
valeurs  des  quantités  M^*^,  M^'^,  etc.,, pour  les  deux 
époques  de  1800  et  de  2000.  On  a  trouvé  : 


Pour  1800, 

Pour  aooo, 

a^MW  = 

0 , oooooo933o38 , 

a^MC)  = 

0,0000009)741, 

iitM<0  = 

—  0,000006672740) 

«>M(«)  = 

—  0,000006673710, 

a^MC)  = 

0,00001750996, 

a^MC)  = 

0,00001725161, 

a^MC)  = 

—  0,00001939799, 

a'M<3)  = 

•—  0,000019^1456, 

aTMC4)  = 

0,00000785010, 

ii'M(0  = 

o,ooooo75o368, 

fl^MO  = 

OyOooooi36oo8, 

«▼M<«)  = 

o,oooooi3o994> 

a^m^y  = 

—  0,00000007*5976, 

a^NO  = 

—  0,000000073747, 

«▼NO  = 

—  o,ooooooi98!>3a8, 

a^NCO  = 

—  o,ooooooo55655, 

a^NO)  = 

—  o,ooooooo7o3i5. 

a^NO)  = 

—  0,00000007792, 

«▼N(»)  = 

o,oooooo3585ao. 

«'NO)  = 

o,oooooo35852o, 

avN(4)  = 

0 , ooooooooo5 1 449  » 

«ivN(0  = 

0,00000000060877, 

aT]N<«)  î= 

0,00000000155491 , 

a'N(*)  = 

0 ,  00000000 1 565oo. 

En  vertu  de  ces  valeurs ,  on  a  trouvé  n*»  ^2 ,  pour 
1800, 

fl^Q  =  0,0000074957, 

a^Q'=  0,0000091388, 
et  pour  les  mêmes  quantités  en  2000 , 


de  là  on  a  conclu 


0,0000081539, 
0,0000087666; 


a^ 


■^  =  o,oooooooo33o07. 


a 


T^ 


dt 


—  0,000000001 866o5, 


(5n^— an 
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et  par  suite , 

(5n^-fn'^)dt  =  0,0000009^565, 

(5i»v!!'S-)A  =  ~  o,oooooo5235i6. 

L'expressioQ  de  la  partie  de  la  grande  inégalité  de 
Jupiter  y  qui  dépend  des  cinquièmes  puissances  des 
excentricités  et  des  inclinaisons ,  en  tenant  compte 
des  premières  puissances  du  temps  dans  les  coeffi- 
ciens,  est,  d'après  les  n"'  ^i  et  42 , 

en  réduisant  cette  fonction' en  nombres,  en  vertu  de 
l'inégalité  que  nous  considérons,  on  aura 

«Ti/'^ss  —  (io%669oo  —  t.o"',ooi978i5)  8m'(5«^«  —  an^n  -f-  5t^  —  ai»') 
-f- (  8*,4986i  +  «.o',oo349898) cos  (5n^t  —  a««^«  +  5i^  —  a«'^). 

Enfin,  j'ai  déterminé  la  partie  sensible  de  la  grande 
inégalité  de  Jupiter,  dépendante  du  carré  de  la  force 
perturbatrice,  par  les  formules  des  n"^  Sy  et  suiyans. 
En  ne  considérant  que  les  termes  de  cet  ordre ,  on  a 

le  dernier  terme  de  cette  formule  donne  l'inégalité 
suivante 

Cette  inégalité  est  la  seule  que  fournisse  la  seconde 
partie  de  la  formule  précédente.  Considérons  donc 
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nniquement  son  premier  terme;  on  a,  ^'*47f 

et  pour  obtenir  la  valeur  complète  de  cTf^^^ ,  il  faut 
combiner  entre  eux  les  difierens  termes  de  chacun 
des  facteurs  qui  entrent  dans  la  valeur  de  cTR,  de 
manière  que  la  somme  ou  la  différence  des  argumens 
des  termes  que  Ton  a  considérés  ^  soit  égale  à 
5n7t  —  an^^'t ,  et  que  la  somme  des  exposans  des 
excentricités  et  des  inclinaisons  dans  ces  termes  ne 
dépasse  pas  trois.  On  a  trouvé,  de  cette  manière,  les 
résultats  suivans. 

Inégalité  résultante  de  la  double  combinaison  des  argumens 

5n^t —  2n*^t  et  zéro  : 

On  a  calculé  ensuite,  relativement  à  Saturne,  les 
inégalités  dépendantes  du  carré  de  la  force  pertur" 
batrice,  qui  résultent  des  diverses  combinaisons  in- 
diquées n*  57 ,  la  précédente  exceptée ,  et  l'on  en  a 
déduit  la  partie  correspondante  de  l'inégalité  de  Ju- 
piter, au  moyen  de  l'équation  de  condition 

D'après  les  valeurs  que  nous  avons  adoptées  pour  les 
masses  de  Jupiter  et  de  Saturne ,  on  aura 


ni'^d:' 


^^    —L. = 0,4065780 ,     wy  — .  iTî^  =  0,000664097  ; 


m' 

l'équation  précédente  devient  ainsi , 
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JN^it  4-  0,406578  ^C  +  0,00026^8^4^'  =  o  ^    W 

^  désignant  ici  la  partie  de  la  variation  du  moyen 
mouvement  de  Saturne ,  relative  à  l'argument  de  la 
grande  inégalité,  et  dépendante  de  la  première  puis- 
sance de  la  force  perturbatrice;  cette  quantité  esta 
très  peu  près  égale  à  la  partie  correspondante  de  la 
longitude  vraie.  On  verra  dans  la  théorie  de  Saturne^ 
qu'on  à  ainsi 

{;▼  =  —  agoi*,799!i9  sin  (5n^«  —  à/i«^t  +  5i*  —  ai»^) 
—    i5o*,5a476  coi  (5/i'£  —  a/i'^r  +  5«^  —  ai»»). 

En  déduisant  de  la  valeur  complète  de  S'I^f  la  partie 
relative  à  la  combinaison  des  argumens  5n^t  —  2n}H 
et  zéro,  on  trouve  même  théorie  , 

^4'^  ==  —  4^44007  sin  {Snyt  —  a/ï •▼«  +  5f»  —  ai'») 
—  34^■^4I^  co»  (5«^«  -*  î*»'^*  +  ^«^  —  «•'^)' 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  {a) ,  on 
en  conclura  pour  l'inégalité  qui  en  résulte  dans  iT^'^  : 

a*,5S7449  «in(5/i^t— VI  «  »xH-5i»-ai'  »)+ 1  S^gad  1 04  €os(5ii  »«  -an  *  V-f-5i»-ai  «  ») . 

En  réunissant  cette  partie  de  «T^*^  à  celles  que  nous 
avons  déterminées  précédemment,  on  aura  pour  sa 
valeur  complète^ 

/(;«▼  =  o'',G94o8  sin  (5n»«  —  a/i*»X  +  5i»  —  at«») 
-f  i4*,34i76cos  (5n'«— a/i«»«  4- 5i»  —  2i«»)  ; 

j'ai  trouvé  par  le  calcul  direct 

/f  «▼  =  3%73539  sin  (5«»t  —  a/i'»X  +  5i»  —  ai»») 
+i4*,7aooa  cos  (5/2n  —  an'Ù  +  5i»  —  ai*»;, 

valeur  qui  diffère  peu  de  la  précédente. 

Il  résulte  du  carré  de  la  force  perturbatrice  dans 
l'expression  de  la  longitude  de  l'époque  des  inéga- 
lités du  même  ordre  que  les  précédentes  et  dépen«^ 
Tome  III.  29 
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dantes  de  même  de  l'argument  de  la  grande  inégalité. 
En  réduisant  en  nombres  les  formules  du  n**  64  y 
on  a  trouvé 

Cette  inégalité  doit  être  ajoutée  à  la  précédente  dans 
l'expression  de  la  longitude  vraie  de  Jupiter.  On  aura 
donc  ainsi  pour  la^  valeur  totale  de  l'inégalité,  que  le 
carré  de  la  force  perturbatrice  introduit  dans  le  mou- 
vement en  longitude  de  la  partie  de  la  grande  iné- 
galité qui  dépend  du  carré  de  la  force  perturbatrice , 

/t/«t:-=i ^^0^435  «in  (&!▼<  —  a»«vt  -f.  5|V  -,  îi,it) 

'        +i4%478o4  co8(5rtn  --  a/»«^«  +  5i'  —  at'*>*     ,  • 

Si  l'on  rassemble  maintenant  les  différentes  parties  de 
la  grande  inégalité  que  nous  venons  de  déterminer, 
on  aura  pour  sa  valeur  entière 

En  réunissant  les  deux  termes  de  cette  inégalité  en  un 
seul,  par  la  méthode  du  n*  66,  on  aura  la  suivante, 

(i  -+.^1^)  (i i87*,i4^35  —  t  o'',o4S44957  +  «•  o*,ooooo2a6o6a) 
xsîn  (5n^«  —  a/i«n  +  5t^  ^  ai»'  +  3»4o'59"—  1 76*,a77oo  —I»  c^yOOtQi(no). 

Cette  grande  inégalité  doit  être  appliquée  comme 
on  l'a  vu  n®  29 ,  au  moyen  mouvement  de  Jupiter. 
Le  carré  de  la  force  perturbatrice  introduit  encore 
dans  le  mouvement  en  longitude  une  inégalité  dé- 
pendante du  double  de  l'argument  de  la  grande 
inégalité ,  qui  a  pour  expression 
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Oa  |>oiuTait  inâdiiîre  cette. :fbpctiOD.9a.^Q4>i>9f(^^ft^ 
moyen  des  valeurs  de  a^P  et  d'V,  qui  ont  ^$^i4é^9.*r 
minées  précédemmi^nt^  mais  on  peut  lui  donner 
une  fbrme  *  qui' "en  renârà  le  calcul  pïùs  'Éicilé.  Eh 
effet,  Isfoit 

"-^-;ê r-( = — ^ —  ismaf5/ïn— a/l*▼^+^i▼-2t*▼4-A^: 
Texpression  de  l'inégalité  précédente ,  réduite  en  un 
seul  terme,  en  comparant  ces  deux  valeurs,. on  aum 

H'cGsaAsaF»— P»,    H'siQaAaa— iaPFî 

OU  1  on  tire , 


H  = .  \/P'  +  J' V     et     tîing  A^  —  ^- . 

Or ,  la  partie  de  la  grande  inégalité  .qui  a  popr  divi- 
seur (5n7 — 3^*^)*,.  et  qui  ne  dépend'  quç.  de  la 
première  puissance  de  la  force  perturbatrice*  peut 
prendije  cette  ^orme 


..•  .i  .'..M  '    ♦'••   '>;  i-THi    :  <-.   1 


Si  donc  on  iiômmeK  le  coefficient  de  la  grande  iné- 
galité et.6|i^-5r-î27i^**^f+-56^— 4i6*^'H-A  son  argu- 
ment, comme  les  termes  qui  ont  pour  diviseur 
{Sn"^  — '  an*')*,  fonrieùt  la  partie  principale  de  la 
grande  inégalité,  ôU  aura  a  très  peut  près  pour 
1- expression  de  l'inégalité  dépendante  du  dt>uble  de 
Fargumeot  dÊJa^ande  inégalité, 


-TT  ■      — ^«m  (double  de  l'argameiit  dé  la  grande 

29.. 
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cette  fonction  réduite  en  nombres  donne  l'inégalité 
suivante , 

Fexpression  de  iTt^'^  contient  encore  l'inégalité  ^ 

+  I  e'^A  sin  (Bri't  —  4n'H  +  5e^  i^  4€**  +  a*^  -f-  J") . 

Cette  inégalité  est  celle  qui  résulte  de  la  variation  de 
Texcentricité  et  du  pétihélie  dépendante  de  1  angle 
Sn't  —  ant  dans  le  terme  |  c^sîn  (ant  +  2€  —  2a>)  de 
réquation  du  centre,  n«  36;  en  la  réduisant  en 
nombres,  d après  les  valeurs  précédentes,  on  aura 
celle-ci, 

+  9%70i6ïOsin  (5/î^«— 4n'^^-h56^— 4fi*^— 47**5'57'). 

Nous  nous  sommes  contentés,  dans  le  n^  56,  de 
considérer  les  variations  des  deux  premiers  termes 
de  l'équation  du  centre,  et  nous  avons  supposé  que 
les  autres  termes  pouvaient  être  négligés.  Pour  por- 
ter plus  loin  l'approximation ,  considérons  dans  l'ex- 
pression  de  la  longitude  vraie  de  Jupiter ,  en  fonc- 
tion de  la  longitude  moyenne  i  le  terme 

+  fl  c'^»  sin  (5n'H  +  36«^  -^  5«'*), 

« 

En  augmentant  l'excentricité  e^^  et  la  longitude  fi>'^ 
du  périhélie  de  leurs  variations  iTe*^  et  J^<»'%  il  en 
résultera  la  fonction  suivante, 

4  ^     J  —  e'^J\»'^sin5(n'V-f-«*^— C7'T).J      ^^ 
Si  l'on  ne  considéré  dans  de'^  et  J'ùà^^^  que  la  partie 
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cle  lears  valeurs  qai  4^pen4  de  L'^qgle  5ift  -r*  ^^n^^t , 
on  aura,  n^  36, 

en  désignant,  comme  on  Ta  ùit  précédemment,  par 
Ksin  {Sri't  —  Zn'^t  +  56*  —  5fc'^  +  A)  Knégalité 
du  mouvement  de  Jupiter,  qui  dépend  de  l'angle. 
5nV-— 5w"^.  La  fonction  (b)  devient  donc  ainsi, 

^d*^»K  sîn  (5/iV  —  5n'H  +  5fe^— 5€'^  +  2«*^  +  A)  ; 
ou  bien,  en  substituant  pqur  K  et  A  leurs  valeurs, 

-  j-  «'▼•  i6i',i4937  un  (Sun  —  Sn'U  +  Sff  —  5f«»  +  a«'^—  58«  î i'34''). 

Cett^e  fonction  réduite  en  nombres  dQnqe 

+  o",6o744sin  (5fi'V— Sn'H-Sé'^— 56^+  35*56^22'0; 

en  réunissant  cette  inégalité  à  la  suivante , 

4-  (i  ^f^')  i"^i5jgj!4  sin  {5n'H  —  5/i^«  +  5«"— 56^), 

que  nous  avons  trouvée  précédemment ,  et  qui  est 
indépiendante  des  excentricités ,  on  a  celle-ci  : 

Le  mouvement  en  longitude  renferme  encore,  n"*  53, 
l'inégalité  suivante , 

i(5i»«T|/â^-f.4m^l/âT)s-«.  .    ,  -  ^  *      «V 

7,-1 — 2^^ — i  HK«n(ionn— 5««n-f-iOi»  — 5i«v-f-A-^B). 

4  nft^V^aT 


En  réduisant  en  nombres  cette  fpnçtion  au  moyen. 
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des  valetirs  précédentes  de  H;  K,  A  et  B,  on  troaye 

3",  78078 1  sin  (i  onV— S»' V  -+- 1  o«'— 5«"—  54'3o'35"). 

Le  carre  de  la  fprce  perturbatrice  peut  encore  in- 
ti^daîre  dans  Tèxpression  de  la  loirgitude  de  Jupiter 
ef.  de  Saturne,  quelques  autres  inégalités  qui  peuyent 
devenir  sensibles  en  yertu  de  la  commensurabilitç 
approchée  de  leurs  moyens  moavemens;  ces  inéga* 
iités  sont  en  général  très  petites ,  mais  comme  Içs 
principales  sont  affectées  des  mêmes  argumens  que 
dahtres  inégalités  déjà  calculées,  elles  pourront  s'a- 
jouter à  celles-ci  sans  compliquer  les  formules.  On 
les  déterminera  très  simplement  de  la  manière  sui- 
vante* 

Nous  avons  vu,  n«,85,  livre  II,  que  la  première 
puissance  des  excentricités  et  dés  inclinaisons  produit 
dans  l'expression  de  <^t^^^,  les  inégalités  suivantes, 

+  e'^  G  sin  (/+  71'^^  +  6"  —  o«M , 
+  e^  H  sin  (/+ w'^^  +  €'^  —  û)^) , 

où  Ton  fait,  pour  abréger,  i(n7t — w''^+6^— 6'^)=y. 

Supposon^/Aaaîntenant  que  pour  avoir  égard  atix 
inégalités  dépendantes  du  can*é 'de  la  force  peirtûrbà- 
trice,  on  augmente  dans  ces  deux  fonctions  les  excen- 
tricités et  les  périhélies  de  Jupiter  et  de  Saturne,  de 
leurs  variations,  il  en  résultera  dans  J^^»"  lè^  iné- 
galités suivantes ,  *         '  •         . . 

Si  dans  les  variations  des  eteeiktUÀUn^  ei  âe^  pétibé- 


DU  SYSTÈME  DU  MONDB.^  455 

lies  de  Jupiter  et  de  Saturne ,  ou  li'a  ^gard  qu'aux 
termes  dépendans  de  l'argument  de  la  grande  inéga- 
lité f  qui  en  forment  la  principale  partie ,  on  aura  , 
n»  36,  •  1    . 

cTe"  =  —h  cos(5nH  —  tjûH  +  5^^  —  ae"  +  S)  ^ 

e'^cTa'^  =  —  Asin  {^nH  —  ^nt^t  +  ^C  —  aé''  -j-^C). 

Les  deux  premières  inégalités  (A) .  donnent  ainsi  la 
suivante, 

Nous  ayons  vu ,.  n"*  38 ,  que  l'inégalité  dépendante 
de  l'angle  ^li^t  —  5/i*^^  avait  pour  expression  • .  • 
2A  sîn  {SrCt  —  3w' V  -f-  56^ —  56'^-+-  û>'^+^;  ;  en  la  re- 
présents^nt  donc  par  ILû^i^rCt — 3/î' V+Sé^— 3g'/4-A)^ 
l'inégalité  précédente  deviendra 

•       .    **  ' 
— sin  (5/1'^—  2w' V+  56^—  2g'^— /— w'^^  ~«'^+A)  • 

On  démontrerait  de  même 'que  si  Ton  désigne  par 
K'  sin  {l^H  —  272' V  +  4§^—  26*^  -H  A') ,  l'in^alité  de 
la  longitude  de  Saturne  qui  dépend  de  Tangle 
4/2^f-^in*V,  le  troisième  et. le  qiiatrièmeietme  de* 
la  fonction  (A)  produiront  dans  l'expression  de  cTi^'^^ 
l'inégalité  suivante , 


-  « .  I 


'    =— 8in(5nvt  — a/i«*t-h5«^— ai»'— /— «'n  — i«r4.A').       (B) 

Cela  posé.,'  considérons  les  principales  inég^ilités  du 
mouvement  de  Jupiter  en  longitude.  Les  plus  consi- 
dérables parmi  celles  qui  dépendent  des  simples 
excentricités  sont  les  quatre  suivantes^ 


n 
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— i5a",596oosin(2nV —  n"t-{-2f —  «" — a") 
+  54",ioi90sin(anV—  «'"«-f-ar—  «"— o») 
—  42",6o448sin(3n'«— an'V+3»'— a«"— a") 
8 1  ",  1 4470sin(3ra*/— an'TA+.5«'— a«"— a») . 


(o) 


Si  l'on  donne  à  la  première  de  ces  inégalité,  cette 
forme 


iSa^yScfioa 


e'' 


e"sin  {2nH  —  w'V+  2«'  —  e*^  —  o?'^);. 


et  qu'on  la  compare  ensuite  à  celle-ci 

4-  6'^G  sin  (/+  n'Tt  +  f  —  a'T), 
on  'aura 

L'inégalité  de  cTp'' dépendante  de  Tangle  5n^^— 5/^'^/, 
est  égale  à 

— i6i',  i4957sin(572'^-^3w'rH-56t— 5i'^— 58^1 1'34"), 

ce  qui  donne 

K  =  ^  161^14957,    Ac=~58*ii'54^ 

on  aura  donc  dans  «Tp"  l'illégalité^ 

ï3^2^^  i6i*,i4937  sio  {3nn  —  n«n  +  3tT  —  •«▼—  58*  ii'34*). 

J)e  méQde,  si  Ton  met  la  troisièipe  des  inégalités  (o}^ 
sous  la  forme , 


42%6o448 


<ï*' 


e'^  sin  (3n^«  —  a^'^^+  3f  —  2§'^-r-  c?'']; 
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ea  la  comlmiant  avec  Tia^alitë 

— i6i",  i4937sin(5/i'*— 5/t"<+5«'— 5«"— 58'i  l'^"), 
on  aura  la  suivante 

^'''^fff  .  i6i",  14957  sin  (mH  4-  atr— 58«i  i'54'). 

On  verra,  dans  la  théorie  de  Saturne,  que  le  oiout- 
yement  de  cette  planète  est  assujetti  à  Finégalité, 

— 65a",5866osinCa/i'^^-4w^«-f-2§"-46^+5y54'4^).(m) 

Nous  ayons  représenté  par  —  K'  3in  (2n*H  i—  4^*^^ + 
26"—  4*'  —  A')  cette  inégalité,  cp  qui  donne 

K'  =  65a",5866o,    A'=i  — 59*34T- 

La  seconde  des  inégalités  (o)  dépendant  de  Fexcen-r 
tricité  de  Saturne  peut  prendre  cette  forme, 

^^^'7'^!  «^siû  {m^t^n'H  +  a§^  ~  t'^  —  ci') , 

c 

ce  qui  donne 

l'inégalité  (B)  devient  ainsi, 

—  ^'■2i2i.65a',58e6osm(««n— 3f|T(  +  ,.T—  3t^ +590  34^4''). 

Enfin,  la  quatrième  des  inégalités  (o)  peut  s'écrire 
ainsi . 


^}!^2lMï^  et  sui  çin^t  —  2n}H  +  5f  ^  2î''  —  a>^); 
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et   combinée  avec   Tm^alité  {mQ,   éfie  àoaaeti 

-f.  51^-22  .65a",5866o  sin  (anV  +  a«î—  5g*54'4'). 

Si  dalla  les  fonctions  précédentes  on  substitue  pour 
e"  et  e*  leurs  valeurs  relatives  à  1800,  on  verra 
qu'il  en  résulte  dans  «Te"  les  quatre  in^alités  soi' 
vantes , 

i",07547sin  (Sn^—  n"t  -f-  5«'—  »"—  58»i  i'54'O, 
+  o",37638sin  (an'*  +  a«'  —  58»i  i'54") , 
+  i",59957sin(5n'«— /i"if+  3e»—  »"— 59«34'4^, 
+  2",a86o7sin  (a/i'<  +  a«' — 59*34'4'0. 

« 

Ces  inégalités  réunies  aux  suivantes ,  que  nous  ayons 
trouvées  {^récédemiâent  et  qui  dépendent  des  carrés 
des  excentricités»^    ..     .    . 

.  (+1  i*,ai48i8  iin  (3n^£  —  »'▼«  4-  3f^  —  •»▼  +  79*  V 48*  \ 

(1+/*^;  ^_.  5v^3363^^,in  (juivt  ^  a.T  +  ,5o  5^  a4-),  ( 

donnent  celles-ci , 

(  ^    y\i     9'»<9947  *>«  (3»^«  -  n«n  +  3«v -  .«t  +  69»  4Sr  i")  > 
^i-t-  /*  ;  )  — 5«,44;9,osm(a/ivt+  at^  +  43o55'9*').  f 

Considérons  maintenant  les  inégalités  du  rayon 
vecteur  de  Jupiter.  On  «a  vu  û»  58 ,  qûê  :  leà'  termes 
dépendans  du  cube  des  excentricités  ajoutaient  à 
son  expression  la  quantité 

5n»— an'»  {  -f.  P'  cos  (5a»V  —  an"< + 5«»  —  a«"4  ' 
—  eh  coi  (5n'«  -»-  a/i"<  +  56" — ae'  —  a»"  +  J^) 
•+■  eA  cos  (5»'<  —  4n'V  +  5e' — 48"  +  o"  4-  <f). 
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Cette  fonedon  i»édtiite  en  nombres  donne  les  fleu^ 
inëgdi^s  soivaiites, 

_         .  fi-  0,000191707  COI  (5»n— an«n4-5f^—  ai^^— ï5«  3^  4^*)  ï 
""^'■^^^  t-#-  o,Qooo967593co«  (Siin— 4»*'<+5t^— 4t«T— 69»  14'  47^.  J 

Inégalités  du  mouvement  de  Jupiter  en  latitude*. 

loi  .Par  les  formules  du  no 95  du  livre  II,  on  trouve 


éû  désignant 'par  IT^'la  longitude  du  nœud  ascén-* 
dant  de  l'ôrbiife  de  Saturne  sur  celle  de  Jupiter.  . 

n  resuite  du  n°  4^,  que  les  termes  dépendans  des 
produits  de  trois  dimensions  des  exçentricHéd  et  des 
inclinaisons  ajoutent  à  l^expression^  de  la  latitiiide'  de 
Jupiter  la  quantité    ,_ 

En  réduisant  cette  fonction  en  nombres ,  on  trouve 
J^j>^i=ii'';5Q8645sin(5n"^^-5/iV+5é*^-5g^4-5if'i6^4^^ 

r  ■       » 

L^s  équations  (J*)  du  n*  54,  en  substituant  pour  op 
et  J^q,  leurs  valeurs  donnent  les  detii:  suivs^ntes, 

J'(p"sina"4-<p''cosa" J^a"= "'^^"^  ,_ ^«rn , 

«Ap'^cos*"— <p"sina"«ra"=^ "^y^'         j^. 

,    >  .  m"  y  a"'^Tn'y  à' 

les  quantités   eTll  et  «T^  étant  déterminées  par  le 
même  numéro.  Uaûgle  à^"  dans  ces  équations  est 


/ 
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compté  de  riptersection  commune  des  deux  orbites; 
il  faut  donc  en  retrancher  l'angle  n  pour  que  cet 
angle  soit  compté  de  l'origine  ordinaire  des  longi- 
tudes ^  n  étant  la  longitude  de  Tintersection  de 
l'orbite  de  m^  sur  l'orbite  de  m^*.  Les  deux  équations 
précédentes  donneront  ainsi  y 

/#•▼= ~=^ •-—  C/>coi(n— «'T)—  y  ^n  no  (H—  ««t)], 

#*T^tT-=  — : — ^Yjm — ^_  jj^  êin(n— ««^) +>  /n  cot  (n — «»  ▼)]. 

Si  l'on  substitue  pour  S'y  et  ySïi  leurs  valeurs,  n""  54i 
en  n'ayant  égard  qu'aux  variations  séculaires,  les  cœf- 
ficiens  dii  temps  t  dans  ces  expressions  serout  les 
parties  que  le  carré  de  la  force  perturbatrice  ajoute 

txîules  en  nombres ,  on  trouve  la  première  égale  à 

—  o",oooo72576 , 

et  la  seconde  égale  à 

0^00081199, 

En  ajoutant  ces  quantités,  la  première  aux  valeurs  de 
^  et  -%-  ,  la  seconde  aux  valeurs  de  -5-  et  -^h 

jdt  dt     '  al  m 

du  u*  91 ,  on  aura 

^'  =  —  o",0742o6, 

^  =  -  o",2io876, 
.  ^^=        6",  178457, 
^  -  -,5",64o67i. 


aux  valeurs  de  -4- ,  et  •^.  En  réduisant  les   for- 
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Ji..JJ 


CHAPITRE  XVIII. 


^théorie  de  Saturne^ 

i  oa  •  Les  inégalités  de  Saturne  sont  plus  sensibles  en- 
core que  celles  de  Jupiter^  ce  sont  les  [dus  considéra- 
bles du  système  planétaire.  L'équation  du  maximum^ 


que  nous  ayons  trouvée; n*  loo^  pour  Jupitef ,  die^ 
vient  relativement  à  Saturne , 

Si  l'on  prend  pour  r'^  et  f  les  moyennes  distances 
de  la  Terre  et  de  Saturne  au  Soleil ,  et  qu'on  suppose 
crY^=±i%on  aura 

cTr^  ss  q::  0;OOo436i9i. 

Oii  poùf  ra  négliger  par  conséquent  les  inégalités  du 
rayon  vecteur  dont  les  cpefficiens  seraient  au-dessous 
de  o,ooo44*  Nous  n^ligerons  lés  inégalités  du  mou- 
vement en  longitude  et  en  latitude  qui  seraient  au-^ 
dessous  d'une  seconde^ 
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Inégalités  de  Saturne,  indépendantes  des  excentricités. 

3",i95g64  fin  (n'H  —  nJt  -#-  t*^  —  •▼) 
i— 3i^887i5i  fin  !k{n'H  —  n^t  -#-  •»▼  —  •▼) 
j—  6^647930  lia  S(n'H  —  nù  -+- 1"'  —  i^) 

o*,7o5754  «n  5(n'^«  —  n^t  -h  §«▼  —  §▼) 

'—  o",a74i7i  sin  6(n«n  —  rft  -h  t'^  —  •^) 

—  o*',!  17744  sin  7(ii«^«  —  un  H-  •«▼  —  •▼) 

Îio*,o66873  «in    («▼««  i—  »▼«  +  §▼«  —  •▼) 

-i5',73iii8  sin  a(ii^««  -  un  +  fv»  -  t^) 

—  i",553485  sin  3(/it««  —  un  -f  •▼'  —  r) 

—  o^34a838  sin  4(/i»n  —  /in  -4-  i^'  —  s^)» 

J'r^riCi+fi»^)»]-*-  0,008^557000  cos    (/l'n  —  /in  4-  •'▼  —  V)    > 
l-f.  0,0014011200  cos  a(n«n -i- /in -f- s*^  —  «^)    J 

«\  J""  0,0000149803  ] 

H-(i+/*^').|_  0,000409954»  cos  îi(an    —  n^n-f  ê^  —  i^O-  i 

Inégalités  dépendantes  de  la  première  puissance  des  excenr- 

tricités, 

r— lï^637937  sin  (  ii|||^-#-  •«»  —  »▼) 
+  ^,\i766to-t«  (  )i\n  -f-^crji^'  »«') 
—  a*',o87470  sin  (a/i«n  —    /in  -+-  at'^  —    s^  —  »') 
4-  a*',7iii4a  sin  {vi'n  —    /in  +  at'^  —    •▼  —  a»'^) 
l—  o*,l8ôi83  sin  (3»«vt  —  'a/i^  -+•  >'▼  —  *•▼  —  a^) 
1—  o",aa6a8i  «ft  pn«n;—  w»Tf -4^  3sy  -.,»•▼  —  •")! 
1— (i84"/i4a338— «o*',oioa357)sin(a/i^t-/i'  ▼«-fat^-t»^-»^) 
H-(4a3",oi788o+«o%oi4o5o3)sm(à/iV«-««T«4.îir-|X^-tt«^)l 

-f34">7o4748  «n  (3n^«  —  an'^t  H-  3f^  —  ai»^  —  «^) 

l-f.  4",85aoi5  sin  (4n^t  —  3/i»n  4-  4f^  —  3i»^  —  ai^) 
a",47Qa.i3  sin  C4«n  ^  3/i'n,-h  4r  —  3s«^  —  »]\ 
i%4ii4ii  Jiin  j(5«n  —  4i»«n'4.  6f^  —  4«'^  —  »^) 
b'',7r35f9  sià  (5/t^  ^  4«"«  +  5t^  —  4«''^'  "^^  •'*) 

I-4.  Q">&i48ï4  riii'tfii^^ç.T?  ?»f^«  *ïû^  -  5i'T—  •')  • 
--  ô*,a6oi76,sin  (6/in  V'5/ijn  -h  6«^  -:-  5«'t  -.  ,«t) 
-fi  o*;arti8ôyiîn  ^7^  -^^  6/t«*r  iK.71^ -^  (*!«▼  —  m^) 
,—  o^lo8875  shi  (7/in  -T  6/|ff*  ?h.7rt  ^  ^«^  r-»")/ 
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—  l'^oggioS  »in  (  n'H  —  •▼«  —  »»«) 


]^i8f,4iiog3«tio  (3#iX't  -r»  au^ic  H-  Si^ 
\-|.  o',6o8o43  sin  (4/i^«r  —  3/r^t  +  4i^ 


î-  •▼  —  «▼«)! 

»-  ai^  —  »▼) 
^  ai^  —  »▼«) 
—  3f^  —  •▼) 

—  4«'  —  «^ô' 


—  o''y8aa774.fio  (4»^'<  —  S/i^  4-  ^é* 
1—  o',ao3958  sin  (5ii»'«  —  4»^«  +  5i^ 

—  6*,75â493  sin  fan*^t  —  /i^»i-f.  ai»  —  •▼«—  »▼) 
-#-1*^54077  aiii  (3i»^i  —  an^Y't-^  Sf  —  a«^t^  »▼) 
i-f-  o*,i57oai  un  (4«*«    —  3«V«-î-  4i^    —  3f^»—  *▼). 


Inégalités  dépendantes   des  carrés  des   excentricités   et  des 

inclinaisons  dés  orbites:  • 

En  vertu  do  rapport  qui -existe  entre  le^meyetis 
moayemens  de  Jupiter  et  de  Saturne,  ^nF^^n^^y^Oin^ 
difiere  peu  de  -«-n;  il  faut  donc^  h*  34^  considérer 
rinégalité  dépendante  de  l'angle  ^n^H^^/^^t  Far  la 
formule  (A)  du  n^  cité,  on  a  trouvé  pour  1800  cçtte 
inégalité  égalç^  à       .         . .  >  ^        - 

-.«a^686Ço•i,l,(•«*^^--.4ll-«^-ll.'<-•4.»r^^59•34'4^)$       . 

et  pour  aopo  la  même  inégalité  devient , 


I  »  1  < 


^844*995344  •i«,(w<n.«—  4nU  -h  ^t'"  ^  it^-h  Sfi^^i  i'33*)  ; 

d'où  Ton  a  conclu  pour  un  temps  quelconque, 

iu^sz  —  (!+/«»▼)  (65a*,5866o7-«  pV38i68)wii(aii»u-:4/iT«4.aMT_u4|T 
/      '      .         '  '  4-59»34f4^^«6o-,76). 

Les  autres  inégalités  du  mouvemeut  deSatnrne  dé^ 
pendantes  du  carré  des  excentricité^  et  des  inclinai- 
sons,  ont  été  calculées  par  les  formules  du  n^  34: 
on  a  trouvé  ainsi 
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i— (55*,5i470  —  <  o^ooo36643}  sîn  (3n^/ — n  «n + 3i^— •" 
-f-84-/57''-t3r,55) 
+  îi8",888eo  m(n'n  —  i»Tt4.  |It_  ,▼+  feo  5^/46- j 
—  a'',9744t  5m  (5/i^««— 3/i«»e-#-5i^—  3è»»— Sg»  ia'33* 
.   f       a*,o9io48m(3/i^«£— 3/i''£  +3f^«— 3*»— eô'SS'aQ')! 
-Hi+/*   ^j+3o•  89354 »m(3n^«t—  nH  -4-3i^«—    •▼— 87*a8'7*).J 

57î^  ^ii  /!»▼  étant  une  fort  petite  quantité ,  cette  cir- 
constance rend  très  sensible  l'inégalité  dépendante 
de  l'angle  5rft  —  ti' V.  Cette  inégalité  a  été  calculée 
par  les  formules  (A)  du  n*  $4  i  <^omme  sa  période 
est  très  longue,  elle  devra  pour  plus  d'exactitude 
être  ajoutée  au  moyen  mouvement  de  Saturne. 

Si  Ton  réunit  les  inégalités  dépendantes  de 
fi't  '*^  n''/  et  de  Zri^t  —  5n*^i  avec  les  inégalités 
relatives  aux  mêmes  argumens  et  indépendantes  des 
excentricités  et  des  inclinaisons ,  on  aura  pour  leur 
somme , 

-f(i -+-/*'»)  a9"|39700  fin  (  ii«n  —  nH-h  t'^—   •'^ -#- 77*» 4^' ^^T 
—  (i  +  /*^0   a*,o694i  âiii  (inJH  —  SnH-hSê"'  —  3i^ 4-69®  &  l9^. 

on  a  ensuite ,  relativement  au  rayon  vecteur , 

i -Ko  ^  01479844 — *  0,0000007337)  coè(aïi*  ▼«•A4«^H-af'M«^  ' 
4.59-îi8'9--«63-,a4) 
—  0*00118571  coi(3iin  — it»n4-3i»  — •'▼— 9o»ia'3a'0 
—  o,ooo5692i3coê(  /i*v«— /i^t  -#-  •«▼—•▼  -|-83»ae'3a''). 

> 

En  réunissant  la  dernière  de  ces  inégalités  à  celle 
^uî  est  relative  au  même  argument  et  qui  est  indé- 
pendante des  excentricités  et  des  inclinaisons,  on 

auta  la  suivante, 

»     ■      • 

(i4-/*'*)o,oo762657  cos  (n"t—n^t+€".~-e—4*iè'8")^ 
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Grande  inégalité  de  Saturne,  dépendante  du  cube  et  des 
cinquièmes  puissances  des  excentricités  et  des  inclinaisons, 
ainsi  que  du  carré  de  la  force  perturbatrice, 

La  partie  principale  de  la  grande  inégalité  de  Sa- 
turne, est  celle  qui  a  pour  diviseur  la  quantité 
(^rf  —  2/i'^)* ,  et  qui  est  du  troisième  ordre,  par  rap- 
port aux  excentricités  et  aux  inclinaisons,  et  du 
premier  relativement  à  la  force  perturbatrice.  Cette 
partie  de  la  grande  inégalité  de  Saturne  est  liée  à  la 
partie  éôrrespondante  de  la  gr$inde  inégalité  de  Jupi- 
ter par  réquatioù  de  condition , 


m^x/a" 


En  ne  considérant  donc  que  cette  partie  de  la  valeur 

.  * .                     hi"    /'aP' 
de  cTv''  et  en  la  multipliant  par -y  -^,  oh  aura 

relativement  à  Saturne  > 

— (  iao*,79567— «  i^,io7S7734-<*o'',oooo489o)cos(5n^f— a««^£+5«^— at'^). 

L'expression  de  la  grande  inégalité  de  Saturne  >  se 
compose  de  plusieurs  autres  parties.  Elle  renferme 
d'abord  la  fonction  suivante, 

flv»  i-  sin  /5/m  —  a/i«^«+  5i»  —  ai»^) 


5/1-  -  ^'^  )_^^,  ^^  eo*  (5/in  -a«'V£4.  5.t  -  a..T). 

^ur  réduire  cette  fonction  en   nombres,    il  faut 
d  abord  calculer  les  quantités  a^*  -^^ ,  o^*  "^^/^^^-i 
toME  m.  5d 
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OH  a  pour  cela  l'équation  générale 

d'où  l'on  peat  conclure  les  valeurs  des  différences 
a^     ,  y    ,  à*  -^-7    ,    etc.  ,    celles    des    différences 

a*^  -^-^ ,  a''  -j-j^ ,  etc. ,  étant  connues.  La  valeur  de 

N^*"^  doit  être  prise  pour  celle  de  N^'^,  et  réciproque- 
ment dans  le  n*  100.  Del'écjuation  précédente,  on 
déduit  d'ailleurs  les  deux  suivantes^ 

cC  -ï—  -t-  u    -5 —  =  —  Jr  : 

au  moyen  de  ces  formules,  on  a  trouvé  pour  i8oo> 

dp 
a^*  ^,  =  —  0,001 290352, 

d9' 

«'•35V  =  —  o,oo4465564, 
et  pour  Tanpée  :20oo , 

dP 

^^ -j^y  =  —  o,ooi5io6o54, 
**"  dS^  '^  "~  o»oo4564999. 

D'après  ces  valeurs,  la  fonction  précédente  était  on 
1800  ég^le  à 

+  49",59o49  sin  (5ra'<  —  2ra"<  +  5e'  —  aï") 
—  1 5",496i  3  cos  (5«'<  —  2n"<  +  Sf*  —  a«'*), 
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et  en  aooo  égale  à 

+  48*,  27821  sin  (5nH  —  an'^t  +  5r  —  2%'") 
— .  i4",49567  eos  [SnH  —  ari'H  +  5r  ~  ^g'^  i 

d'où  l'on  a  condu  ^  pour  un  temps  quelconque  t ,  la 
valeur  de  cette  même  fonction  égale  à 

(49"f59o49-to",oo556i4)sin(5nV-2/i'^«H*5i'-â«'^) 
-{ 1 5^496  i  5+to",oo4997  7)cos(5»^^-2n«'^+5i^-2g*^  ) . 

L'expression  de  la  grande  inégalité  de  Saturne  ^  con«> 
tient  encore  le  tettne 

—  i  é'h'  sin  (5#iV  —  an'V  -4-  5g^  —  2%'"^  eo"  +  /') , 

en  désignant  par  sA'sin  (4»'^ — 2n"^-f-4^^"~  ^^'^  •+^)f 
llnégalité  de  ^p^,  dépendante  de  l'angle  4j^H*-^^n}^t  ; 
d'après  cela ,  en  réduisant  en  nombres  la  fonction 
précédente ,  on  trouve  qu'en  1 800  elle  était  égale  à 

7",669758in  (5nV  —  2»»'^  +  5r  —  26*0  f 
4-  4",68oi  I  cos  (5n^t  —  2»'^i5  4*  5r  —  2f'0 ; 

et  en  2000  elle  deviendra 

7*,  1 4086  sin  {SriH  —  2/1*^^  +  5é'  —  2  f '') 
4-  5",  1 5753  cos  (5wV  —  2w'^«  4-  56'  —  2f'0; 

d'où  l'on  cottduti  pour  un  .temps  quelc<Mique  t^  l'i*» 
n^alité» 

(7">66975  -^  o^oo26444)sin  (5w'«-2w''«4-5f'-2é^0  f 
+(4",68oii-f-^o",oo2287i)cos(5/iV-2n^V4-5f'-2É'0* 

« 

La  partie  de  la  grande  inégalité  de  Saturne  dépen-- 

5o.. 
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dante  des  cinquièmes  puissances  et  des  produits  de 
cinq  dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons, 
peut  se  déduire  de  la  partie  correspondante  de  la 
grande  inégalité  de  Jupiter ,  en  multipliant  celle-ci 


m'^  l/a'^ 


par  —  ^ î^7=-  ;  on  trouve  ainsi  cette  partie  égale  à 

-#-  U6'',a5388  —  1 0*900486776)  «n  (5/m  —  aii«^r  -+-  5f^  —  »•»▼), 
—  (aQ*,9i3o7  -f- 1  o',oo86ioi(^  coc  (Sun  —  an'^X  4-  5r  -^  ai«»). 

Quant  à  la  partie  sensible  de  la  grande  inégalité  de 
Saturne  ^  qui  dépend  du  carré  de  la  force  perturba- 
trice, on  la  déterminera  par  les  formules  du  n"*  67. 
En  ne  considérant  que  les  termes  de  cet  ordre,  on  a 

le  dernier  terme  de  cette  formulé  donne  l'inégalité 
suivante, 

2**,  1 7oao«i  n(5n^t— an  «  ▼t+Sè^— ji  »  ▼)-M>*,a3 1 85  cos(5i»^r— an  »  ▼r-#-5ê»— ai  »  ») . 

Cette  inégalité  est  la  seule  que  fournisse  la  seconde 
partie  de  la  formule  précédente  ;  considérons  donc 
uniquement  son  premier  terme  ;  on  a ,  n""  47  > 

et  pour  obtenir  la  valeur  complète  de  J^(^^ ,  il  faut 
combiner  entre  eux  les  dilTérens  termes  de  chacun 
des  facteurs  qui  entrent  dans  la  valeur  de  «TR ,  de 
manière  que  la  somme  ou  la  différence  des  argumeos 
des  termes  que  Ton  a  considérés,  soit  égale  à 
Sri^t  '^un'^t,  et  que  la  somme  des  exposansdes  excçn- 
trtéttés  et  des  inclinaisons  dans  ces  termes  ne  dépasse 
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pas  trois.  On  a  trouyé  de  cette  manière  les  résultats 
stûyans. 

Inégalité  résultante  de  la  double  combinaison  des  argumens 

5n^C  — an"'/  et  o: 

Inégalité  résuluinte  de  la  double  combinaison  des  argumens 

fyft — an^^'t  et  ri't. 

Inégalisé  résultante  de  la  double  combinaison  des  argumens 

3/1*1 — 2/1' 'r  et  ^n^t. 


Inégalité     résultante    de   la    combinaison    des    argumens 

^ri't  —  2«''<  et  3/1^/ , 

o*,«ao9isin(5/i^«—aii*^l+5fT—ai«^)rfo^,a3748co8(5ii^r—îin»^«Tf-5i^— »••▼). 

Inégalité  résultante  de  la  double  combinaison  des  argumens 

Zn^t  r-  n'^t  e(  2/i'|  —  n'Hj^ 

x^857<>asfai(5»»£î--aii«''«4^f»--aê««)--i*,i848ico«(5»vr--a»«n-f-5ê^--aê«^). 

Inégalité  résultante  de  la  double  combinaison  des  argumens 

Zri't  —  /i''<  et  2ri't  —  n^U , 

3'',4e6o78in(5i»v«— 9n»^«+5i^— ai«^)— 4<>''>36a6oc<»(5/i^«— an'n+5i^-ai'^). 

Cette  iaégalîté  a  été  calcinée  ep  réduisant  en  nomr 
bres  les  formules  des  n""  60  et  61  •  On  sait  que  Laplace 
s'était  conteifté  de  déterminer  cette  partie  de  la 
grande  inégalité  dépendante  du  carré  de  la  force  per- 
turbatrice; mais  outre  qu'une  erreur  de  signes  rendait 
Cautif  le  résultatauquel  il  était  parvenu ,  on  voit  qu'il 
avait  à  tort  négligé  plusieurs  inégalités  du  même  prdrç 


"H 
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que  celles  dont  il  avait  tena  compte  ^  et  qui  doivent 
concourir  à  former  la  partie  de  la  grande  inégalité 
que  i^ous  considérons  en  ce  moment. 

Inégalité  résultante  da  la  combinaison  par  voie  de  soustrac- 
tion des  argumens  'jn^t  —  ^n^^ê  et^n'^t —  zn^^t  ^ 

Inégalité  résultante  de  la  combinaison  semblable  des  argu- 
mens ôri^t  —  3/i"/  et  n^'t  —  «"'^jj 

Inégalité  résultante  de  la  combinaison  semblable  des  argur 

mens  'jh^t  —  Sn'^^t  et  iiri't — 3/i"/, 

En  réunissant  les  dix  inégalités  précédentes ,  on  trou- 
vera que  lear  somme  est  égale  à 

Cette  inégalité  se  rapporte  au  moyen  mouvement 
^e  Saturne;  en  réduisant  en  nombres  les  formules 
du  no  65 ,  on  trouve  pour  l'inégalité  correspondante 
de  la  longitude  de  l'époque , 

En  réunissant  cette  inégalité  à  la  précédente  y  on  aura 
la  valeur  entière  de  la  partie  que  le  carré  de  la  fbrce 
perturbatrice  ajoute  à  la  grande  inégalité  de  Saturne; 
on  trouve  ainsi  que  cette  partie  est  égale  à 

En  rassemblant  maintenant  les  diverses  parties  de  la 
grande  inégalité  de  Saturne,  on  aura  pour  sa  valeur 


\ 
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« 

totale  > 


-(^^^«▼)^ 


'+{1 


84',657o4-n*,og6a565+«*o*,oooo489o)co8 1  _^  y^^^^  \ 

Eu  réduisant  les  deux  termes  de  cette  inégalité  en  un 
seul  y  par  la  méthode  du  n""  3o ,  on  aura 


Cette  grande  inégalité,  ainsi  que  celle  de  Jupiter 
qui  lui  correspond,  peut  avoir  encore  besoin  de 
correction ,  soit  à  cause  de  l'incertitude  qui  reste  sur 
les  masses  de  Saturne  et  de  Jupiter,  soit  en  vertu 
de  quelques-unes  des  inégalités  dépendantes  du 
carré  de  la  force  perturbatrice  que  nous  avons  né- 
gligées; mais  ces  corrections  doivent  être  nécessai-? 
rement  très  légères;  l'inégalité'  précédente ,  comme 
nous  l'avons  dit  n"*  65,  doit  s'ajouter  au  moyen 
mouvement  de  Saturne. 

Lie  carré  de  la  force  perturbatrice  produit  encore 
dans  Texpression  de  la  longitude  vraie  le  terme 

auquel,  pour  en  faciliter  le  calcul ,  on  peut ,  comme 
dans  la  théorie  de  Jupiter,  faire  prendre  la  forme, 

-g-  î "-        ^         sm  (  doable  de   rargament  de  la  grande 

W  sin(2»''^  — 5n^^  +  ai'"  —  5f^~  B^  étant  la  grandi 
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inégalités  de  Saturne.  En  réduisant  cette  fonftule  eii 
nombres^  elle  donne  Tinégalîté  suivante , 

+39^76 1 56  sîn  2  (5wV— 2w*'/+5€'— a€*^+5*58'52''). 

Parmi  les  inégalités  du  second  ordre ,  l'expression  de 
la  longitude  de  Saturne,  contient  encore  la  suivante, 

■2 T ^_.-    ■ ^^  H'K' sin  (gn'ï  —  4ii«v«  +  gi^  —  4«*' •♦?  A'+  B'J. 

On  a ,  par  ee  qui  précède , 

K'^ieSa^SSeôo,     A^  *=  —  59*34^"; 

en  réduisant  eu  nombres  lln^alité  précédente;^  elle 
devient 

«",76570  sin  (9»^/  —  /^n'H  +  9€^  —  4f^ — 55^55'52^. 

L'expression  de  la  longitqde  à,e  Saturne  contient  en- 
core l'inégalité, 

|eTA'  sin  {^nH  —  m'H  +  56^  —  21'^  H-  û»^  +  eTO, 

aft'sîn(47iV— 2n''^+■4f^— 2g''+cfO;  étant  l'inégalilé 
du  mouvement  en  longitude  de  Saturne  dépendante 
de  l'angle  ^H  —  an'^^.  Cette  inégalité ,  réduite  en 
nombres,    était  en  1800  égale  à 

45",8o584  sin  {ZnU—!in}H  +  5^^—  as^^+ag^S^'iô"), 

^t  en  2000  elle  sera  égale  à 

44",76493  sin  (5n'<--  an"f  4-5i'r— a«"+  5  l'Sa'Sa"); 

d'où  l'on  conclura  pour  un  temps  quelconque , 

(45^80534— to,oo5i946)«n(3/iT|—an»n-f3i^i-,ai«T4.agB34'ifi'--<4i',5S)- 
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Si  dans  l'expression  de  la  longitude  vraie  de  Saturne 
en  fonction  de  la  longitude  moyenne ,  on  considère 
le  terme 

H  e^»  sin  (Zn7t  +  3g'  —  3û»')  , 

et  qu'on  y  augmente  Texcentricitë  et  la  longitude 
du  périhélie  de  leurs  variations ,  on  aura  la  fonctiop 

i3    ^,f         erc^sin5(n'^H-«'— a')     \   .  . 
4  ^    (— 6^/ûFcos5(fi'^-t-t'  — û>').   J   ^^^ 

Si  l'on  ne  considère  dans  J^e^  et  J'ûai^  que  la  partie 
dépendante  de  Tangle  5nH  —  2n}H ,  on  aura  n«  36 , 

2Ére'=— K'cosfS»'^— 2/i*V+  5g'— 26'^— -a'+A') , 
2eV<»''  =  —  K'  sin(5w'^— 27^''^^-5i2é''— a'+A'), 

en  désignant  par  ^-K'sin(a»"'^ — ^4^*'^+^^*' — 4' — ^^0> 
l'inégalité  du  mouvement  de  Saturne,  dépeqdante  de 
l'angle  ain^^t  —  /^ri't. 

En  substituant  pour  K'  et  A'  leurs  valeurs ,  on  en 
conclura  que  la  fonction  (o)  devient 

^  ^ cT»  65a^5S66  «n  (a/i «▼«  —  ann  -+-  a*'^  —  »•▼  —  ai^^  -4-  So**  34'  4^. 

Cette  quantité  ,  réduite  en  nombres,  est  égale  à 
—  4",2093  sin  (a/i"/— 2/i'^-f2g''— ag'—  1 18*42'36")  ; 
en  la  réunissant  à  l'inégalité 
«(i+jtA*')3i",887i5isiQ2(n"^  — n'^+g«'— g'), 

que  nous  avon^  trouvée  précédemment ^  Çt  qui  dé- 
pend des  simples  excentricités  ,^  on  sn^ra  la  suivante , 

—  (i  -hfi'*)  3o",o9a435  sin  (WH  —  a»n  +  ^"'  —  ar  -••  7*  ^i^)* 
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Considérons  les  inëgalîtés  do  second  ordre  p  résuU 
tantes  de  la  variation  des  excentricités  et  des  périhé- 
lies daùs  les  termes  de  l'expression  de  la  longitude 
vraie,  qui  dépendent  de  la  première  puissance  des 
forces  perturbatrices.  Elles  sont  beaucoup  plus  sen^ 
sibles  que  les  inégalités  correspondantes  de  Japiter. 
L'expression  de  eT^^^  contient  les  deux  inégalités  sui-* 

vantes  > 

c'G'  sin  {fJ^Ti't^f^ed') 

+  c"'H'  sin  (/  4-  nV  +  g^  —  «*') , 

en  supposant  y  s^i(/i^#  —  /i"l -f-f^ —*«")*  Si  Ton 
augmente  dans  ces  deux  fonctions  les  excentricités  et 
les  périhélies  de  leurs  variations  /e%  ^c^y  /e*',^^»", 
on  démontrera  comme  dans  le  n<>  loo,  qu'il  en  ré- 
sultera les  inégalités  suivantes , 

^  î^sin(5w^^— 2/1*^^+56^— 26'^—/—/i^^—€'+ A'), 

^  ~sin(5n7—2»"^+•5l♦— 28"— /— »'*—«"+  A), 

enreprésentantparK'sin(4/»'/— 2/i"<+4«'—- a»"+A') 
l'inégalité  du  mouvei^ent  de  Saturne  dépendante  de 
l'angle  4I»^«-2«■%etpà^Ksin(5»»<-5n•▼^^-5«'-5^"-f-A) 
l'inégalité  du  mouvement  de  Jupiter  qui  dépend  an 
l'angle  5nH  —  ^n"t. 

L'expression  de  «Te*  renferme  les  quatre  inégalités 
suivantes,  dépendantes  des  sim,ples  excentricité  : 

—  i84",i42338sin  {mH  —  n'H  +  a«'— «'♦  —  «'), 
4-  423'oi788o  sin  {mH  --  n'H  —  2«'  —  »"  —  «"), 
+    34*704748  sin  (3ra'<  —  2»' V  -f  3«'  —  26" — a"), 

—  1 7*906457  sin  (5«T<  -—  nn'H  -f-  5^  —  2^'  —  »"), 
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l'inégalité  du  mouyement  de  Saturne  en  longitude  f 

•-«5a",5866osin  (ai»''<— 4ll^^+.!W*^— 4t^-f-59"54'4'0 , 

combinée  avec  la  première  et  la  troisième  des  inég^ 
lités  précédentes,  donnera  les  deux  suivantes , 

-4-  ^^^"'^^'^^ .65i-,58e6o  sîn  (««n  -  Znn  4-  •«»  —  3i»  4-  ^H' 41 
_    îC!2î<2*?.65af ,5a66o  nn  {'mn  -h  9i^  —  5g*  31^  4«). 


ae^ 


l'inégalité  de  Jupiter, 

combinée  avec  la  seconde  et  la  quatrième  de  ces 
mêmes  inégalités ,  produira  celle-ci , 

^^'''^'J^^  i6i*,î4d37  iin  (««^f  -  5«n  -f  ••▼  —  3fi^4-  58m  1'  ^'^ 
',?r?y^7  i6i*,i4937tiD{Mn-4*tttT^68*ii'H*). 


En  substituant  pour  e*'  et  e"  leurs  valeurs  relatives 
à  1800,  les  inégalités  précédentes  donneroqt  dans 
l'expression  de  ^i^^  les  quatre  suivantes, 

—  5",i8779sin  (5/iV  — /i''^H-3f'~6"—  59^54'4'0, 
,—  3^43i  1 1  sin  (Sn^l—w-^l+Sf^— «"^—SS^'i  1'  34")^ 
+  o",97775  sin  (3/1^^  -f-  ^6^  ~  59*54'4^) , 

+  o%i45a48in  (aï»'r  +  at^  -.  58*i  x'Z^)^ 

en  réunissant  les  deux  premières  inégalités  à  la  sui- 
vante, 

—  55',5i470  sîn  ^nH  —  n'H  4-  5f^—«>^  4-84^57"), 
qui  dépead  du  carré  des.  excentricités,   on   aur^ 
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celle-d , 

—  48",89ao4  sin  (3nV  —  n»  V  +  5^—  i '^H-  78*5'55'0. 

n  nous  reste  à  considérer  les  inëgalîtés  da  rajon 
vecteur  de  Saturne.  On  a  vu  ^  n""  38,  que  son 
expression  renferme  les  termes  suivans^ 

lom'^n^   f       aTP  sin  {5fft  —  an' V  -fc-  5f^  —  ai  •^)  ) 

5n^— an'^  [  +a'Fcos(5/lV— 2/i'V+56'~ bO  T 

—  c^A'  cos  (5/iV  —  a»' V  +  56'  —  at  •' — a>^  +  eTO , 
+  e^A'  cos  (5n'/  —  aw*'^  ^  5|^  — .  ai»'  +  <ii' + cT'}* 

Cette  fonction ,  réduite  en  nombreè  ^  donne 

*^— V'-TiP»' V- 1 4^,ooo83o93é  coi(3cn—îm?v-l-3f^— «!•»'+  a9*4q*  "*)•  i 

En  réunissant  la  dernière  de .  cies.  inégalités  aux  sui- 
vante)» qui  dépendent  des  simples  excentricités, 

.   i    o,ooiiya4*coi(3/m  — an«r«H-3i^  — »•'▼  — f^)  1 


(1  + 


on  aunt 

J'rTsss(i  -i^fty)  o,oooi55!igocot  (3nv<  —  »ii»n -f-  3i^—  ai'^-.  SSoSS^g"). 
JnêgaUtés  du  mouwmcju  de  Saturne  en  latitude. 

io5.  Par  les  formules  du  n^  gS ,  livre  U,  on  a 

i',8Qg686  sin  (#!«▼«  -f-  i?^  —  H^) 
—  o',5a939S  «in  (3iin    —  an«n  -f-  3i^  —  «•'▼—  H^ 
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ÎI^  étant  la  longitude  du  nœud  de  l'orbite  de  Jupiter 
et  n**  la  longitude  du  nœud  de  l'orbite  d'Uranus 
$ur  l'orbite  de  Saturne. 

Les  formules  du  il''  4^,  réduites  en  nombres 
donnent  Tincgalité, 

£n  appliquant  à  Saturne  ce  c[ne  nous  ayons  dit  n"*  101  > 
relativement  k  Jupiter,  on  verra  que  les  termes  dé^ 
pendans  du  carré  de  la  force  perturbatrice ,  ajoutent  à 

la  valeur  de  ^  la  quantité  > 


et  à  la  valeur  de  ^  lac[uantité, 

jy  et  ^dPn  étant  déterminés  par  les  formules  dii 
10?  54*  La  première  des  fonctions  précédentes  >  réduite 
en  nombres  >  est  égale  à 

o",oooiÔ54; 
elle  doit  être  ajoutée  aux  valeurs  de  ^  et  de  —^ 

du  n?  91.  La  seconde  fonction ,  en  la  réduisant  en 
nombres ,  donne 

*—  0,00  i8g6, 
quantité  qui  doit  être  ajoutée  aux  valeurs  de  ^  et 
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de  ^,  du  même  numéro;  OD  aun  ainsi 

^  as  — .  o,ioo6i84, 
^B3  —  o,i4aoti6» 
-Si  =       9»»59o5, 
-é  ="  — i8»9oa»9» 
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4?9 


ssa 


CHAPITRE  XIX, 


mi 


tmtt^m 


Théorie  dUranus. 
io4«  L'équation  maximum 

donnée  n*  loo,  devient,  relativement  à  Uranus, 


fin  prenant  donc  ponr  r"  et  i*'  les  moyennes  distances 
de  la  Terre  et  dtJranus  au  Soleil,  et  en  supposant 
J^p"  =  i±:  i",  on  aura 

cTr'*  SES  sfs  o,ooi779a6# 

On  pourra  donc  négliger  les  inégalités  du  rayon  vec-« 
tenr  au -^dessous  de  db  0,00177.  Noos  négligerons 
d'ailleurs  y  comme  d'ordinaire,  les  inégalités  du  niou^' 
vement  en  longitude  et  en  latitude  au-dessous  d'un 
dixième  de  seconde. 

Inégaliiés  dUmnus  indépendantes  des  excentricités. 


/▼«— (i+fi' 


■'•{j 


^3^959460  s 

o%i9î»744  « 
ao'',44a766  b 

o'',a33952  si 


n 


n  4(n^«  —  ii^««  4.  «»  —  ,Ti)^ 
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>       ,^  /       ■_       IT\     /  0,0064366073  1 

/i^«_(H-^  T}.|^  o,oo495îi5846  cos  (n*n  —  n^'t  +  è"^  —  t^»)  j 

,    ,       V    f      o,oo9a6i4{68  1 

■t-O-^A*  ;•  j^  o,oo33%4254  co»  {nu    —  n^H  +  §▼    —  •▼«)./ 

Inégalités  dépendarUes  de  la  première  puissance  des 

excentricités. 

!—  i'',^6655  sin  (  n'H  +  §«▼  —  »▼») 

+  I*,a789l6  sin  (ai»«n  —  n^«t  +  at«^—  è*«-  •") 

—  3*,675ii4  sîn  (an^'C  —  /!«▼«  +  af^«—  §«▼—  •") 

—  0^235300  sin  (a/iv««  —  »«▼£  +  at^»—  §*▼—  •") 

—  i*,33888a  sîn  (  nU  +  *▼  —  »^») 
H-  o*,ao5a5i  sin  (  «▼t  H-  g^  — .  »'') 

—  o'',aog839  sin  {viu  —    «▼«e  -f-  »•▼  —    §▼«—  «^O 
[4-  o'',83947a  sin  (an^t  —    »▼««  +  at^  —    •▼«—  «»^) 
|— 4a*,o57639  sin  (aii^*f—    «▼«    -f-  af^'-^    s^  —  «^O 

^  (*■+•  ^')«/  +(143*',  iog)66o— lo'',oo79448)sin(anv  •  «-«▼t+as^»  -•▼-•▼) 
|4*  a",373666  sin  (3n^««  —  an^t  H-  3i^«  —  at^—  •▼') 
|—  i'',569oi4  «in  (3/iv«t  —  ann  +  3t^«  —  as'—  •▼) 
4.  o*,4o93a3  sin  (4nv««  —  3nU  •+-  i*"»  —  3f'—  m^') 

—  0^369300  sin  (4/i'««  —  3/i't  -f-  4f''  —  3i'—  »') 
^H-  o%iao767  siu  (5ii'««  ^  4i»'«  -+•  5è'«  —  4t'-»-  «^0» 

J^fVi=(H-^T)  o,oo6i835858cos(aii''t  — n't  +  at^'  — §▼— lè'). 

Inégalités  dépendantes  des  carrés  et  des  produits  des 
excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites, 

f  — .(ia6"^75iao6— t  o%oi45ao3  sin (}n^n -—n^t  +3i'«—  rj 
.     tW  —  88M9'e^— ti7*,3o.5( 

'^  '— («+f*^;-<^  i*',639bo3»in  ({/it.«— a„Tc+4,f._aé'  — 38*»34'53*) 
(+  8",oi6o3oosin(n^«  —  »▼«<  4-  é^---r»-f-88»a9'39'0. 

La  dernière  de  ces  inégalités  peut  être  réunie  à  l'iné" 
galité  relative  au  même  argument  et  indépendante 
des  excentricités;  leur  somme  donne  la  suivante  : 

(1  +  tt')  !ia",  1 5oi  iôsin(n^«— n*«^+fe^~6^'+3 1  «i  i  %")- 

Pour  les  inégalités  du  rayon  vedteur  on  a 

O'r'»  =  i—  (i  H-  f«^)  o,ooo7aa56a  tos  (3/i^«'«  -^  nH  -^  3i^'  ■»-  1^  +  75»  0'  4»*)* 
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Inégalités  dépendantes  des  cubes  et  des  produits  de  trois 
dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 

/i/T»  =  — (i-f-^T)  o^9Qooo  sm(5n^««  —  a/iv«4- 5i^«  —  ai^-f-CS^aS'Si")* 
Inégalités  du  mouvement  d^Vranus  en  latitude. 

Les  seules  inégalités  de  la  latitude  d'Uranus  qui 
puissent  être  sensibles  sont  celles  qui  sont  indépen- 
dantes des  eîccentricîtés  et  qui  ne  dépendent  que  de 
la  première  puissance  des  "înclîtikisôns.  Elles  ont  été 
détermuiées  par  les  formules  du  n°  gS  du  livre  II  : 

/$▼«  =  (i  H-  fi«^)        o*,66!io46  sin  (  «'▼«  -f-  t'^  —  H'v) 

.    ,,    .     V)  /     «^®765a3  «in  (  nn  .+  fv    -  TV)  \ 

en  désignant  par  11'^  la  longitude  du  nœud  ascendant 
de  Torbite  de  Jupiter^  et  par  n""  la  longitude  du  nœud 
ascendant  de  l'orbite  de  Saturne  sur  celle  d'Uranus, 


Tome  III. 


498  THÉOAIB  ANAI,YT1QUB 


CHAPITRE  XX. 


Équations  de  condition  qui  existent  entre  les  iné^ 
galités  planétaires  et  qui  peas^erU  servir  à  vérifier 
leurs  valeurs. 


io5.  Nous  avons  eu  plusieurs  fois  TocGagion  de  re- 
connaître que  les  inégalités  à  longue  période  de  deux 
planètes  m  et  m'  soumises  k  letn*  action  réciproque , 
étaient  liées  par  la  même  équation  de  condition  que 
les  variations  séculaires,  c'est-4'dire  qa^elles  étaient 

à  très  peu  près  entre  elles  dans  le  rapport  de  m\/a 

à  m!  s/ a!  ;  ce  qui  résulte  de  ce  que  la  partie  la  plus 
sensible  de  ces  inégalités  est  celle  qui  dépend  de  la 
variation  du  moyen  mouvement  dans  l'expression  de 
la  longitude  vraie.  C'est  au  moyen  de  cette  relation,  qui 
est  d'autant  plus  exacte,  que  par  le  rapport  qui  existe 
entre  les  moyens  mouvemens  des  deux  planètes ,  la 
période  de  l'inégalité  devient  plus  longue ,  que  nous 
avons  déduit  l'inégalité  de  Vénus ,  résultant  de  l'ac- 
tion de  la  Terre,  et  dépendante  de  Tangle  i  "iri't — Zvii 
de  l'inégalité  correspondante  de  la  Terre,  et  ensuite  la 
partie  de  la  grande  inégalité  de  Saturne  qui  a  pour 
diviseur  (5/2^  —  2/î'^)*,  et  qui  dépend  de  la  première 
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puissance  de  la  force  perturbatrice  de  la  partie  cor- 
respondante de  Jupiter.  On  pour|:ajt  se  servir  de  pette 
même  relation  pour  vérifier  toutes  les  inégalités  à 
longues  périodes ,  que  nous  avons  considérées  dans 
le$  chapitres  précédens ,  et  qui  ont  été  calculées  sé- 
parément ;  mst\&  comme  leurs  vaIe^rs  ont  été  d^er- 
minées  avec  soin  ^  et  qu'elles,  ont  d^à  subi  plusieurs 
vérifications ,  il  serait  superflu  de  nous  y  arrêter. 

Les  inégalités  dépendantes  de  la  première  puis- 
saiioe  des  exoeotricités  et  des  indiofiisoiis  méritent 
iipe  attention  particulière ,  à  cauçe  de  }euii  grandeur 
et  de  leur  multiplicité.  Ces  in.çgalités  peuvent  de- 
venir considérables  d^ns  det^l^lt!^  ;'  i^  si  la  quantité 
/(n'  —  n)  +  n  est  très  pêtité'^Y^^r  .i^^]port  h  n  onn*  ; 
2?.  si  cette  quantité  diffère  peu  d'êlrë  égale  à  — n  ; 
parce  qu'alors  i(n'  -^  n)  ■+•  aii  4i9J\%  une  très  petite 
quantité ,  les  termes  affecté^  ^e  ce  diviseur  acquiç:- 
rent  une  valeur  sensible. 

4 

Or,  dans  le  premier  cas,  Tînégalité  dépendante  de 
l'argument  i  (n't — nt)'^nt  croît  avec  une  grande  len- 
teur,  et  par  conséquent,  les  deux  inégalités  corres- 
pondantes de  m  et  de  m' sont  liées  entre  elles  par  le 
rapport  commun  à  toutes  les  inégalités  de  ce  genre  , 
c'estràrdir^  que  |e  çpe^fcieot  de  l'inégalité'  dç  nf'  se 
déc^u^r?  4ft  fçtefficient  4p  1  pçgajjfé  fji^  m  en  mjiltî- 

pliant  celui-ci  par  •—  — '- — =.  En  effet,  dans  ce  eag, 

il  est  évident  que  les  termes  les  plus  considérables 
de  l'expression  de  la  longitude  dans  le  mouvement 
troublé,  proviendront  de  la  variation  du  mojen 
mouvement ,  à  causç  du  div  iseur  [  i(n^  ~  n)  -f.  w]» 

5i.. 


484  THEORIE  ANALYTIQUE 

que  l'intégration  leur  fait  acquérir;  considérons  dan^ 
le  développement  de  la  fonction  R  les  termes  de  la 
forme 

m'M^*^^cos  \i{n!t — 7i^-+-  g'  --.€)-+./ii  -f-g— û>] 
+  mWVcosp(7i7— n«H-6'~€)+n«-f.€— û»']. 

L'expression  de  la  fonction  R'  relative  â  Faction  de  m 
sur  m!  renfermera  les  termes 

+  m'M<"Vcos[i(/i'«  —  7i«  H-i'  —  f)  +  /i«  +  6  —  caf]. 

Si  l'on  suppose  donc  i  (»' —  n)  +  n  une  très  petite 
quantité,  en  n'ayant  "égard  qu'à  ces  termes,  on  aura 
à  trçs  peu  près 

mfdR  +  m!fd'R'=o. 

Et ,  par  conséquent ,  d'après  ce  que  nous  avons  vu 
au  n°  4^  9  ^^  ^^  considérant  dans  J'i^  et  J^i^'  que  les 
inégalités  qui  dépendent  de  l'argument /(n'^ — nty^rU, 
on  aura  entre  elles ,  à  très  peu  près ,  l'équation  dé 
condition 

m  v/â J^p^-  m!  \/lji^sf  =  o. 

Prenons  pour  exemple  l'inégalité  de  Vénus  résul- 
tant de  l'action  de  la  Terre  et  dépendante  de  l'ar- 
gument 5n"^ — aw7. 

Cette  inégalité  est,  par  le  n^  96, 

^  1  '',426900  sin  {^ri't  —  %n't  4-  3i"  ~  m'  —  <»')* 
lEn  multipliant  par  —  "^^"^  =—  1^042703  .son 
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coeiBcient,  on  a  pour  Tinégalité  correspondante  de 
la  Terre 

+ 1",48785  sin  {^n't  —  nfit  +  5«"~ 3«'  —  ù/). 

Le  calcul  direct  a  donné  , 

-h  i",i5iiosin(5n''«  — an'^-f-Sê"  — at'— û>'); 

résultat  qui  diffère  peu  du  précédent. 

io6.  Supposons  maintenant  que  i{n' —  n)+2n  soit 
une  très  petite  quantité  par  rapport  à  /i  où  à  /^^  Il  est 
aisé  de  voir,  n^  84  ^  livre  11^  qu'alors  la  partie  des  iné*^ 
galités  de  m  et  de  m!  dépendantes  de  l'ai^ment 
i(n!t — nt)^nt^'C[ai  a  pour  diviseur  £(n'— /i)+ 2», 
et  qui  y  par  conséquent  ^  est  la  plus  considérable  ^ 
provient  de  la  variation  de  l'équation  du  centre  dans 
l'expression  de  la  longitude  vraie,  on  peut  donc^^ 
dans  ce  cas ,  se  borner  à  considérer  cette  partie.  Le 
développement  de  la  fonction  R  renferme  un  terme 
de  cette  forme  : 

TwTVI^"  W  cos\i{n't — nt + g'  —  «)  -f-  2nt'+'2i —  cù^^cû']; 

il  en  résultera,  n"*  8i,  livre  II,  dans  J'e  et  ^cj,  les 
inégalités  suivantes  : 

/c  ==  rrJ^^-^—. MOW  C08  [iCn't  —  /it  -f-  •'—  •)  -♦•  îint  -f-at  —  •  — •'] , 

i. (v  —  n)  4-  a»  ■  ^  '  •" 

L'expression  de  la  longitude  dans  le  mouvement 
troublé  contient  les  deux  termes 

^J'e  sin  {nt^  — .  û>)  —  aeJ'ofCOsÇnt  -f-  g  —  û>)  .. 
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En  verta  des  inégalités  précédentes,  on  aura  donc 
dans  JV  celle-ci  : 


^m'an 


i  {nf  —  n)  H-  a/i 


MOe'  «in  [(î—  i)  {n't  —  nt  +«'—  •)+  nft  +  •—«/]. 


L'expression  de  la  fonction  R^  relative  à  l'action 
de  fn  sur  m!  renfermet*a  le  tér!me 

iîiM^'Wcosp(n'^— n^+/— €)-4-  2hf-|-iif— û>—  S^j  ; 

ôt  il  en  résultera ,  par  conséquent  >  dans  J'i^  i'in^â*- 
lité  isuivante  : 

Ces  deux  inégalités  du  mouvement  de  m  el  dé  //i 

sont  entre  elles  dans  le  rapport  de  m'^a'ef  à  m\fdey 
en  sorte  que  la  seconde  peut  se  conclure  de  la  pre- 
mière j  en  multipliant  le  coefficient  de  celle-ci  par 

m^  ae 

^n'" — 2W  étant  une  quantité  assez  petite  par  rap- 
port à  ïi'  et  xûéme  k  vl^^  on  aura  dans  S'sf\  en  jEaîsant 
£  =  4 ,  une  inégalité  dépendante  de  l'argument 
^r^H—  ^ri't  +  4^'"  —  5i"  —  ûù'\   et  dans  J'v^"  une 

inégalité  dépendante  de  l'argument •  • 

^n"'t  —  2n't  4-  Se'"—  afi"—  «".  La  première  est ,  par 
len«97, 

—  o  •  557202  sin  (4/ï"«—  in't  +  41"  —  5^  —  â>> 
En  multipUaiit  son  coe^ient  par  ^  y  ^  -^  ^1  ^n 
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résultera  dvM  ^i/"  la  suivante  : 
+  o",6i  5473  «m<3«'"*—  Ml"*  -+•  V*—  31^'—  «"). 
On  a  trouvé  par  le  calcul  direct 
+  o",7844o4  sin  ($^'"1  —  %n"t  +  &'"  —  a/'  —  /??")  ^ 

résultat  (pi  diffene  peu  du  précédent. 

107.  L'inégalité  de  m  produite  par  l'action  de  m! 
et  dépendante  de  l'angle  rft  +  g'  —  a>',  résulte  de  la 
supposition  de  i±s:i  dans  les  Ibroiules  du  u*  84  du 
second  livre.  Or ,  d'après  la  valeur  de  {a,  ^  ^  n®  90, 
il  est  aisé  de  voir  que  cette  inégalité  peut  prendre 
cette  forme 

réciparoquemétit  nnégalité  de  jn!  prodtiite  par  l'action 
de  m  et  dépeùdante  de  Tangle  nt-^-e — ra  est  ^aleJi 

Ces  deux  inégalités  ^^mtydX  donc  entre  elles  dans  le 
rapport  de  [a^a'JnV  à  \ci^  iî\n'^ej  et  consm^  pw  le 
n*  90 ,  on  a 

m!  s/à!^'f  .ii^]a=in  V^'if  ^Q- 

Ces  diieux  illégalités  serooft  entre  elles  dans  le  rapport 

de nf\/a:n^e'si  jn\/ari^eo\x de  m^aV à ma!^e,  c'est-à- 
dire  que  le  coefltoie^  db  in  secKmde  se  dddpira  de  celui 

delà  première,  enmultipliantce  demierpai— .;^. 

CadiRKHi  ée  Sotwne  Bor  Juniter  ncoduit .  n*  i*od . 
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dans  le  mouvement  de  Jupiter,  Imégalité 

En  la  multipliant  par  —  — rTTTf  ^^  slutsl  dans  le 
mouvement  de  Saturne  Tinégalité 

+  j  ",276197  sin(n'^^+i'^—fi7'^). 

hç  calcul  direct  a  donné 

-H  i",276o20  sin  (n'U+î''  — «>" )  ; 

ce  qui  difiere  peu  du  résultat  précédent. 

On  trouverait  des  relations  analogues  entre  les 

inégalités  correspondantes  des  rayons  vecteurs. 
108.  Il  résulte  du  n*  52  que  si  i^n'  ^^in  est  supposé 

une  très  petite  quantité,  l'inégalité  la  plus  sensible  de  la 

latitude  de  ^produite  par  l'action  de  ni^  sera  égale  ï 

ë 

^I^^XH-'  sin  [r«'<— (i+i)n<+i'É'-(iH-i)e4-H]. 

L'inégalité  correspondante  du  mouvement  en  latitude 
de  m^  produite  par  m  serait  égale  à 

^^!^^X^-.sin[(f'--iy  «~//i/+(i'~i  )6'-i6+H). 

Ces  deux  inégalités  sont  entre  elles  dans  le  rapport 
de  m  \/a  à  —^  rrix/cî y .  c'est-à-dire  que  le  coefficient 
fie  la  première  étant  déterminé ,  en  le  multipliant  par 

r—  ^    % ,  on  aura  celui  de  la  seconde. 

Nous  avons  déjà  vérifié ,  au  moyen  de  cette  rela- 
UpPi  Iqs  inégalités  des  mouvemens  en  latitude  dp 
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Jupiter  et  de  Saturne  produites  par  leur  action  ré- 
ciproque ;  on  peut  vérifier  de  la  même  manière 
toutes  les  inégalités  du  mouvement  en  latitude  des 
autres  planètes.  Ainsi  y  eu  supposant  f'  =  5  et  i  =:i  3  ^ 

l'action  de  la  Terre  produitdans  la  latitude  de  Vénus 
l'inégalité 

— o",289097  sin  (5w"/  —fyït  +  5g''  — 40'  —  ci). 

En  multipliant  son  coefficient  par V~7=-  >  ^  ^^ 

résultera  dans  le  mouvement  dç  la  Terre  en  latitude 
l'inégalité 

o'',  2 1 8045  sin  {l^ri't — Zn't  +  4g"  —  Si'  —  oé). 

En  calculantdirectement  cette  inégalité^  on  a  trouvé 

o",32555a  sin  {/^t—^  5n't  +h4''—Z^  —  af). 

La  différence  est  dans  les  limites  des  quantités  né- 
gligées. 
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Supplément  à  la  théorie  de  Jupiter  et  de  Saturne. 

idi^.  La  métbodè  tj^  ttot^  nttms  isiàfivk  diim  ieis 
chapitres  prëcédens ,  pour  déterminer  les  Még^ilâs 
des  planètes  résultant  de  leur  action  xmitueUey  et  qui 
est  fondée  sur  le  aéveloppement  de  la  fonction  per- 
turbatrice èti  feèpîë  ottidùtlëfe  'pàt  t*appôt*  ^nx  jptiis- 
sanc6à  et  ali3:  pK)4utts  d6S  £xCteotricités  let  des  incli- 
naisons a,  relativement  au  système  des  sept  planètes 
principales ,  toute  Tëxactitûde  néceissàire  lorsc^fùe  l\m 
a  soin  de  n'omettre  aucune  des  inégalités  qui  p^n^^mt 
devenir  sensibles.  Cependant  nous  avons  indiqué, 
n®  nS  f  comment  on  pouvait  déterminer  les  coef- 
ficiens  du  développement  en  série  de  la  fonction  per- 
turbatrice par  le  moyen  des  quadratures  ^  et  cette 
méthode  donne  toutes  les  inégalités  d'une  planète 
relatives  à  un  même  argument,  indépendamment  de 
la  grandeur  des  excentricités  et  des  inclinaisons ,  ce 
qui  est  un  avantage  précieux,  parce  que  la  mé- 
thode des  développemens  en  série  laisse  toujours  la 
crainte  que  quelqu'une  des  inégalités  dépendantes  des 
puissances  supérieures  à  celles  que  l'on  a  considé- 
rées,  ne  devienne   sensible.  Nous  allons  donc  ici 
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ftJireBdfê  cet  objet  ;  et  coiiime  dé  tetites  \és  planètes 
Jupiter  et  Saturne  sont  celles  dont  les  peituiriïàtiotis 
sont  les  plus  considérables ,  nous  ferons  Tapplication 
de  cette  méthode  à  la  théorie  ae  ces  deux  planètes. 
Nous  aurons  ainsi  un  moyen  de  vérifier  les  résultats 
auxquels  nous  sotïirmes  parvenus  dans  les  chapitres  Vl 
et  Yll^  et  cet  exemple  servira  4e  direetiidn  aux  cal- 
culateurs qui  voudraient  déterminer  de  la  mêËtie  ma- 
nière les  inégalités  des  autres  planètes. 

Si  Ton  nomme ,  comme  dans  le  n^  aS ,  <p  «t  ^'  les 
anomalies  moyennes  des  deux  planètes  m  etm\  en 
sorte  qu'on  ait 

qu'on  suppose  la  fonction  pertuAatricè  ft.  relative 
à  l'abtion  de  fnf  sur  m ,  développée  par  rapport  aux 
sinus  et  aux  cosinus  de  ces  anomalîeis  ^  elt  que  dans  db 
développement  bn  ne  considère  que  les  termes  dé- 
pendans  de  rargument  de  la  grande  inégalité ,  on 
aura 

f  •  •  • 

et  |>our  déterminer  É  et  K',  on  aura 

m'K'  =  -^.fl^'jy  ^  cos  (5(p^ — 2fp)d^(i(p\  ' 

Les  intégrales   doubles  devant  s'étendre   depuis 
^  =  o  jusqu'à    (p=:27C,   et  depuis   ^'  =  o  jusqu'à 


/ 
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Jupiter  Çt  4e.  Sïiturne ,  et  d^ns  les  chapitres  XYII  et 
XYlIIf  ou  nous  l^s  avons  calculéeSi^  nous  a'arons  pas 
eu  ^gai:4  ai^?;  tenpes  4^pepdatns  de  Tangle;  5|i'^r-^(î(, 
qui  peuvcii^  résulter  de  \^  sçcQude  partîç  4?  la  fonc- 
tû^  preçëdeii^e^  Il  faudrfi  donc  égulemept,  1^  açgliger 
ici  »  pwi3qqç  ^ous  ^YQqs  Vîutention  4e  çop^p^rer  le? 
résultats  des  chapitres  cités  à  ceux  que  nous  allons 
obtenir.  En  nommant  donc  p ,  pour  abréger,  la  dis- 
tance mutuelle  des  deux  planètes  m  et  m!f^  \\ 
sion  de  R  deviendra  simplement 


R 


m' 


et  par  le  n*  aS,  pour  déterminer  f ,  on  aura 

^=:r*+r'* —  ar/cos*^  cos(t;'—  v)  —  ar/sin*  {y  cos  (v'  +v). 

Les  angles  v  et  v^  étant  comptés  de  l'intersection  corn- 
lavtoe  des  demx  orbihas^  ^n  sorte  qu'en  Bommant  n 
la  longitude  du  nœud  ascendant  de  Torbite  de  m' sur 

]['Qrbit§  de  m,  Onf^VfSS^if'rr^n,  et  v' W: <j' r-r  II. 

Coofprméaient  k  ce  ^ae  no\jLS  avpns  dit  u**  aS, 
«Ha  oonaoïenceF^  par  déterminer  y  au  moyex^  des  tables 
plfu^ét^ir^s  9  ks  valeurs  du  rajqm  vecteur  r  et  de  la 
îwgitod^  V  4^  JupUer  jQonrespoadaute  au|E  valeurs 
successives  de  l'anomalie  moyenne  ^=s  o,  ftesi  i^i5S 
(p^B^a^Sq^  etQt  On  déterpaîoerfi  de  la  mânoie  manière 
les  valeurs  du  rayon  vecteur  /  et  de  la  longitude  v' 
de  Saturne  correspondantes  aux  valeurs  de  Tau^ 
malie  moyenne  cp'  ==  o ,  «^''œf  a^i^So' ,  ^'=3  4^%  etc. 
J)e  tous  les  résultats  ainsi  obtenus  op  forn^era  un 
tfibleau. 


DU  sïsirtm  DU  mwvf^-  ^ 

On  calculera  les  valeurs  de  p.  qçm^fqpAmX^  ItUii; 
diverses  combinaisons  différentes  qu'on  peut  former 
entre  les  valeurs  de  r  ^t  dei  7>^^  de  i;  et  de  v' 
comprises  dans  ce  tableau  ^   en  les  prenant  deux 

à  deux  ;  en  multipliant  ensuite  par  m!  la  quantité  i 

qu'on  en  déduira^  qq  aura  1^9  valeurs  correspon- 
dantes et  successives  de  R. 

n  est  clair  que  ce  que  nous  venons  de  dire  relati- 
vement à  la  fonction  R  s'appliquerait  également  à 
foute  autre  fonction  dérivée  dune  manière  quel- 
conque de  celle-ci.  Ainsi ,  par  exemple ,  par  la  dif-. 
férentiation  de  la  valeur  de  R ,  on  aura 

r^  —  —  m.  -^5 ., , 


dR.  ^     .        rr  sinv  sin  v 

dn  ^'  ç* 

Or  poopT»  donc  calculer  les  valeurs  de  ces  fbne«* 
tlouB  correspondantes  aux  diverses  valeurs  atlrihuées 
aux  anomalies  ^  et  tp\  et  en  substituant  ces  résultats 
à  la  place  des  quantités  que  nous  avom  désignées  papp 
Ro.o>  Ro,i>  etc. ,  dans  les  formules  (3),  0|i  obtien-* 
dra  j  par  des  procédés  semjilables  à  ceux  indiqués 
plus  haut  j  les  valeurs  numériques  des  divers  coeffi- 
ciens  du  développement  en  série  des  trois  foaotions 
précédeiites. 

Enfin  9  on  déterminera  comme 'à  Tordinaire  les 

termes  correspondans  de  la  fonction  r*  -jr  au  moyeu 
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de  réquàtion  générale 

On  a  d'ailleurs,  n*  4  » 

dK  dK      ^      ,  dSi  ,  dK 

1 1 1  •  En  effectuant,  d'après  les  tables  de  M.  Bouvard 
et  à  Faide  des  valeurs  rapportées  n®  88  ,  la  suite  des 
opérations  que  nous  venons  d'indiquer,  on  a  trouvé^ 
relativement  à  l'action  réciproque  de  Jupiter  et  Sa- 
turne, les  résultats  suivans  : 


a^K  =£«-^,000942079,      a^K'  ^0,0004023958; 
dE.  ^       «      ..  .^K' 


a"^a^^=— 0,00252078,  ^"^^^^^=0,00262946, 

0,00346286 ,        a^'  TT= — o,oo5o5 1 86. 


a^* 


dà"        -^— t^ — ^9  ^^y 


Four  comparer  ces  valeurs  à  celles  que  Ton  obtien- 
drait par  les  méthodes  ordinaires  d^approximatioD 
fondées  sur  la  petitesse  des  excentricités  et  de  l'incli- 
naison mutuelle  des  orbites  de  m^"  et  de  m^,  observoDS 
que  ^  et  9'  représentant  les  anomalies  moyennes  de 
ces  deux  planètes ,  on  a 

En  supposant  donc ,  comme  dans  le  n""  38 , 
on  aura 

R  =  m^P  siu  (5f  ^—  a^  4-  5»^  —  a*»  ▼)  -f  m^F  cos  (5^^  —  sf  -f-  5»^—  %m  '  ^;, 
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oa  bien  en  développant  cette  expression 

R  =  mv|[P  cof  (5«^  —  !•«▼)  —  F  tin  (5»^  --*  a«"^)]  «n  (5^'  —  a^) 
-f.  !»▼  [P  sin  (5#^  —  ^m'^)  «♦•  P  co«  (5»^  —  ^■^}]  cos  (5^'  —  a^). 

Si  Ton  compare  cette  fonction  à  l'expression 
R  =  ni'K  sîn  (5^'  —  2Ç)  -t-  ni'K'  cos(5^'  —  2^) ,  que 
nous  avons  supposée  au  développement  de  R  en  sé- 
ries de  sinus  et  de  cosinus  des  anomalies  moyennes 
(p  et  ^',  on  aura 


■•  ♦  • 


a^K  =a7rco&{S(à*—2a>'^)~à'Vs\u(5cà^—2co'''),  i   .  . 


et  il  est  évident  qu'on  aurait  entre  les  quantités  ^*^j-^  % 

,^dKf     ^dK       ,dK'   .    ,^dP      ,^rfP'       ^dP      ^dP' 
^  d^^'^  dà^'^d^^^^  d^'^   d^'\^  ^'^  d^' 
des  équations  semblables. 

Nous  avons  déterminé ,  dans  le  n*  10 1,  les  valeurs 
des  coeflSiciens  des  termes  du  développement  de  R 
relatifs  à  l'argument  de  la  grande  inégalité ,  qui  dé- 
pendent du  cube  et  de  la  cinquième  puissance  des 
excentricités  et  des  inclinaisons ,  en  réunissant  ces 
différentes  parties  ^  qui  doivent  concourir  à  former 
les  coefficiens  que  nous  désignons  ici  par  a^F  et  à^V\ 
on  trouve 

o''P  = — 0,0000595577,  a'P'=o,ooioi99585. 

On  a  d'ailleurs,  d'après  les  valeurs  rapportées  n""  88, 
5û>*—  2û>**  =  65®26'28".  En  substituant  ces  quantités 
dans  les  équations  (3) ,  on  aura 

a'K=  —  o^oooqSSqSô  ,  a'K'  =  0,000402768. 
Tome  III.  5a 
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Si  l'on  coihpare  <ces  valeurs  des  coetibciens  à'K  et 
a^lif  à  celles  qu'on  a  obtenues  par  la  méthode  des 
quadratures ,  on  verra  qu'elles  s'accordent  entre  elles 
d'une  manière  très  satisfaisante. 

Nous  avons  trouvé ,  n®  toi, 
a'*r^=n:0,ooa555i3,     a^*:rT,=o,oo65o36i. 

En  multipliant  ces  valeurs  par  -^  ==  «t ,  et  en  les 

substituant  à  la  place  de  a^V  et  de  a^F'  dans  les  équa- 
tions (5) ,  on  en  tire 

a^'^a"  j^^z=z — o,oo25o584,  ^'^^^^ï^  ==  0,00267500  ; 
et  iau  moyen  des  équations  de  condition 


on  en  déduit 

a'^-^ss  0,00544480 ,     a^*_  =-_  0^00307777. 

Ces  valeurs,  comparées  à  celles  qu'on  a  obtenues 
par  le  moyen  des  quadratures ,  paraîtront  s'accorder 
suffisamment  avec  elles ,  surtout  si  l'on  se  rappelle 
que  dans  les  n^  lOt  et  l'od  nous  n'avons,  dana^I^s  va- 

leurs  de  a'^^^ ,  a''^^  ^^  dà''  ^  M^'  considère  que 

les  termes  dépendans  des  cubes  des  excentricités  et 
des  iùdinaisons. 


}lsmt^ffWt,  fii  au  iM^yen  4^  ^^ttitiom  (3)  on 
£icpriiiK$  }^^  valeurs  4e  ^'P^  «*?'  f^H  fpuifHictfi  itSêf^jk- 

tités  if^K,  a*K',  et  de  même  relativement  à  if^  —-^ , 
a'*  j^ ,  etc. ,  on  .trouv«ca 

a^P= — o,oooo6ia864>  a'P'=o,ooi02j|§fi^, 
^'  55^^  —  0,0022462  r ,      a''^  ^, = 0,00629075  , 

^•gr=-o,ooii6362,  a- g^= -^,00445504. 

La  grande  inégalité  de  Jupiter  renferme  la  partie 
suivante  : 

èm^i'^M     i      a^P'sîn{5nV — 2//V-+»;5e^»-nra^")  I 

(5/1^— 2n«^)«*l_  a'PcOS(5w^^  — 27l'V— -5é"—  2é*")   T 

D'après  les  valeurs  adoptées ,  it^  t88,  on  trçuvé 


En  déduisant  en  j^on^mes  JU  i^çmtifffi  imqcedente , 
elle  devient  ainsi 

1084"  012  sin  (SinH  —  an'^'t  4-  Se"— 26*;^) 

—  64",968  cos  {Sfi't  —  2/»'"^  +  Se"  —  2|")- 

En  n^  4M>Qâi4éQaiit  ifue  ^œtte  parâe  de  la  -grande 
iaégalité ,  et  en  Ja  calcidai;M;,dVprès  les  yal^urs,de  à'F 
et  de  à'V ,  n**  10 1 ,  on  trouvera  qu'elle  est  égale  à 

io89",855  sin  (SnTt  —  an'^t  +  5f  :—  2€'0 

—  55^2o4cos(57i"f  — •  2n*Tf  ff.  5e"  «-  ai"). 

32.. 
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Les  différences  sont  dans  les  limites  qu'on  peut 
supposer  d'après  les  quantités  négligées  dans  le  cal^ 
cul ,  en  considérant  surtout  que  les  élémens  employés 
dans  la  construction  des  tables  de  M.  Bouvard,  qui  ont 
servi  à  déterminer  les  quantités  a*P,  ai'Jf'  par  les 
quadratures ,  diffèrent  de  ceux  que  nous  avons 
adopta. 

La  grande  inégalité  de  Jupiter  contient  encore  la 
partie 


«▼•  j—^  cot(5nn  —  an'^l  +  6ê^  —  a««^) 


En  la  réduisant  en  nombres  d'après  les  valeurs 
précédentes  de  ii'^  ^^  ,  a:*  ^^ ,  et  en  observant 
qu'on  a 

o  (5n^ — 2n**)8mi  ^t  t  ^ 

cette  fonction  devient 

—  i6",5!K)5  sin  (57i"<— !i7i*"<4-56"  —  2O 
-f-  5",8275cos(5/î^<— 2/î'"<4-56^— 26'")- 

Nous  avons  trouvé  par  le  développement  en  série; 
n®  101 , 

—  î6",55586sin(5w"<— an'^iC+Ss^^âé*") 
+   6",o5299Cos(5/i^^  — an^'^+Sé^— 26*^); 

ce  qui  diffère  peu  de  la  valeur  précédente. 

La  principale  partie  de  la  grande  inégalité  de  Sa- 
turne est  celle-ci  : 
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(5«»— 2«")*  t— a'P  cos(5n'<— an"<+5«'— .a«"),  i 
Par  les  Talenn  rapportées  n*  88«  on  a 


En  réduisant  en  nombres  la  fonction  précédente  aa 
moyen  des  valeurs  de  éiT  et  a"!?'  données  plus 
haut ,  on  trouvera  qu'il  en  résulte  dans  le  mouve- 
ment de  Saturne  les  inégalités  suivantes  : 

— !i6a5",4545  sin  (Sri't  —  !àn'H  +  Se^  —  aé'^), 
'   +  i6o\9470Cos(5/î'^  — 2/1*^^+56^  — ae""). 

En  employant  les  valeurs  de  aT  et  à'P',  calculées 
n**  loi^  on  aurait  trouvé 

—  3678^5574  sin  (5ii^<— :wi'7+5f"— ar) 
+   i56",4o7icos(5/î"^~27i'"<4-5f"— ar), 

quantités  qui  différent  peu  des  précédentes. 

Enfin ,  la  grande  inégalité   de  Saturne  contient 
encore  la  partie  suivante  : 

•in  {Snn  —  an'^l  +  5f  —  ai«^) 


a^%    -; —    ti 

day 


On  a 

Eq  réduisant  en  nombres  la  fonçtiou  précédente  p, 


s»  TtÊtmt  ANALmOUE 

d'tpt^s  le» tdcitttâ' èftéi^*^  ^^^  calcnlee»  par 
lei  ^uadrattirés  ^  o^  Aura 

4. 52",  1 5^  fki  (5/i"<  *-  aft*"*  -H  5*^  —  ai^O 
— 15",6226  cos(  5/î"^  —  uTe^t  +  5f'  —  aO- 

Nous  avons  trouvé  pour  la  vàleiii^  d^  cette  même  iné- 
galité 

-H4^^5£M>49  «in  {^^^  **^  ^^'^^  4**  fîi'^  -^  fl«") 

qui  difiere  peu  c(è  la  précédente. 

Pour  donner  un  second  exemple  de  rem|doi  de  la 
méthode  des  quadratures  au  développement  de  la 
fonction  perturbatrice  R ,  on  a  calculé  de  cette  ma- 
niète  ^  et  i^lativetnent  à  Faction  de  Satan»  sur  Ja» 
piter,  le  premier  terme  de  ce  développement,  c'e^t* 
à-dire  celui  qui  est  indépendant  du  temps  ;  et  en 
nomniiafai  F  ce  terme ,  6n  à  ih^ûté 

O't  =  111^1,091097  ,     a^^a^-j^^  =  ^'^0,2238874. 

En  calculant  le  mêtne  ternie  diaprés  l'expressioti 
donnée  n^  1 8 ,  et  en  employant  les  élémens  qui  ont 
servi  à  déterminer  les  valeurs  précédentes,  c'est-à-dire 
les  élémens  des  tables  de  Bouvard ,  on  a  trouvé 

d'Fc=iîi'^i,09io62,    a'^'à'  ;^a=:  112^0,2238867. 


Ces  valeurs,  comme  on  voit,  sont  presque  identiques. 

L'accord  dl3S  résultats  obtenus  par  deft  méthodes  si 
différentes,  dans  l'une  des  parties  les  plus  impor* 
\2lVX^  de  là  théorie  diôs  ihégalitéd  {^latiétàit^es ,  montre 
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que  la  méthode  des  déyeloppemeac^  en  séws^  Qrâ^uaL- 
nées  par  rapport  aux  puissances  ascendantes  des  ex- 
centricités et  des  inclinaisons^  lorsqu'on  a  soin  de 
porter  assez  loin  les  approximations  pour  ne  négliger 
aucune  inégalité  sensible ,  suffit  aux  besoins  actuels 
de  l'Astronomie. 

1 1^.  La  métjiode  des  quadratures  a  pQ^rUult  ^qio 
utilité  :  c'est  la  seule  qu'on  puisse  e^iplpyer  dans  Iç 
calcul  dqa  perturbations  de^  conaètes  et  des  petites 
planètes  ;  et  comme  on  vient  de  le  voir  dans  ^  théorie 
des  .planètes  principales  elle  peut  encore  servir  à 
d'importantes  vérifications.  Il  ne  sera  donc  pas  inu- 
tile de  donner  ici  les  formules  qui  qo^s  semblent 
les  plus  simples  pour  l^pplication  de  cette  méthode 
à  la  déterminiition  des  perturbations  du  rajrpn  vecleart 
de  la  longitude  et  de  la  latitude.  Ces  formules  pour^ 
ront  d'ailleurs  être  employées  en  d'autres  occasions. 
Pour  cela ,  reprenons  les  trois  équations  du  mou-^ 
vement  troublé  »  n^  8  7  ,  livre  II  : 

dF'^T^       'dx  ' 
^4.«r  =  ^       \     (a) 

rfr  "*"  H    ^   dz' 

Si  l'on  prend  pour  plan  des  scr^,  celui  de  Vot^ 
bitç  primitive  de  1^  ^  ce  qui  permet  de  négliger  les 

quantités  *  -^  I  ^  "X:  >  ^^^  *ont  du  sçcond  ordre  ^ 

puisque  z  et  R  sont  du  premier ,  en  combinant  entre 
elles  les  équations  précédentes^  on  trouve  aisémeni 


n 
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les  deux  int^rales  suivaates  : 

xdz  —  zdt  r    j^àK 

—w— =y  ^'^  -*• 

Si  Ton  multiplie  par  jr  la  première  de  ces  ëqua* 
tions^  qu'on  en  retranche  la  seconde  multipliée  par  x^ 
en  observant  que  les  coordonnées  x  et^  se  rappor-^ 
tant   ici  au  mouvei!nent  elliptique^  on  a,  n^  20^ 

^  ^^f- —  =  \/aùï(i  — -ë^  9  on  trouvera 

/•_,  JR         r  j  ^R 
jr  I  xdt  --Z X  I  jrdt  -^ 

Cela  posé ,  on  a  pour  déterminer  les  perturbations 
du  rayon  vecteur  /r  et  de  la  latitude  S's  de  la  pla- 
nète au-dessus  de  son  orbite  primitive ,  les  àexa, 
équations  suivantes ,  n*  8g  ^  livre  II , 


d'.rh   ,   ftrtf         dSi 


if) 


di"       *^    r3  d:^ 

Ces  deux  équations  sont  de  même  forme ,  et  suinté-* 
greront  par  conséquent  de  la  même  manière.  En 
effet ,  la  première  des  équations  précédentes  se  trans- 
forme dans  la  seconde,  en  y  changeant  cTr  en  ^s, 

et  2  At/'R+^-gr  ^^  'jri  ^'^^  *^  suit  que,  pour 

avoir  St,  il  suflBira  de  faire  ce  changement  dans  l'ex^ 
pression  finie  de  Js.  Or,  la  seconde  des  équations  (c)^ 
p'est  autre  que  la  troisième  des  équations  (a)  y  daqs 
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laquelle  on  a  fait  J^  =  rJ's  ;  en  .  substituant  donc 
pour  z  cette  valeur  dans  Fëquation  (b) ,  on  aura  la 
valeur  de  rj's,  et  Ton  en  conclura  immédiatement 
celle  de  la  fonction  r^r. 
Si  pour  abréger  on  fait 

Z  devant  être  supposé  égal  à  zeto ,  après  la  différen- 
tiation  dans  la  valeur  de  P^ 

En  substituant  pour  x  et  jr  leurs  valeurs  rcosv 
et  rsinf;^  relatives  au  mouvement  elliptique  ^  on 
trouvera 

t  0 

m^  sin  vfrcosvPdt  —  cosv/rsin  vPdl      ,  .  ^ 

d  r  =  r-. y         '■        — 7^ —  f  (  A J   . 

|//.a(i-e') 

à  S  s=:    .  ^.Jim — '. — 1»         *-"    •       il5J 

|/^(i-e*)  V  ^ 

U  nous  reste  à  déterminer  les  perturbations  du 
mouvement  en  longitude.  On  pourrait  les  déduire  de 
celles  du  rayon  vecteur  supposées  connues^  au  moyen 
de  la  formule  (6)^  i^*  8g ,  livre  II ,  ou  plus  simple- 
ment au  moyen  de  l'équation  du  mouvement  ellip- 
tique T^dvzsidts/ ijui{^  I — e*),  qui  donne^  n*  45^  livre  II, 

mais  il  vaut  mieux  les  calculer  par  une  formule  directe. 
Pour  cela ,  reprenons  la  formule  {a')  du  n*  83,  livre  II, 


dans  laquelle  on  suppose  A:=  V/awi(i— e') 
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L'équation  de  Tellipse  donne 

fl(i— O 

I  +  cco»v 

en  prenant  le  périhélie  de  m  poor  l'origine  de  l'angb  v. 
Au  moyen  de  cette  valeur  de  r  et  de  celle  de  J'r ,  on 
trouve  aisément 

((ain  v + Je  ttD  av)/r. «in  vPd^      ] 
—frVdt-^lefdvfrûnvVdt  ) . 

r  ^Ja(i  —  e*) 

En  observant  que  l'on  a,n^4>  Â""^^^^^^' 
par  le  n*  4^ ,  livre  II ,  on  trouve 

On  a  d'ailleurs 

dr        ^^ûfi;       ' 

et  par  les  formules  du  mouvement  elliptique 

dt  ___^  r*       rfr  ^rsini;       ^      iir  e^sinv 

Jv  *"*  k  ^    dv  ***"  ï  +  e  cos  v  '      S*        fl(ï  —  e*)* 

Au  moyeu  de  ces  valeurs  on  trothre 

J  J   i+eco8v         ar 

Si  dans  l'expression  de  cTi;  cm  substitue  cette  valeur  et 
celle  de  j  ^dv  ,on  aura 


^ 
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cTv  =  Ç^Cf^dK "^  L  /  ll^'â^  fà^jr sÎD vdt .  r 


(1  sîn  v  +  -J  c  sin  av)  frAnvfdt            • } 
(■i'C-4-2cosi;  +  i«co82v)/rco8vPA    /  (C) 

—!ifr9di+efdn)frAavVdt )_ 

Cette  expression  se  réduit  aisément  à  une  forme 
plus  simple  ;  en  substituant  en  effet  à  la  place  de  P  sa 
valeur  dans  le  dernier  terme,  et  en  le  combinant  en- 
suite avec  les  deux  premiers ,  on  trouve 

mvVdi 


ecos'V 


4-  /i     ,               .1               \  r^osvPdt 
T^  f  ^e  +  etoAv+-e  cobsv  1  /  — : 


ecost; 


+ 


-J^^-lMf> 


En  substituant  pour  r  sa  valeur  dans  les  expres- 
sions de  ^r  et  de  S's,  on  voit  qu'elles  se  trouveront 
immédiatement  ramenées  à  la  même  forme  que  la 
fonction  précédente. 

LeB  trois  formules  (A)»  (B),  (C)  donneront  donc 
sous  forme  finie  les  perturbations  du  rayon  vecteur, 
de  la  longitude  et  de  la  latitude ,  ce  qui  peut  être 
très  utile  dans  la  théorie  des  petites  planètes  où  ces 
perturbations  ne  peuvent  être  déterminées  que  par 
des  quadratures,  à  cause  de  la  grandeur  des  excen- 
tricités de  leurs  orbites.  Les  mêmes  formules  pour- 
raient être  emjdoyées  aussi  par  la  même  raison  dans 
la  théorie  des  comètes,  mais  il  est  préférable  de  se 


n 
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servir  alors  des  formules  du  livre  III.  Pans  tous 
les  cas^  pour  calculer  par  des  quadratures  les  ex- 
pressions précédentes,  on  commencera  par  substi- 
tuer pour  dt  la  valeur  — .  et  pour  R  sa 

^  ^  l/^O— e>)'       ^ 

valeur  en  fonction  des  rayoAS  vecteurs  et  des  longi- 
tudes vraies  des  planètes  troublées  et  de  la  pjkinète 
perturbatrice.  En  nommant  y  Tmclmaison  mutuelle 
des'  orbites  de  m  et  de  m!,  et  n  la  longitude  de  leur 
commune  intersection  comptée  de  la  même  origine 
que  Tangle  v,  et  en  faisant  V  s=  cos*  \  y  cos  (v'  —  v) 
-f-  sin'^^cos(v'+t;  —  ail),  on  aura,  par  le  n*a5, 


R  =  iii'[ 


rV» 


|/r»+/^*— a/T^V        '^'r 


De  cette  expression  on  qdviclnra  par  de  simples  dif- 

férentiations ,  celles  de  dK  et  de  r  ^ ,  et  par  suite  les 

valeurs  des  quantités  que  nous  avons  désignées  par  P 
et  P'  dans  les  formules  précédentes.  On  pourra ,  par 
conséquent,  calculer  par  la  méthode  des  quadratures 
paraboliques ,  exposée  n*  a5 ,  les  intégrales 

fi^ûnvPdv,  fï^cosvPdv ,  /HsinvP'rfy ,  fi^cosvP'dVf 

ainsi  que  les  intégrales  fr^Vdv  ,  f  ^  -^^v  que  ces 

formules  renferment. 

Dans  la  théorie  des  planètes  principales,  la  petitesse 
des  excentricités  et  des  inclinaisons  mutuelles  des 
orbites  permet  de  développer  leurs  perturbations  en 
séries  convergentes,  et  c'est  sans  contredit  la  mé- 
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thode  là  plus  simple  que  Ton  paisse  employer  pour 
obtenir  ces  perturbations  exprimées  par  des  suites  de 
sinus  et  de  cosinus  d'angles  croissant  proportionnel- 
lement au  temps ,  et  en  former  des  tables  qui  peuvent 
servir  pour  un  temps  indéfini.  L'emploi  des  formules 
précédentes  serait  alox^  moins  simple  que  celui  des 
équations  différentielles  qui  déterminent  les  trois 
variables  J't,  J^v  et  J^s  ;  et  c'est  par  cette  raison  que 
nous  n'avons  eu  besoin  que  de  ces  équations  dans 
la  théorie  des  inégalités  planétaires.  Mais  lorsqu'on 
veut  déterminer  les  coefficiensdu  développement  de 
la  fonction  perturbatrice  et  de  ses  différences  par  la 
méthode  des  intégrales  définies^  ainsi  que  nous  l'a^- 
vous  indiqué  n®  ^5,  les  formulés  précédentes  sont, 
je  crois,  les  plus  commodes  que  l'on  puisse  em« 
ployer,  dans  ce  cas,  pour  en  conclure  les  valeurs  de 
J'r,  Sv  et  S's. 

En  effet ,  au  moyen  d'intégrales  doubles  on  pourra 
toujours ,  comme  on  l'a  vu  n^  2i5 ,  déterminer  les 
coeffidens  du  développement  en  séries  de  sinus  et  de 
cosinus  d'angles  proportionnels  au  temps  t ,  des  fonc- 

r  j-  cfe,  et  l'on  développerait  par  con- 

^  séquent ,  de  la  même  manière,  les  fonctions/rsin^P^^^, 
frcosvPdt,  /rsiavF'dt ,  frco&vP'dt.  En  substituant 
ensuite  ces  valeurs  ainsi  exprimées  dans  les  formules 
(A),  (B)  et  (C),  et  en  mettant  ponr  sini;  et  cos^ 
leurs  valeurs  développées  en  série  des  sinus  et  cosinus 
des  multiples  de  l'anomalie  moyenne  dé  la  planète  m, 
on  aura  les  expressions  des  perturbations  du  rayon 
vecteur,  de  la  longitude  et  de  la  latitude  applicables 
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à  ua  temps  ÎAdéfinij  1^  pluus  exactes  que  la  théorie 
poisse  founoiir*  * 

Il  serait  à  désirer  que  quelque  calculateur  zélé  fit 
l'apiplicatioa  des  formules  procédentes  à  la  détenni*-^ 
nation  des  perturbations  de  toutes  les  gmndes  pbr 
nètes.  Il  en  réwlterait  le  moyen  le  plus  sûr  pour 
i^érifîer  les  inégalités  déjà  calculées^  par  d'autres  mé- 
4hade&y  e^  ^découvrir  les  inégalités  (Sensibles  qui  au*- 
laient  pu  jusqu'ici  échapper  aux  investigations  des 
^jétMoaètre&i  BL  Hansen ,  astronooœ  attaché  à  l'obser- 
vataine  du  Séeberg ,  a  déjà  essayé  sur  la  théonie  de 
JiqfNAer  et  de  Saturne  un  travail  senUaUe  ;  ooiais  le 
choix  malheureux  des  variables  qu'il  a  cru  devoir  Bobs- 
tituer  aux  troi^  coordonnée^  dV,  J'vj  Jis,  généiraie^meut 
adoiptées  par  les  astropomes ,  de^  innova^tioos  ^mal/^ 
tiques  4ont  les  avaatages  ne  rachètent  pa^  la  Hz^xw- 
rie,  enfin  y  l'absence  complète  de  clarté  et 'de  mé- 
thode., rendent  ce  travail  à  peu  près  inutile  ((^). 
J'invite  donc  les  jeunes  géomètres  à  reprendre  cet 
objet  sous  le  point  de  vue  que  nous  leur  indiquons  : 
peut-être  nous  sera-t  il  permis  d'/ revenir  dans  la,suite 
de  cet  ouvrage,  mais  nous  allons^  pour  le  moment, 
poiter  notre  attention  sur  d'avrtres  points  deïa  théorie 
, du ^|fslèfue  ^  inonde,  U  déterminatiau  des  mé&r- 
ilités  phoétaiiyes  tious  «ayant  di^^à  entr^lpté  tiieu  au- 
.  delà  <des  limitas  que  nous  «ous  étieiAS  prescrites. 

r 

'{*)  f^0ir'l£  («ûmple  que  J'^n  ai  jreadu  dans  la  Cotmifùêsanfie 
des  Tems  poar  iSSy. 
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Maupemens  héliocentriques  de  Jt^Mier  et  Saturne, 

1 1 5.  £a  réunissant  les  différentes  inégalités  calculées 
dans  le$  chapitres  VI  et  YII^  on  a  obtenu  les  expres- 
sions des  longitudes  vraies,  et  des  rayons  vectejtws  de 
J^spiler^et  de  Saturne^  les  plus  exactes  que  Tétat  «ic- 
•tuel  ^  l'analyse  permette  d'espérer.  Dans  les  for- 
mules suivantes  I  /  représente  un  nombre  4|ueloûa- 
que  d'années  j  uliennes  ou  de  565^  ^  ^  comptées  à 
partir  de  minuit  le  i**^  janvier  i8oo. 

Soit^  pour  cette,  époque , 

n'^t  +  €*"  =    8i*52'  i9",5  +  t  5o%349o84, 

Tft     +   6''     SS    125.     5. 119,4   H-   ^    12%221l48, 

n^H  4-  1^^  "3SS  ^175,30.16^4  -h  «    4*,38489e, 

ces  trois  quantités  représentant  les  longitudes  moyen- 
ites  -dé  ftipiter,  Satorne  ^eft  Unoras ,  ^comptées  tle  t'é- 
quinoxe  fixe  de  iSoft.  Dans  ^ces  expressions ,  nous 
avons  substitué  à  la  place  des  moyens  mouvemens 
?i'%  ri'  et  ri'*,  rapportées  n'  88,  leurs  valeurs  résul- 
nmles  ^des  oorreotions  indiquées  par  les  équations  de 
>OMEditkm  qui  obt  servi  i  former  le»  wminelles  tabbs 
de  HVf.  >Boiiv«ti. 

û>»^s=     !!•   /56"+^  6",685i22  —  i»p,ooo255, 
«i"  =    89.  8.ao  -4-  trg'',o55o44  +  ^0,000162, 
ct»^  =    98 .  25 .  45  +  1 56",5»285o, 
a*"  fi=  111.56.   7  +  f'5i\52i3i. 

L^s  lermes  constans  dsns  'ces  expressions  sont  les 
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longitudes  des  périhélies,  et  des  nœuis  de  Jupiter 
et  Saturne  y  comptées  du  même  équinoxe  que  les 
longitudes  moyennes  n^^t  +  6^^ ,  rCt  -f-  é%  et  rela- 
tives à  la  même  époque;  les  termes  proportionnels 
au  temps  t  sont  les  variations  séculaires  de  ces  lon- 
gitudes déterminées  n**  91  et  101. 

Supposons  maintenant  que ,  pour  abréger,  on  re- 
présente respectivement  par  p  et  p^  les  argumens 
des  deux  grandes  inégalités  de  Jupiter  et  Saturne; 
en  sorte  qu'on  ait 

p  =  5nn  —  a/i»^r -#-  Sf^  —  !!•«▼  -4-  3« 4</59''—  t  'fif^vj'jo  —  t •  o^ooiafiao, 

et  soit  ensuite 

A  =     (i  i87",247 — t  o",o4845+<*  o,oooooa26)sia/? 

—  ia",2 1 854  sin  2/> , 

A'=— (a9o6'',66i— ^  o",  1 141 1+^*  o,oooooo52)sin/?' 

-\-  29^,76136  sin  2/f 
+  5o",894  sin(5/i^*f — 7i"< + Se"*—  é'—S^'^a^i'), 

la  quantité  A  représentant  la  grande  inégalité  de  Ju- 
piter ,  et  la  quantité  A'  celle  de  Saturne  augmentée 
de  l'inégalité  à  longue  période  dépendante  de  l'ar^ 
gument  ^ri'H  —  nH ,  et  relative  à  Faction  d'Uranus 
sur  Saturne. 

Ces  diverses  inégalités  doivent,  d'après  les  n"*'  101 
et  102,  être  ajoutées  aux  moyens  mouvemens  cle 
Jupiter  et  Saturne ,  en  faisant  donc ,  pour  abréger, 
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Otk  a  yu^  n^  65,  que  dans  tous  les  argumens  de 
Jupiter  et  de  Saturne  dans  lesquels  le  coefficient  du 
temps  n'est  pas  Sri"  —  2n*^,  ou  qui  n^en  diflerent  pas 
de  /i'^  pour  Jupiter  et  de  n^  pour  Saturne,  il  faut 
augmenter  les  Ipngitudes  moyennes  «'^/-4- g",  ri't-^é' 
de  leurs  grandes  inégalités  dépendantes  de  T^angle 
5n7t  —  atn^H.  X\  faudra  donc  substituer  dans  toutes 
les  inégalités  de.  Jupiter  q  etq'k  la  place  de  n*V-f-g'^ 
et  de  n^t  +  g^,  excepté  dans  la  .grande  inégalité  et 
dans  la  suivante  : 

i6i",i49  sin  (3n'H  —  5n'« +38'*—  5«'+58'i  i'  34"). 

Sî  l'on  veut ,  pour  plus  de  régularité ,  çmployer 
également  9  et  q'  à  la  place  de  n''^+  g''  et  de 
ri't  +  «^  dans  cette  dernière  inégalité ,  on  lui  don- 
nera cette  forme  : 

i6i", i49  sin (  5q  —  5g'  —  5A  +  5A'  +  58*  1 1'  54") , 

A  et  A'  étant,  par  ce  qui  précède,  les  deuit  grandes 
inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne.  En  développait 
la  quantité  précédente,  oa^ura  ^ 

i6i'^i49,sîn(5î— 5^'  — 58^ii'34")        ^ 
—  (3A  — 5A')  i6*^i49cos(5f '— 5î^4-58^îi'54'9. 

En  n'ayant  égard  dans  les  valeurs  de  A  et  A'  qu'aux 
deux  grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne, 
on  a  à  très  peu  près 

3A— 5A'=i8o95%o468m  (5n'/— 2/1''/+  5i^— 2i'^+3«39'45'')  5 

d'où  l'on  conclura     v 

Tome  III.  33 
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— (3A —5  A')  1 6 1  ",  1 49  cos  (3^  —  5<?'-4-  58»  1 1  '  34") 

•    «o/îf     s\n{Zq-5q'+5ri't—2Ti'H+6i''5i'ig")\ 

«—7  ,o686 [.^ialzq-5^—5îi't'{-2n"t-i-54'5i%g')\ 

On  peut ,  sans  erreur  sensible ,  substituer  dans  ces 
deux  dernières  inégalités  ^  et  ^'  à  la  place  de  n' V  +< '* 
et  de  ti't  +  **  »  1^  première  se  confond  alors  avec 
le  preiiaier  terme  de  l'équation  du  centre  de  Jupi- 
ter,  la  seconde  devient  égale  k 

7",o686  sin  (5^  —  109'  +  54»  3o'  35"). 

En  la  réunissant  à  la  suivante 

—  3",7898  sin  (5?  —  1  o^ + 54»  3o'  35") , 

on  aura  celle-ci 

3",2870  sin  (5?  —  105/  +  54»  3o'  35"). 

On  pourra  ainsi  substituer  q  et  q'  au  lieu  de  ri^H  --f-  é'^ 
et  de  nH  +  i^  dans  toutes  les  inégalités  de  Jupiter, 
abstraction  faite  de  la  grande  inégalité. 

Il  faut  de  même ,  d  après  ce  qu'on  a  vu ,  n*^65, 
changer  n^H  -f-  €'*  en  q  et  n^t  -|-  f^  en  ^  dans 
toutes  les  inégalités  de  Saturne ,  excepté  dans  la 
grande  inégalité  et  dans  la  suivante  : 

—  644",955  sin  {nn'H  ^  ^H  -f.  Sg*  54'  ^'). 

V 

On  peut  donner  à  cette  inégalité  cette  forme  : 
-r  644",955  sin  (aç — 4ç'  —  aA + 4A' + 59-34'  4"), 
En  développant  cette  fonction ,  on  a 
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—  644",953  sia  (ag  —  4q' +  Sg"  54' VO 

+  (aA  —  4A')  644",g55  cqs  (aç  —  4q'  4-59*34'  4'% 

Ea  substifaant  pour  A  et  A'  les  parties  de  leurs 
valeurs  relatives  à  l'ai^ument  ônU  —  an'V,  on  trou- 
vera,  à  très  peu  près  ^ 

...  * 

(a  A  —  4A')  644«',953  cos  (29  —  4^'  +  59"  34'  4")., 

sinÇaç' — 49'+5»V— -an'V+58'— a8"> 

=  ai"8qo}-     '       -  '  ,4-65'i2'36'0 

^  -sin(aj— 4ç'--.5/ï»<+2n'V — 5«»+aê"i 

,    --  ;•  4-- 55*  55' Sa'O, 

On  peut,  dans  «s-deux  dernières  inégalités,  subs- 
tituer q  et  q'  à  la  place  de  h'H  -|-  g*^  et  de  n^t  -{-  «^  ;  la 
première  se  çpnfoniî  .alors  avec  Téquation  du  centre 
de  Saturne ,  et  la  seconde  déTÎeût  '  ' 


En  réunissant  cette  inégalité  à  là  ^suivante ,  trouvée 
n'  102, 

'   8",766  sin  C4f  —  9?'  +  55^  55'  Sa") , 

f        -'  -       *  -  -  - 

on  aura  celle-cr 


• 


—  i^'Via4 sin  (4?  — ;92'4-55° 55' Sa"). 

On  pourra  do^c  ttraiittenâÀt Jéubstjtuer  ç  et  ^f'  à  la 
place  de  n*^t  +  g  *^  etjde  7^74 -f*  ^  cfeiis  toutes  les  iné- 
galités  du  mouvement  en  longitude  et  -en  Jatitud^  de 
Juj^îtefet  de  Sklui^hé,  à  Texcè^tibi'des^  grandes  mé- 
gàlii^  i^'fces  deui^îanèteè.'' ';'^  ^' ' /^^  -  ' 

Sî  Fôn  suppose  la  pfecëssion  ahiiiiëirè  dès  éqùinoxes 

55.. 
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de  5o'^255o ,  la  longitude  vraie  i^"  de  Jupiter  dam 
son  orbite,  comptée  de  Téquinoxe  moyen  et  rapportée 
au  minuit  qui  sépare  le  5i  décembre  1799  du  i*' jan- 
vier 1 800  9  sera  donnée  par  la  formule  suivante  : 

H(iSJ86îi*.8o  4-  t  ô*,63a4a)  sin    {q  —  a»«Ô^ 

+      (597',55  -4.  t  o',o3»o7)  sin  a(v  —  «'^)| 

+       (a4*',9îi  -4-  t  o^ooa4o)  «in  %  —  «'^  ) 

-<-         (i",i9  +  t  o*,oooi6)  ftin  4(9  —  •'^)1 
4-         (o",o6  sin  5(7  —  •«▼) 

—  84*,63  tin  (  ^  —    /  —  loe^ 
^-h  aoQ*,!©  sin  (a^  —  %q'  —  i^io') 

i6*,32  sin  3(^  —  ^') 
+<+     3",75  sin  4(^  —  ^; 

|4-      ï*,69  sin  (S^  -^  Sç'  -f  la»  lO 

o%4i  sjn  6(9  ~  ^ 
-f.      o^iô  sin  7(9  —  9*) 

f    (i33i*,39  -#-  «  o^o67 jsin(9— 19'— iaO!ie'+  «i5',7)\ 

-f-{-h    17'»^  "«*  (27  —  4/  ■♦-  570  laO  I 

1+     3%îi9  sîn  (59  -.109'  H-  54*  3</)  ) 

f      (83*,45— «  o'',oo5>«n(îi9-3/— 60054'+!  27^,1)  ) 
■''i—     i*',58sin(49-.69'4.54oae')  j 

-Kl6I^I5+«6^ooI4>in(a9-59^-^58•I i'+«  45',3i) 

—  i5V8  sin  (3^  —  4^^  —  6104e') 
+   ia*,a7  sîn  (3^  —  99'  —    9»  35') 
4-     9*»5o  sin  (39^—    9   4-  69045') 
4-   n*,o5  sin  (9:4-  43»560—  5^44  sin(!i9'+  43*550 
4-  ii%i!i  sin  (49  —  59^  4-  59»  a30 

—  6%i3  sin  («9  —    9'  -i  170.5/) 
4-  i%ai  sîn  (49  —  39'  —    3*  ÔST) 

—  o*,88  sin  (59  —  6/  —  65*70 
4-  o'',74sin(9'   4-    q   +  67MO 

/-r     i*,i4  «n    (9  ^9*) 


i*,i4  sîn  (9  -»-  9*)  > 
tTfi^  sin  a(9  —  9'Ô  l 
©•,o5  sin  3(9  —  9*).J 


On  a  réuni  sous  une  même  parenthèse  les  iné- 
galités qui  peuvent  être  comprises  ^dans.  une  même 
table.  La  réduction  à  l'écliptique  se  fera  par  les  mé-: 
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thodes  ordinaires  ;  elle  est  égale  à 

Le  rajon  vecteur  r'^  de  Jupiter  sera  dëtermîaé  par 
la  formule  suivante  : 

r«»  =  5,906760  •+.  t  o,oooo3S4 

—  (o,a5o358  -f-  t  0,0007964)  eos  (q  —  «>▼) 
I—  (0,00603a  -#-  t  o,oooo3S4)  cos  a(^  —  •«?) 
|—  (o,oooai8  -f-  t  o,oooooai}  cot  3(^  *-  «•■▼} 

—  (0,000093  -fî  t  0,000000)    coi  4(7  —  •'^) 

o,qoo647  coi    (^  —  -q') 


{0,000047  coi  (7—0  ^ 
—  0,009771  «0*  aC<7  --  ^0  > 
—  0,000289  COI  3(^  —  ^    j 


—  0,00027a  cos  (  .^  —  a^'  —  35*4^' 

—  0,000919  cot  (aç  >--.  39'  —  67»  550 

—  o,ooaoao  co«  (3^  —  57^  4*  58»  7O  ^, 
-4-  o,ooda38  co»  (3^  —  4y^  —  6i»  i^i*) 

—  o,oooia9  cos  (3^  .-^  a^  —  la»  40  . 

—  o,oooo65  cos  (^  -4-  39»  iS*)  -f-  0,000^4  «<*  (*^  +  "•  O' 
'— 0,000393  cos  (5^—  %q  —  ;i5*  33^) 

-#-  0,000091  cos  (5^'—  4v  +  i4**30. 

Enfin  p  pour  déterminer  la  latitude  de  Jupiter  au-^ 
dessus  d^  Védiptique  vifaie  y  on  aura 

J's'^  =  (i«  rg'  a",7  —  f  0^^606)  sîn^(p"^—  a"^). 
+  o",655i  sin  (  j  _  aç'  ^  55*  54') 
+    1^0711  sin  (2Ç  —  55'  ~  53*54') 
+  ii",5986  sin  (Sj  —  5?'  +  5o*:i6') 
—  0^9978  sîn  (q'  4-  53-  54')* 

En  rassemblant  de  même  les  différentes  mégalites 
déterminées  chapitre  VIII,  on  aura  pour  la  longitudo 
faéliocentrique  de  Saturne  la  formule  suivante  ; 
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l'v  =  9^  -f.  t  Sol^jnii^o 

'      (a3I54^4o  —  t  i%a783)  sin    (/  —  m^) 

)+     (8ii*,g6  -».  c  «"jûgbO  tin  a(^  —  •▼) 

|-»-       (39^48  —  t  o>o66)  sîa  3(9^  —  .t) 

+         (a*,  19  —  t  o*,ooo55  «n  4(7'  —  »▼) 

ig^'^o  sin    (<7  —  /  ^  770  45') 

•  3i*,89  «in  2(7—9') 

-  e",65  tin  3(9  —  9O 

■      »''»99  «n  4{^  —  ^) 

•  o*,7i  tin  5(9  —  9^) 

-  0^37  tin  6(9.-9') 

•  ci",iâ  tîn  7(9  —  9O 


24*,37  tin  (29  —  39^  -l-  9o*4S0 

•3''i2,  tin  (49  —  99'  4-  55»  55') 
4',966sm(39  —  49'  —  61»  45') 
3*,o6  tin  (29  —  /  +  3o»  45^) 
a*,97  lin  (39  ^  59'  -♦.  Sg»  la') 
i',44  tin  (49  -  59'  —  6i»  5/) 
<^,53  ttn  (59  —  69'  —  6î»  5y) 

io*,o7  ™    («T*  —  ql 
+    i5*,73  tin  a(9'  —  9") 
+      $',o6  iiiv  (^  —  39*— 69»  Ç'> 
-h      o*,34  tin  4(9^  —  9") 

-h  io%7i  tin    (9^  —  a9'  4-  73*  iiO 

+  ^\63  tin  (29'  —  39»  4.  340  3,/) 
+      1*^5  tîn  ^3/  —  a^*  —  ggoy^  • 
+      ^•,48tiii<9«'  — 4a»3fl0. 

La  péHuctîoQ  à  Fécliptique  est  égale  à 

—  97",85  sin  (a^^  ~  2a^). 

Le  rayon  vecteur  de  Saturne  sera  donné  par  la  for- 
n^ule  suivantet: 


\ 
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rr  =  9,557777  —  t  0,0000167 

'—  (0,534988  -h  t   0,00009966)  cos  (if   —  a»T)  V 
— :  (o,oi5oo5  H-  t  0,00000167)  cos  i(^'  —  a»»)  4 

—  (0,000634  H"  '  0,00000011)  co»  3(9'  —  »▼) 

—  o,oooo33  co»  4(9^  "^  •^ 
•— -  Oy<oo6339  cos    (ç'  — io«ai') 

r       0,00763    cos    (i/ —  ^  —  i^^iSO  1 
+  )+   0,00140    co»  a(ç'  —  7)  f 

1+  OyOOo34    co»  3(^  —  y)  -^  ^ 

-f-  o,oo54t    co»  (<7  —  a^'  —  n^io^)  ^ 

+  (q, 01479 -TV*' 0,000000734)  "^^^  (9^  — 4fl''"*"59®'a8'—  «fi^'j^iï 

—  0,00119  coi  (3^'  —    ç  —  900  li') 

—  o,ooi55  co»  (3^'  —  2K7  -^  380  55') 

—  o,oooai  co»  (3^  —  4^'t"  61  ^^sS')  • 
-h  0,00095  co»  (5^'  —  a^  -f-  3ao3a'> 

H-  Oyoooiô  co»    {q'  —  ^•) 

—  0,00043  co»  ^(q'  —  g") 

—  o,o<5o66  co»  (a/  —  ?^'  +  a3<^44'). 

Enfin ^  la  latitude  de  Saturne  au-dessus  de  Te- 
cliptique  yraie^  sera  donnée  par  la  formule  suivante  ^ 

s^  =  (2«29'5o^5  —  ^o",i55i57)sm(p'— a^ 

1+  9^5i  sin  (4^'  —  2?  —  6o*  ^4')] 
+  o",55  sin  {;iq  —  5/  —  55^54') 
-f*  i^8i  sin  (  y  +  5S*54') 
—  0^67  «in  (aj  —  5f  —  ^4»  80- 

Les  expressions  précédentes  différent  peu  des  for«- 
mules  employées  par  M.  Bouvard  dans  la  constrùctiou 
de  ses  tables  de  Jupiter  et  de  Saturne  ^  formules  qui 
représentent  avec  beaucoup  de  précision  les  obser- 
vations de  Bradlejr  et  Maskeline^:  qui  ont  servi  à 
corriger  les  élément  du  mouvement  elliptique.  La 
plus  grande  erreur  ne  s'élève  qu'à  12"  pour  Jupiter, 
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et  les  écarts  entre  les  résultats  du  calcul  et  de  Tob-^ 
servation  sont  beaucoup  moindres  relativement  à  Sa- 
turne,  tandis  qu'il  y  a  5o  ans  les  erreurs  des  meil- 
leures tables  de  cette  dernière  planète  s'éleyaient 
quelquefois  à  22'.  Laplace  s'est  assure  aus!si  que  ces 
formules,  qui  représentent,  avec  toute  l'exactitude 
qu'on  peut  désirer,  les  observations  modernes, 
représentent  également  bien  les  observations  de 
Flamsteed  ,  celles  des  Arabes  et  les  observations  an- 
ciennes rapportées  par  Ptolémée.  Nous  ne  pouvions 
donc  pas  espérer  de  trouver  dans  la  théorie  de  Jupiter  et 
Saturne  aucune  inégalité  considérable  qui  n'eût  point 
encore  été  calculée.  Le  nouvel  examen  que  je  Tiens  de 
faire  des  perturbations  de  ces  deux  planètes,  ne  m'a  in- 
diqué de  rectification  importante  à  faire  aux  valeurs 
calculées  par  Laplace,  que  dans  la  partie  da  coeffi- 
cient de  la  grande  inégalité  qui  dépend  da  carré 
des  forces  perturbatrices.  11  serait,  a  désirer  cepen- 
dant qu'on  comparât  de  nouveau  les  formules  ainsi 
rectifiées  aux  104  oppositions  de  Jupiter  et  Saturne 
qui  servent  de  base  aux  nouvelles  tables  de  M,  Bou- 
vard; les  corrections  qui  en  résulteraient  pour  les 
élémena  des  orbites  elliptiques,  seraient  sans  doute 
insensibles  :  mais  cette  comparaison  pourrait  indiquer, 
comme  on  l'a  dît  n®  87 ,  pour  la  massé  de  Jupiter 
employée  par  Laplace,  et  qui  est  à  peu  près  celle 
qu'avait  donnée  Newton,  une  correction  qui  rappro- 
cherait sa  valeur  de  celle  qui  résulte  du  calcul  des 
inégalités  des  petites  planètes  et  des  élongations  des 
satellites  obset*véés  par  M*  Aîry. 
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CHAPlTBii  XXII. 


Formation  des  Tables  astronomiques  par  la  compa* 
raison  des  observations  et  de  la  théorie.  Détermina-^ 
tion  du  plan  ins^ariable.  Conclusion  de  la  éhéorie 
des  inégalités  planétaires. 

i 

II 4*  Nous  allons  nous  occuper  ici  de  la  construc- 
tion des  tables  planétaires^  et  montrer  comment,  par 
le  concours  des  observations  et  des  formules  de  la 
théorie,  on  peut  s  élever,  de  siècle  en  siècle,  à  la  con- 
naissance plus  exacte  de  tous  les  mouvemens  célestes. 
Nous  entrerons ,  à  cet  égard ,  dans  quelques  détails 
qui  paraîtront  peut-être  superflus  aux  astronomes 
qui  s'occupent  spécialement  de  cet  objet ,  mais  qui 
nous  semblent  nécessaires  pour  montre;*  aux  jeunes 
géomètres  qui  étudient  la  théorie  du  système  du 
monde ,  et  a:i|ixquels  cet  ouvrage  est  surtout  destiné , 
combien  la  détermination  théorique  des  inégalités 
séculaires  et  périodicju^s  des  mouvemens  planétaire;5, 
a  d'influence  sur  les  valeurs  des  élémens  d'où  dépen- 
dent les  tables  astronomiques ,  et  combien  il  importe 
par  conséquent  de  la  perfectionner  de  plus  en  plus , 
pour  donner  à  ces  tables  toute  la  précision  que  les 
observations  comportent. 

Dans  rétat  actuel  de  l'Astronomie ,  on   doit  re- 
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garder  les  masses  des  planètes  et  les  élémens  de 
leurs  orbites  comme  à  peu  près  connus  f  et  ils 
n'ont  besoin  que  de  légères  corrections  qu'on  déter- 
minera  à  mesure  que  les  bonnes  observations  se  mul- 
tiplieront. Les  inégalités  séculaires  sont  propres  sur- 
tout à  faire  coxmaltre  les  taletirs  exactes  des  masses , 
et  les  coefficiens  indéterminés  que  ijous  avons  laissés 
subsister  dans  nos  formules  y  et  qui  représentent  les 
corrections  dont  les  masses  que  nous  avons  adop- 
tées sont  encore  susceptibles ,  seraient  aisément  dé- 
terminées, si  l'on  avait  les  valeurs  précises  de  ces 
inégalités  pour  des  époques  fixées.  Malheureu- 
sement les  observations  anciennes  sont  trop  incor- 
rectes ,  et  les  modernes  trop  rapprochées ,  pour 
qu'on  puisse  déterminer  de  cette  manière  les  masses 
planétaires;  et  en  attendant  que  les  variations  sécu- 
laires se  soient  par  la  suite  des  temps  suffisamment 
développées,  on  est  obligé  d'employer,  à  leur  dé- 
faut >  les  inégalités  périodiques  résultant  d'un  grand 
nombre  d'observations,  et  de  déterminer  les  correc- 
tions des  masses  comme  celles  des  autres .  élémens 
du  mouvement  elliptique. 

Pour  cela,  on  réunira  un  grand  nombre  d'ob- 
servations faites  avec  de  bons  instrumens ,.  par  de$ 
observateurs  habiles,  çt  embrassant  le  plus  grand 
intervalle  qu'il  se  pourra.  Chaque  observation  don- 
nera la  longitude  et  la  latitude  géocentriques  de  la 
planète  pour  une  époque  connue.  On  convertira 
d'abord  cette  longitude  et  cette  latitude,  corrigées  de 
l'aberration  et  de  la  nutation,  en  longitude  et  en 
latitude  héliocentrîque ,  c'est-à-dire  vues  du  centre- 
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da  Soleil,  par  les  formules  connues,  et  l'on  ^ec- 
tuera  les  mêmes  opérations  sur  toutes  les  observa- 
tions dont  on  veut  faire  usage.  Ensuite,  au  moyen 
des  tables  provisoires  qui  résultent  des  formules  pré- 
cédentes, disposées  comme  on  Va  vu  n""  ley,  on  calcu- 
lera, les  longitudes  et  les  latitudes  correspondantes 
aux  mêmes  époques.  Si  ces  fables  étaient  exactes  et 
les  observations  d'une  rigoureuse  précision ,  les  va- 
leurs •  résultantes  de  l'observation  et  du  calcul  de- 
vraient être  identiquement  les  mêmes;  les  différences 
seront  doiic  l'erreur  des  tables,  puisque  l'on^suppose 
que  l'on  peut  compter  sur  les  observations.  En  fai- 
sant, par  conséquent,  varier  d'une  très  petite  quantité 
chacun  des  élémens  de  l'orbite  elliptique ,  ainsi  que 
les  valeurs  des  masses  perturbatrices ,  dans  l'expres- 
sion de  la  longitude  et  de  la  latitude  de  la  planète ,  et 
en  égalant  les  variations  qui  en  résulteront  aux  diffé- 
rences entre  les  longitudes  et  les  latitudes  observées 
et  calculées  par  les  forniules  de  la  théorie,  on  aura 
autant  d'équations  de  condition  entre  les  corrections 
qu'on  a  fait  subir  aux  élémens  elliptiques  de  la  pla- 
nète et  aux  masses  perturbatrices.  Comme  ces  équa- 
tions seront  toujours  en  beaucoup  plus  grand  nombre 
que  les  inconnues  qu'elles  renfermenf,  on  les  com- 
binera entre  elles  par  la  méthode  des  moindres  carrés, 
de  manière  à  réduire  leur  nombre  à  celui  des  incon- 
nues,  et  en  les  résolvant  par  les  méthodes  ordinaires 
d'élimiiiation,  on  en  déduira  les  valeurs  de  ces  quan- 
tités. Oq  aura  ainsi  le  moyen  le  plus  exact  que  l'on 
puisse  employer,  dans  l'état  de  perfectionnement 
qu'a  atteint  l'Astronomie  théorique  et  pratique,  pour 
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arrirer^  par  des  corrections  successives^  à  la  détermi- 
nation exacte  des  masses  et  des  élémens  des  orbes 
des  planètes. 

Soit  donc  V  la  longitude  héliocentrique  de  m  dé- 
duite de  l'observation  ^  et  Y  cette  même  longitude 
calculée  par  le  moyen  des  formules  précédentes ,  ou 
des  tables  provisoires  qu'on  en  aura  déduites ,  et  soit 
cTY  la  variation  de  Y  résultant  des  correctiokis  de 
chacun  des  élémens  qui  entrent  dans  son  expression , 
la  coinparaison  des  longitudes  observées  et  calculées 
donnera  V  =  Y'  4-  cTV ,  et  par  conséquent 

cTY  =  Y'  —  Y. 

Si  l'on  désigne  par  Y^  P'',  etc.  ^  les  perturbations 
qu'éprouve  la  planète  m  par  l'action  des  planètes  w!y 
in%  etc.  y  en  vertu  des  formules  du  mouvement  trou- 
blé y  on  aura 

V=iï^-f-6-f-2esîn(7i^+ i—«)+mT' 4- i»'T"+etc. , 

en  n'ayant  égard,  pour  plus  de  simplicité,  qu'au 
premier  terme  de  l'équation  du  centre  y  parce  que 
les  corrections  qui  résulteraient  de  la  considération 
des  autres  tempes,  iseraient  absolument  insensibles.  De 
méme^^on  ne  conservera  dans  F,  P",  etc.,  que  les  iné- 
galités affectées  des  coefficiens  les  plus  considérables» 

Si  Ion  différentie  par  rapport  à  la  caractéristique  ^ 
cette  expression  >  en  faisant  varier  les  constantes  du 
mouve  ment  elliptique  et  les  masses  perturbatrices  m', 
ni\  etc.,  que  pour  abréger  on  fasse  p:s=int  -|-  6  —  cû, 
on  aura 

» 
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cl  par  conséquent ,  entre  les  variations  tjiij  J^i,  etc., 
on  aiîra  l'équation  de  condition  suivante  >: 

Chaque  observation  donnera  une  équation  sem- 
blable y  et  la  résolution  de  toutes  ces  équations 
combinées  par  la  méthode  des  moindres  carrés  i  fera 
connaître  les  valeurs  des  corrections  indéterminées  êlVi, 
cTs,  J^e,  J^cû ,  et  celles  des  masses  perturbatrices  m', 
m^',  etc. 

Les  observations  de,  la  latitude  fourniront  des 
équations  semblables ,  qui  servif ont  à  corriger  les 
deux  *  autres  élémens  de  l'orbe  elliptique ,  c'est-à- 
dire  ceux  d'où  dépend  sa  position  dans  l'espace.  En 
effet ,  si  Ton  nomme  (p  l'indinaison  de  l'orbite  de  m 
à  récliptique  fixe,  oc  la  longitude  de  son  nœud  as- 
cendant,  et  S  le  sinus  de  la  latitude,  on  aura 
S  =  sin ^ sin  (Y  —  a);  en  différentiant  par  cotisé- 
quent  par  rapport  à  ^  et  à  «( ,  on  aura 

cTS  =  cT^  cos  Ç  sîn  (V —  a) — «A»  sin  ^  cos(V —  et). 

Si  donc  on  nomme  S' le  sinus  de  la  latitude  obser- 
vée, et  S  le  sinus  de  la  latitude  calculée  par  les 
formules  du  mouvement  elliptique,  on  aura 

cT^  cos^sin(V — a) — J^asinf  cos(V — ût)=S' — S, 

et  chaque  observation  de  la  latitude  fournira  une 
équation  semblable.  En<appliquant  à  ces  équations 
la  iqéthpde  des  moindres  carrés,  il  sera  facile  d'en 
tirer  les  valeurs  des  corrections  cT^  et  J'a,  de  ma- 
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nière  à  sâtis&îre  le  plus  exactemQot  possible  à  Veu^ 
seinble  des  observations. 

Avec  les  élémens  elliptiques  et  les  masses  pertur- 
batrices ainsi  corrigées ,  on  construira  de  nouvelles 
tables  du  piouvement  de  la  planète  qui  auront  toute 
la  précision  que  comportent  les  observations  que 
l'on  a  employées.  Chacune  de  celles  qu'on  fera  dans 
la  suite ,  comparée  aux  résultats  de  ces  tables ,  four* 
nira  de  nouvelles  équations  de  condition  que  l'on 
ajoutera  aux  premières;  et  lorsque  le  temps  aura 
permis  d'en  rassembler  un  assez  grand  nombre ,  en 
combinant  centre  elles  les  équations  de  condition, 
tant  anciennes  que  modernes  ^  on  déterminera  une 
seconde  £û(is  les  corrections  des  masses  ettKes  élé- 
ment elliptique^  avec  lesquels  on  construira'  de  nou<- 
velles  tables  plus  exactes  que  les.  premières»  En  con- 
tinuant de^  U  même  )iianière ,  et  en  i^épétant  cette 
opération  à  des  intervalles  de;  dix  ou  vingt  ads,  on 
parviendra^  par.  des  approiimations  successives,  à 
donner  aux  tables  astronomique^  et  aux  élëmens 
qui  servent  à  les  établir  "le  plus  haut  dejgré  d,e'  pré- 
cision. 

C'est  de  cette  manière  qu'qnt  déjà  été  oonatruites 
deux  fois  depuis  trente  ans,  les  tables  de  Jupiter, 
Saturne  et  Uranus ,  que  l'on  peut  regarder,  pour 
l'ordre  et  laxlaytéy.commeuH^[|iodèle  en  de  ge^re. 
Ces  tables ,  celles  des  deux  premières  planètes  du 
moins  y  représentent  avec  un  gratid  degré  d'exac- 
titude toatesleii  observations  modernes.  Cependant  il 
est  probable  que  Ton  pourrait  ajouter  encore  à  leur 
précision  p  en  rectifiant  quelques  parties  de  la  grande 
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inégalité  de  Jupiter  et  de  Saturne,  omises  par  Laplace, 
ou  qui  ont  été  prises  avec  un  signe  contraire.  Il  se^ 
rait  surtout  à  désirer^  comme  je  lai  dit,  qu'on  reprit 
sons  ce  point  de  vue  la  discussion  des  éqiïations  de 
condition  qu'a  fournies  la  comparaison  de  la  théorie 
et  des  observations ,  pour  s'assurer  si  les  corrections 
nouvelles  qui  en  résulteront,  ne  donneraient  pas  à  la 
niasse  de  Jupiter  une  valeur  plus  concordante  avec 
celle  qu'on  a  conclue  des  élongations  de  ses  satel*' 
lites,  d'après  les  observations  les  plus  récentes,  et 
celle  qui  résulte  des  perturbations  que  cause  cette 
planète  dans  les  mouvemens  de  Gérés ,  Junon  et 
Vesta. 

Les  tables  d'Uranus  qui  avaient  i  lors  de  leur  for«« 
matiôn ,  toute  la  précision  de  celles  de  Jupiter  et  de 
Saturne,  ne  représentent  déjà  plus,  dit-on ,  que  très 
imparfaitement  les  observations  actuelles,  si  rappro- 
chées cependant  de  cette  époque.  Il  faut  Tattribuer  sans 
doute  à  ce  que  les  observations  faites  avant  que  cet  astre 
ne  fut  range  parmi  les  planètes,  n'ont  pu  être  employées 
dans  la  construction  des  tables,  à  cause  de  leur  peu  de 
précision ,  et  que  celles  qui  ont  été  faites  depuis  1781 
n'étaient  pas  encore  alors  assez  nombreuses.  Ou  a 
cru  aussi  qu'il  serait  possible  que  cette  planète ,  qui 
s'éloigne  à.  de  si  grandes  distances  du  Soleil ,  dans 
les  espaces  où  nos  me^leures  lunettes  ne  peuvent  la 
suivre,  rencontrât  quelque  planète  inconnue  qui 
causerait  dans  sa  marche  des  perturbations  sensi- 
bles. Mais  ce  sont  là  dés  suppositions  qu'il  ne  sera 
permis  de  discuter  qu^après  un  intervalle  de  temps 
assez  ConsidéraUe  pour  qu'on  ait  pu  réunir  un  grand 
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nombre  d'observations  et  former  de  nouvelles  tables 
de  la  planète.  On  s'assurera  alors  si  ces  tables,  plus 
exactes  que  les  premières,  sont  encore  insuffisantes 
pour  représenter  ses  mouvemens. 

II 5.  Nous  avons  donné,  dans  le  n®  79,  livre  II, 
les  formules  qui  déterminent  la  position  du  plan  in- 
variable du  système  du  monde ,  c'est-^à-dire  du  plan 
qui  reste  toujours  parallèle  à  lui-même  pendant  toute 
la  durée  du  mouvement,,  et  nous  avons  indiqué 
Tusage  qu'en  pourraient  faire  les  astronomes ,  pour 
reconnaître  dans  tous  les  siècles  les  déplacemens  des 
orbes  planétaires ,  indépendamment  des  mouvemens 
propres  des  étoiles  qui  nous  sont  généralement  incon- 
nus.  Si  Ton  nomme  y  l'inclinaison  du  plan  inva- 
riable à  Fédiptique  fixe  de  1800,  et  n  la  longitude 
de  son  nœud  ascendant  sur  ce  plan ,  on  a ,  par  le 
numéro  cité. 


tang^smll  = — \  ^     ~ 

„  l.m\/a(i  — c")sin®cos<» 

tangvcosn  = — \-  -.    .    -^ 

°^  2mV/tf(i— c')cog9 


(0 


le  signe  S  représentant  la  somme  de  tous  les  termes 
semblables  relatifs  aux  planètes  m',  m',  etc.  En  subs- 
tituant pour  chacune  d'elles,  dans  ces  formule^,  à  la 
place  de  m,  a,  e,  (p  et  a,  leurs  valeurs  données  n"*  bSf 
on  a  tf*ouvé 

n  =  io5«  8' 45", 

En  remplaçant  ensuite  e ,  ç  et  a  par  leurs  valeurs 
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relatives  h  l-ëcliptique  fixe ,  calculées  pour  l'époque 
de  aooo  d'après  les  formules  du  n""  91 ,  on  a 
tixiuyé 

n  =  id5^  8' 50'', 

Ces  valeurs  s'écartent  peu  des  précédentes  ;  les  pe- 
tites différences  viennent  sans  doute  des  corrections 
dont  peuvent  encore  avoir  besoin  les  variations  sécu- 
laires des  excentricités  et  des  noeuds  des  orbes  pla- 
nétaires. Il  faut  observer  cependant  que  la  différence 
entre  les  *deux  résultats  est  cinq  fois  plus  grande 
sur  la  Ibngitude  du  nœud  que  sur  l'inclinaison,  ce 
qui  tient  à  ce  que  l'inclinaison  y  du  plan  invariable 
sur  l'écliptique  étant  peu  considérable  ,  les  numéra- 
teurs des  équations  (i)  sont  tous  deux  de  très  pe- 
tites  quantités;  en  sorte  que  la  valeur  de  taif^fl 
étant  donnée  par  la  formule 

tangn  =  —       y         == — — ^ — 7 
^  Z.m|/a(i  —  e!)8iii^cosii 

il  en  résulte  nécessaîreraeiit  que  de  très  petites  diffé- 
rences dans  les  quantités  ^m  \/a(i  —  e*  )  sin  ^sin^e  e 

Sm\/a{j  —  e*)sin9cosa,  peuvent  en  produire  de 
considérables  dans  la  valeur  de  tang  n  ,  et  par  suite 
dans  celle  de  l'angle  n.  La  même  remarque  s'ap- 
plique dans  la  théorie  des  perturbations  des  pla- 
nètes et  des  comètes,  aux  formules  qui  donnent  la 
position  de  l'orbite  troublée  par  rapport  à  Forbite 
primitive. 

On  doit  donc  regarder  comme  parfaitement  éta-* 
Tome  IIL  54 


n 


03o  THÉORIE  ANALYTIQUE 

hlie  la   fixité  du  plan  invariaUe.  Cependant^  dans 
un  chapitre  consacré  spécialement  à  montrer  les  se* 
cours  que  la  théorie  peut  fournir  à  rAstronomie 
pratique ,  nous  devons  restreindre  les  idées  peut-être 
exagérées  que  l'on  pourrait  se  former  de  l'utilité  de 
ce  plan  de  direction  constante  y  pour  la  détermina- 
tion des  mouvemens  célestes.  En  effet ,  pour  que  la 
considération  du  plan  invariable  eût  des  avantages 
réels  p  il  faudrait  qu'on  put  déduire ,  pour  une  épo- 
que quelconque,  des  données  fournies  par  l'observa- 
tion ,  la  position  de  l'orbite  de  chaque  plgnète  rela- 
tivement  à  ce  plan.  Or,  c'est  ce  qui  n'a  p|s  lieu; 
ainsi,  par  exemple,   au  moyen  des  équations  (i), 
on  détermine  bien  la  position  du  plan  invariable  sur 
1  ecliptique ,  à  un  instant  donné  ;  mais  pour  en  cod- 
clitfe  réciproquement  la  position  de  l'écliptique  rap- 
portée au  même  plan ,  et  pouvoir  la  comparer  à  celle 
qu'avait  cette  même  ecliptique  à  une  autre   époque 
quelconque,  il  faudrait  qu'il  existât  sur  le  plan  in- 
variable une  droite  fixe  d'où  tes  longitudes  fussent 
comptées.  £n  considérant  alors  le  triangle  sphérique 
compris  entre  la  droite  fixe ,  la  ligne  des  équinoxes 
et  l'intersection  de  l'écliptique  et  du  plan  invariable, 
triangle  dans  lequel  on  connaîtrait  l'angle  y  formé 
par  les  deux  plans,    le  côté   tl  compris  entre   la 
li^ne  des  équinoxes  et  leur  intersection  commune, 
et  le  côté  compris  entre  cette  même  ligne  et  la  droite 
fixç ,  on  déterminerait  à  chaque  époque  l'inclinaison 
de  l'écliptique  sur  le  plan  invariable  et  la  longitude 
de  ses  nœuds  par  rapport  à  une  origine  fixe;  sa  po- 
sition serait,  par  conséquent,  entièrement  détermi- 
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fiée.   Nous  avons  tu  ,  n*  aâ  ^  livre  i ,  qu'en  fai- 
sant abstractoin   de  tonte  attraction  étrangère ,  et 
en  n'ayant  égard  qu'à  l'action  mutuelle  des  corps 
qui  le  composent^  le  centre  de  gravité  du  sy^ème 
solaire  était   emporté   dans  l'espace  d'un   mouve- 
ment  rectiligne  et  uniforme.  M.  Poisson  a  proposé 
d'adopter  la  projection  sur  le  plan  invariable  de  la 
droite  que  décrit  ce  centre  y  pour  la  ligne  fixe  d'où 
les  longitudes  sont  comptées.  Et  en  effet ,  cette  ligne 
et  ce  plan   sont  peut-être  les  deux  seules  choses 
invariables  que   nous  connaissions  dans  la  nature. 
Mais  pour  réaliser  cette  idée^  il  faudrait    que    la 
direction  du  centre  de  gravité  du  système  solaire  fût 
dès  à  présent  bien  déterminée  par  l'observation  ou 
par  les  données  qui  en  résultent ,  et  facile  à  retrou- 
ver à  chacune  des  époques  futures  où  Ton   voudra 
faire  usage  du  plan  invariable;  c'est  ce  qui  n'a  pas 
lieu  et  ce  qu'on  pourrait  tout  au  plus  espérer  des 
progrès  de  la  science^  dans  un  avenir  très  éloigné. 

Le  plan  invariable  aujourd'hui  peut  donc  faire 
<x>anâitre  simplement  les  variations  d'inclinaisons  des 
orbes  planétaires  sur  ce  plan  ;  mais  quand  bien  même 
on  arriverait  à  trouver  une  droite  fixe  qui  pût  servir  à 
.  déterminer  exactement  les  variations  de  leurs  nœuds , 
toutes  les  difficultés  ne  seraient  pas  levées.  En  effets 
ce  qui  surtout  importe  aux  astronomes ,  c'est  d'avoir 
lés  variations  de  l'écliptique  vraie  par  rapport  à  un 
plan  immuable,  puisque  c'est  à  l'écliptique  qu'ils 
rapportent  tous  les  mouvemens  célestes  ;  or^  comme 
l'inclinaison  du  plan  invariable  sur  Técliptique  fixe  est 
très  petite^  il  en  résulte^  comme  on  l'a  vu,  que  la  Ion- 

54.. 
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gitude  de  leur  intersectioD  coimniiiiey  et  par  suite ,  la 
longitude  du  nœud  de  rédiptiqae  fixe  ou  mobile  sur 
le  pian  invariable  qui  s  en  déduit ,  ne  peuvent  jamais 
être  déterminées  avec  une  précision  rigoureuse.  Ain- 
h\  ,  de  légères  erreurs  dans  les  observations ,  ou 
même  celles  qui  résultent  des  quantités  négligées 
dans  les  approximations  d'où  se  déduisent  les  élé- 
mens  du  mouvement  elliptique ,  en  produiront  de 
considérables  dans  le  rapport  de  deux  quantités 
2 . m^a{ I  — e*) sin (p sin ol  et  1m\/a{i — e*)sin<pcosa, 
vt  par  suite,  le  nœud  de  l'écliptique  sur  le  plan  fixe 
juirultra  avoir  beaucoup  varié,  sans  que  ce  nœud 
Mit  »ubi  des  déplacemens  considérables. 

lloui^usemcnt ,  dans  l'état  actuel  de  FÂstronomie, 
U  couAidératton  du  plan  invariable  est  peu  nécessaire; 
Muu  ulilité  pourrait  se  faire  sentir^  si,  après  lune  de  ces 
KrAudes  catastrophes  qui  bouleversent  quelquefois  les 
Maciéiés  humaines,  la  culture  des  sciences  venant  à  être 
interrampue  pendant  plusieurs  siècles,  à  l'époque  où 
la  civilisation  se  ranimerait,  on  voulait  connaître  les 
véritables  déplacemens  qu'ont  subis  dans  l'intervalle 
les  orbes  planétaires ,  indépendamment  des  mouve- 
mens  propres  qu'ont  pu  avoir  les  étoiles.  Mais  lors^ 
que  des  observations  faites  avec  la  précision  qu'elles 
ont  aujourdliui,  formeront  une  longue  série  de  phéno- 
mènes dont  la  suite  n'est  jamais  interrompue,  les  mou-" 
vemens  de  l'écliptique  et  des  équinoxes  pourront  se 
déduire  directement  de  la  théorie  et  de  l'observation; 
avec  toute  la  précision  nécessaire  pour  que  le  secours 
du  plan  ins^ariable  devienne  tout-à-fait  superflu.  On 
ne  voit  pas,  en  effet,  que  jusqu'ici  les  astronomes 
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ea  aient  fait  aticuD  usage*  Cepeadant,  la  découverte 
du  plaa  invariable  y  par  Laplace ,  n  en  doit  pas  moins 
être  regardée  comme  un  beau  théorème  d'analyse, 
déduit  des  lois  primordiales  du  mouvement ,  et  les 
formules  qui  le  déterminent  forment  entre  les  varia- 
tions séculaires  des  élémens  elliptiques  des  orbes  pla- 
nétaires y  de  nouvelles  équations  de  condition  qui 
seirvent  à  vériûer  leurs  valeurs. 

II 6.  Les.  variât  ions  séculaires  des  élémens  ellipti- 
queSyCn  se  dével(^pant  par  la  suite ^es  temps^  fourni- 
roatle  moyen  le  plus  exact  pour  déterminer  les  cor*- 
reclions  que  daivent  subir  les  masses  des  planètes.  Les 
valeurs  que  nous  leur  avons  supposées ,  déduites  de 
la  comparaison  d'un  grand  nombre  d'observations 
aux  formules  de  la  théorie ,  peuvent  être  déjà  regap-* 
dées  comme  très  approchées ,  et  sont  ce  que  l'on 
peut  attendre  de .  plus  exact  dans  l'état  actuel  de  là 
science.  La  masse  de  Mercure  j  déterminée  d'une 
manière  empirique ,  laisse  seule  beaucoup  d'incer^ 
titude  ; .  mais  cette  piasse  est  si  peu  considérable,  et 
les  effets  qu'^elle  produit  sur  les  mouvemens  des  autres 
planètes  sont  si  peu  sensibles,  qu'il  ne  peut  résulter 
de  son^  incorrection  que  de  très  légères  différences 
dans  la  théorie  des  inégalités  du  système  planétaire. 

Les  observations  de  la  plus  grande  élongation  du 
quatrième  satellite  de  Jupiter  faites  par  M.  Âiry  dans 
ces  derniers  temps,  ont  considérablement  augmenté 
la  masse  de  cette  planète,  déduite  des  élongations  du 
même  satellite  observées  par  Pound ,  contemporain 
de  Newton,  et  les  seules. qu'on  eût  employées  jus~ 
qu'ici  pour:  déterminer  la  valeur  de  cette  m^sse.  Il 
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était  à  désirer  que  ces  observations  fiassent  yërifiées 
avec  le  plus  grand  soin  ;  nous  ayons  appris  <{ue 
M*  Arago  s^en  occupe  en  ce  moment  ^  et  les  résul* 
tats  satisfaisans  qu'on  a  droit  d^attendre  d'un  obser- 
vateur si  habile ,  seront  d'un  heureux  augure  pour  la 
nouvelle  direction  qu'il  vient  d'imprimer  à  l'Observa- 
tpire  royal  de  Paris. 

Espérons  que  M*  Arago  étendra  ses  recherches  aux 
élongations  des  satellites.de  Saturne  et  d'Uranus; 
nous  savons  que  leur  observation  est  beaucoup  [dus 
difficile  que  celle  des  élongations  des  satellites  de 
Jupiter  ;  mais  c'est  la  un  point  délicat  sur  lecpel  les 
géomètres  ont  appelé  depuis  long-temps  l'attention 
des  astron<>mes ,  et  qui  ne  peut  rester  plus  long-temps 
indécis.  '         . 

L'observation  des  petites  planètes  mérite  aussi  de 
lixeir  l'attention  de  nos  astronomes.  Nous  avons  été 
devancés,  sur  cet  objet,  par  les  savans  de  Tautre 
côté  du  Rhin ,  et  ils  ont  déjà  recueilli  un  assez  grand 
nombre  d'observations  exactes,  pour  pouvoir  les 
comparer  aux  inégalités  déduites  de  la  théorie.  Le 
premier  avantage  qu'ils  en  ont  retiré,  est  une  correc- 
tion importante  dans  la  masse  de  Jupiter,  que  Fou 
avait  adc^tée  depuis  Nevrton. 

Mais  en  même  temps  que  TAstronomie  pratique 
va  remonter  parmi  nous  au  rang  qu'elle  a  jadis 
occupé,  et  que  des  obstacles  dépendans  des  localité 
avaient  pu  seuls  lui  faire  perdre  un  moment ,  nous 
ne  devons  pas  oublier  de  rappeler  qu'il  est  un  héri- 
tage que  les  fondateurs  du  Bureau  des  Longitudes 
ont  légué  a  leurs  successeurs^  et  qui   ne  doit  pas^ 
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péricliter  en  leurs  mains  ;  c'est  le  dépôt  de  nos  fables 
astronomiqnes.  Nous  avons  de  très,  bonnes  tables  dç$ 
mouyemens  de  Jupiter  et  Saturne  ;  les  tables  d^ra- 
nas^  de  Vénus ,  de  Mars,  de  Mercure  laissent  à  dé-* 
sirer.  Mais  avant  tout ,  et  comme  base  des  autres  tra- 
vaux ,  les  tables  du  Soleil ,  calculées  par  Delambre  ^ 
doivent  être  reprises  ;  nous  devons  à  notre  honneur  de 
ne  pas  nous  laisser  gagner  de  vitesse  sur  ce  point.  Pour 
effectuer  cette  entreprise^  le  Bureau  des  Longitudes  de 
France  ne  mani]ue  ni  dé  calculateurs  habiles,  ni  de  sa- 
vans  géomètres  pour  les  diriger  ;  les  tables  anciennes 
serviront  à  en  construire  de  nouvelles  plus  exactes  qua 
les  premières,  u  Ainsi  les  travaux  des  astronomes,  en 
s'ajootant  sans  cesse  à  ceux  des  astronomes  précédens , 
donneront  enfin  le  plus  haut  degré  de  précision  aux 
tables  astronomiques  et  aux  valeurs  dont  elles .  dé-- 
pendent  (*).  d 

Quant  à  noua,  nous  terminerons  ici  ce  que  nous 
avions  à  dire  sur  la  partie  de  la  théorie  du  système  du 
monde  qui  traite  des  ioégalités  planétaires.  Ce  sujet 
nous  a. déjà  fait  dépasser  les  limites  que  nous  nous 
étions  prescrites,  mais  sa  haute  importance  exigeait  ce 
sacrifice.  Nous  avons  exposé ,  dans  la  théorie  des  per»- 
turbations  des  planètes ,  les  méthodes  les  pkis  ingé- 
nieuses que  les  géomètres  aient  inventées  pour  les 
déterminer;  nous  avons  donné  ensuite  les  expressions 
numériques  de  toutes  les  inégalités  sensibles  qui 
peuvent  en  résulter  dans  les  mouvemens  célestes, 
en  employant  les  élémens  elliptiques ,  et  les  valeurs 

(f)  Mécanique  céleste,  livre  X. 
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dot  masses  les  {Jus  concordantes  avec  les  obserratîôns. 
L'exactitude  arec  laquelle  ces  formules  rei»«&entent 
ks  pins  andennes  (^servations  qui  nons  soient  pac^ 
venues,  montre  ffue  les  mouTemens  planétaires  ne 
sont  soaHÛs  à  nnlloaice  d'aucun  corps  étranger  au 
«yslèttc  solaire^  «*  V^  ^  stabilité  de  ce  système  est 
SD«is  c*  lapport  pai&itement  assurée.  La  grande  loi 
d»  TattractMMi  wuTCTsdle  suffit  à  tout  ;  il  n'y  a  pas 
WM  tttétfaKk»  des  naouTemens  célestes  qui  n'en  dé- 
nw  av«c  me  adpBÎralilcpRcisioa;-et  iMsqne,  dans 
«.X»  uioniiinim,  qaek[MS  uiomalies  étranges ,  qui 
^Mittblitwtfe  «dkappcr  •  tonte  explication,  ont  fiût 
tiknilw  4|wlq«K^ô«  de  son  cxMrtitvde  on  de  sa  gêné- 
MJift»  .  <m  «  bw«tôt  wcnn—  qoe  le  dé&nt  des  mé- 
t^v«k9  4«  l'ÛKW&ance  des  apyoaimrtions  avaient 
:j««W  Mkç^cW  d*«n  ne— iltfr  f  abord  les  causes- 
sint|4«$  <t  natunelles.  11  n'y  a  pas  bwg  temps  eacore^ 
umiqwes  geonètres,  povr  eapligner  h  différence  des 
T«l««n  de  la  masse  de  Jupiter  ,  didnitr--  du  calcnl 
d«3  in^alîtés  des  petites  plaoites  cl  des  cqnations  fon- 
damentales des  tables  de  M.  Bonvard,  avaient  sa|^>osé 
que  fattractiou  mutoeUe  des  planètes  ne  dépend  pas 
âeelemeot  de  lenn  masses  et  de levs  distances,  maïs 
encore  de  la  substance  du  corps  suer  lequel  elle 
s'exerce,  et  qn'ainn  il  était  nécessaire  d'emj^oyer 
ponr  Joptter  une  masse  difiërente  dans  le  calcul  des 
inégalités  de  Saturne  et  dans  celui  des  in^alités  de 
I^llas,  Junon,  €érès  et  Vesta.  Hais  les  obserra- 
tioDS  de  M.  Aiiy,  en  montrant  que  Fattractioa  de 
Jupiter  '^r  se8.satellile8  est  la  même  que  celle  qu'il 
exerce  sur  les  petites  planètes,  a  déjà  en  partie  ce- 


DU  SYSTÈME  DU  MCUtoK  S$j 

faté  cette  asserticm ,  et  le  nouveau  trayait  dont  s'oc- 
cupe M.  Bouvard ,  ne  laissera  bientôt  certainement 
auciin  doute  à  cet  égard.  Nous  ne  serons  donc  pas 
obligés  de  renoncer  à  Cette  admirable  simplicité  qui 
est  Fun  des  caractères  dîstiuctifs  de  la  grande  loi  dé- 
couverte par  Nevrton.  L'action  de  là  gravité^  en  rai- 
son directe  des  masses  et  inverse  du  carré  des  dis- 
tances ,  est  la  même  sur  tous  les  corps  ^  quelle  que 
soit  leur  nature  ;  elle  rend  compte  de  toutes  les  iné- 
galités du  mouviement  des  plauètes  et  des  satellites  ; 
elle  s'applique  avec  la  même  précision  à  la  déter- 
mination des  perturbations  des  comètes  ^  quoiqu'elles 
semblent  composées  de  substances  particulières;  en- 
fin y  si^  l'on.en  croit  les  idées  ingfénieuses  de  LapLafe 
sur  l'origine  du  système  planétaire,  cette { loi  est 
l'unique  agent  qu'ait  employé  la  suprême  intelli-i- 
gence  dans  la  création  du  monde  physique.  Ainsi, 
seule  elle  a  présidé  à  sa  formation ,  '  comme  seule 
elle  suffit  aujourd'hui  à  ses  mouvemens  et  à  |^ 
conservation.. 


FIN  DU  THOIESIÈMC  VOLUMF. 
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NOTES 


RELATIVES  AU  LIVRE  VI. 


NOTE  PREMIÈRE. 

SUr  Pexpressîon  de  la  fonction  perturbatrice. 

{Voyez  chap.  P'.) 

Four  simplifier  dans  lé  n?  i  du  Ihrre  YI ,  nous  avons  choisi 
pour  plan  de  projection  un  plan  passant  par  la  commane 
intersection  dès  orbiteades  planitcp  m  et  m'  ;  mais  il  est  aisé 
de  Toir  q^iie  TexpiPession  de  la  fonction  &  qui  en  résulte»  a 
cependant  toute  la  généralité  dont  elle  est  susceptible  »  ce  qui 
tient  k  ce  que  cette  fonction  ne  dépend  ^  comme  ou  l'a  yu» 
que  des  distances  mutuelles  de  m  et  m%  et  de  leur  distance  à 
l'origine  des  coordonnées  ^^  et  doit  être  par  conséquent  abso- 
lument indépendante  des  axes  auxquels  elles  sont  rappor- 
tées. 

En  effet,  soient  comme  dans  le  n®  i ,  chapitre  i**,  ^^  7*9  ^r 
les  coordonnée^  cectangulaîres  de  m  relatires.  à  des  axes  quel- 
conques, soient  x\j\  :i  les  coordonnées  de  m',  faisons 


et  désignons  par  t;  et  t/  les  longitudes  des  deux  planètes  m 
et  ni  comptées  respectivement  dans  leurs  orbites  »  à  partir  de 
leur  intersection  avec  le  plan  fixe  que  nous  supposerons  être 
celui  des  coordonnées  x  et  j*. 
En  nommant  i  Tinclinabon  de  l'orbite  de  m  sur  le  plan 
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fixe  9  et  8  la  longitude  de  son  nœad  ascendant ,  on  aura 

X  =  rcosScosi;-*  r  sinlcosismi;, 
j-  =  r sin  êci^sv  -f-  rcosS  cosi  sîn  v^ 
z  =  rsinisinv. 

En  nommant  fi'  et  f  ce  que  deviennent  I  et  i  par  rapport 
à  fn'j  ou  anra  de.néoiie 

x^  =^  r  cosl'cosi/-^  ysinfl'  cos/sinv'. 
.  j<  = /«in6'cost;'4-'''cosl'cosrsiav% 

*    »  ■  ■ 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  Texpression  de  ^^  on 
trouve 

f^=ir^^r^"^^r/zo^{f'^ti)cosvzow/ — 2r/cosi8În(l'-^)sîni;cost/ 

'  "  .  •   .     ' 

+  2n^cosf  sin  (9'  —  S)  cos  v  sin  v' 

—  flr/[cosicosi''co8(fl''i'-8)+sini  sin  r]  sint;sinl;^ 


On  voit  déjà  par  fette  exprçsrion  ^  qui  ne .  contient  que  Ya^ic 
0'— -0  compris  entre  les  nœuds  des  deux  orbites,  que  ^  et  par 
conséquent  la  fonction  R  ^  sont  indépendantes  de  la  droite 
d'où  lès  lon^tudes  sont  comptées  sur  le  plan  fixe. 

Pour  Introdilire  dans'  la  fonction  précédente  les  constantes 
qui  fixent  la  positibn  de  la  Commune  intersection  des  deui 
orbites,  j' observe  que  les  angles  v  et  v  étant  comptés  des  nceuda 
des  orbites  de  7?>et  de  i9i('\8i^;  le  ]^lan  fiixe»  si  Ton  nomme  II 
la  longitude  de  leur  feommune  intersection  comptée  sur  le 
plan  de  la  première ,  et  n'  cette  même  longitude  comptée 
sur  Torbite  de  m\  qu'on  désigne  par  v  et/  les  longitudes  des. 
deux.pli{|]:)èt^s  çpmptéfes  de  cette  m^m^.  df'oitç  et  sur  les  p^.^ 
de  leurs  orbites  respectives,  on  aura 

»  *    \  *    9  '  !,•  'jg  •  i 

Si  l'on  substitme  pour  vttt/  leUrt'valeiins'dans  l'tefpDôssioa 
ic  f*y  onann^ 


\ 
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^«=Bi*Hh»'*--aiv'[co<r-a)coi(n'-$0-co««'wn(y-«)iin(n'^)lc^ 

44r/[co«(y-a>m(n'.a>fco«^iin(y-fi)coi{ir-flO]coi(H-n-fl)sin 

—  arr" {[oot<€oii'oot(d'— a) -4- tinÎMii in  im (ir  — 90 

+  cdtîtm(r  — 9}coft(ir  —  ao}  ■inCf'+n  —  0)  ooti/ 

—  arr'  {^coi  i  coê  i'  coi  (6^—  $)  4-  fin  i  gin  fj  coi  (II'—  90 

—  coffiiiii(9'— 9)»n(If  —  9^}  ■""*  (ï'.+  n  — 6)iîn  •/. 

Considérons  le  triangle  sphérique  cotuptis- entre  les  plans 
des  orbites  de  m  et  m' ,  et  le  plan  fixe  ;  nommons  I  l'in- 
clinaison mutuelle  des  deux  premiers  plans  :  Il  —  S  ,  ïf  —  1^, 
et  6^»- 9,'  seront  les  trois  côtés  de  ce  triangle  ^  et  i86* — i, 
£  et  I  les  angles  respectiyement  opposés  à  chacun  d'eux.  Par 
les  formules  de  la  Trigonométrie  sphérique ,  on  aura 

cos  (n  —  6)  =cos(l'—9)cos(n'— <)—«>"''»»(•'— 9)«n(ll'— y), 

cosT8in(n-e);=cos(9'— •)sin(n'— l'j+cosi^sinCl'— e)cos(n'— 0> 
cosMin(n— e)=sin(ô'-^)co8(n'— O+cowV^C^— fl)»i»(n'— S'), 
sinisin(n— 4}s=  sin  f  sin  (n'  — -  0 , 

cos  I  s=  cosîcos  r  +  sini  sin  l' cos  (l'  —  9) , 
cds(n'— 9') = cos(l' — l)cos(n — 9) + co8ï8in(6'— l)sin(n— I). 

.  En  Tertude  ces  relations,  le  coefficieut  de.  •^••.* 

—  arK  cos  (f  +  n  —  9)  cos  v\  dans  Texpjcession .  de  f  ' ,  se  réduit 
à  cos(Il—  é)  ;  le  coefficient  du  temse  +2rr  cos(i'4*n*^9jsiB  v\ 
se.  réduit  ^  cosIsin(n-^9),  lecoefficient  du  terme..;*** 
; — ar/  sin (tf-f*n-^9) ços./  peutVécrire  ainsi 

cos  iXsin(9'  —  e)cos  (n'  —  O  +  cosi'cosCS'-^  9)sin(n'  —  90] 

+  Aà  I  sin  f  sin  (n'  —  9^) , 

qui  j  en  ver^  de»  relations  précédenjtes  deyient 

cos^/sin  (n — t)  +  sitt*  » siûflï  —  S) ,  bu  simplement  sîn(n — 6). 

Enfin,  le  coefficient  du  dernier  terme  de  la  même  fonction, 
multiplié  par  cos  (1^—9) ,  peut  prendre  cette  forme 

[cos  s cqs  i'  +  sin  / sîn/?cos  (•'—  ft)]  cos  (n'  t^  O 

— cosi8În(l'— 9)[co8(y— OMn(n— 0+cosi'sin(9'-«)cos{n'-9')), 


y 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE:  54i: 

ou  bien 

co8l[co8(I/  —  0  — co8r8m(9'-~0)nn  (n— I)]. 

En  sabstitnant  pour  co8(n'  ^-0^)  8a  valeur ,  et  divisant  par' 
C08  (6^  —  â)  le  résultat ,  on  voit  que  le  coeffideut  clierdiése 
réduit  à  cos  I  co8(n  — -  0). 

On  aura  donc  ainsi 

«  • 

f^-:=Lf^'\'  i'*— ^r/cos(n— I) co8(v4-n-r*^cos i*'- 
-f-  iirr'  cosi  8in(n — J)  co8(«'4-n— 8)sinf '. 

—  ar/  sin(n — fl)sin(i'  +  n  —  0)co8/ 

—  ar/  cos  1  cos  (n — 6)  sinCi'-HIl  —  9)  sin  \/ . 

Ou  eiTréduisant 

f  *  =  r*  -f-  /•  — -  arr^cos  y  cos  y  —  vi^  cos  I  sin  y  sin/. 

On  voit  que  cette  valeur  ne  dépend  plus  que  derineli*- 
naîson  mutuelle  des  deux  orbites ,  et  de  la  position  respective 
de  m  et  de  m' relativement  à  leur  commune  intersection. 
Cette  expression  est  identique  avec  celle  que  nous  avons 
trouvée  n**  i.  Si  au  lieu  de  compter  les  longitudes  de  la 
commune  intersection  des  deux  orbites ,  on  voulait  leur  don- 
ner une  origine  quelconque ,  il  suffirait  de  retrancher  de'  y 
et  y'  les  angles  n  et  n'  qui  expriment  la  longitude  de  cette 
intersection,  comptée  respectivement  sur  les  plans  de  chacune 
des  orbites. 


'/ 
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NOTE  IL 

Sur  les  formules  qui  déterminent  les  variations  de 
FincliiUiison  et  des  nœuds.  (Fbjrez  page  ^24.) 

On  peat  aniter  d'une  antre  manière  aux  formoles  du  n®  4i 
livre  VI. 
En  efel,  tumm 

xssrco8(v— ^oe),  j*=srsîn(i^— «)cosf ,  z=r8in(i'— «)siii^, 

• 
les  angles  m  et  J  désignant  les  longitudes  de  rintersection 
commune  des  deux  orbites  comptées  respectivement   l'une 
sur  le  plan  de  Torbite  de  m ,  l'autre  sur  le  plan  de  l'orbite 
de  m*. 

Si  Torlùte  de  m  est  supposée  très  peu  inclinée  au  plan  fixe 
des  X  et  des  jr^  et  qu'on  n^lige  le  carré  de  l'inclinaison  f  de 
ces  deux  plans ,  les  coordonnées  x  et  j^  seront  indépendante! 
de  f  y  et  si  l'on  fait 

p  sa  sittf  rinee,      q  sr  sin^cos*; 
dVù  l'on  conclut 

-   =  ^smt'  —  pcosi»; 


on  aura  simplement 


dK  dK 

_  =  _rcos.^, 

dR  dR 

dq  dz 


(1) 


En  di£férentiant  la  valeur  de  R,  et  en  fiiisant  dans  la 
différentielle  zaso,  ce  qui  est  permis  lorsqu'on  prend, 
comme  nous  le  ferons,  pour  plan  de  projection  celui  de  For* 
bite  primitive  de  m,  et  qu'on  néglige    le  carré  des  forces 
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perturbatrices,  on  a 


dK  ,  ,  (\  I  \ 


Si  Ton  nomme  y  riodinaison  mutnene  des  deux  orbites  à 
l'instant  que  Fon-  choisit  pour  époque ,  et  n  la  longitude 
de  leurs  nœuds,  en  prenant  le  plan  de  l'orbite  de  m  pour 
le  plan  fixe  auquel  on  rapporte  les  mouvemens  des  deux  pla- 
nètes ,  on  aura  y==  f'  et  ii=:«^  asIT.  Par  conséquent 

z*  =  /  sin  (i''  —  n)  sin  y. 

Si  Ton  substitue  cette  valeur  dans  -j- ,  et  qu'ensuite  on 
remplace  -r-  par  sa  valeur  dans  les  équations  (i) ,  on  aura 

—  =  —  m'ï-j— — 3jrr  8inysm</ —  n)cost^, 

-—  =       m'I— r  — -7?  |rKsinysin(i/  —  n)sinv. 
dq  \f       r^J 

Maintenant,  par  la  substitution  de  la  valeur  de  V|  on  a, 
n*»!,  page  4, 

^*s=sr*+/* — arKcos(i/— t'jcos'îy —  un'txsfsty  -f-  i^— an)ffiin4y- 

On  a  d'ailleurs 

d'où  l'on  tire 


„  .„     «m    <fli  A    <a    rfRrff    rfR    </R  A 

On  a  daaieurs^=^  ^^  ^  =  ^^'  5d=7Ç  dd} 


on  trouvera  ainsi 


k 
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5="^(7r-7:)"'[™t''-'')««'îï—"''(''+—»nj  •!"•;>]. 

MnDUnaBt,  ti  l'on  mnltiplie  la  première  de  ces  valenn  pu 
tangîyoïMll,  la  seconâe  par  ~. — ,  la  troisièmcjur  àaU, 

et  qa'oa  les  ajoute;  ^'oa  multipliG  ensuite  la  prenûère 

1  1  sinn    , 

par  taaf  ;  y  an  n ,   la  aeconae  par  -: —  ,  la  troisiëine  pu 

■^cM  n  ,  et  qa'on  In  ajoute',  on  trouvera 
on  ama  par  conséquent 

Par  les  formules  dnn*  44»  livre  II,  ona 
On  aura  doue  enfia 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  545 

On  fera  coïncider  ces  formules  avec  celles  du  n®  4»  ^^  ^^ 
servant  que  les  longitudes  sont ,  dans  ce  numéro  ,  suppo- 
sées comptées  de  l'intersection  des  deux  orbites,  ce  qui  donne 
n  =  o  ;  qu'à  la  variable  y  on  a  substitué  la  variable  A  dé- 
terminée par  l'équation    i-»cosy=^A*^   ce    qui    donne 

dK  ,    dK  .         .,,  ...        dK      dK  ,  dK 

-r— =  cosî>-;-,  et  ou  on  a  d  ailleurs -r- = -t- +  ^-« 
dy  *^  dx^       ^  dif        dt       dm 
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NOTE  m. 


*»       I 


Sur  les  fonctions  elliptiques.  {Voyez  page  87.  ) 

Si  Ton  fiât  x  =  sinf ,  ^=:  sin  f\  la  différentielle  de  l'équa- 
tion (C)  dèriendra 


Soit  x^^^T===  ,  ce  qui  donne 
•  i— cV 

^•j^— (^•  +  c'*«'lr*  +  a:*  =  o.  (2) 

£ft  diAârcntîuit  cette  équation  on  trouve 

jrdy       dx 

00  bien  en  sobstitoant  pour  x  sa  valeur 

S  Ton  multiplie  par /•  les  deux  membres  de  cette  équation, 
en  vertu  de  l'équation  (i)  on  aura 

^ fik^dx 

Mais  de  Téquation  (2)  on  tire 

Par  conséquent 

^«  1/ 1  _  x"^l/7— c*x*  ""  V^Ô^  c''a»)*  —  4ie«i?' 

Si  Ton  compare  les  dénominateurs  dans  les  deux  membres, 
on  aura 

2         ' 
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d'où  Ton  tire 


c 


r 


r^"» 


f^^X/c 


V/c  1-f-C 

On  aura  donc  ainsi  pour  ^  et  c'  des  valeurs  réelles ,  et 
l'équation  (i)  pourra  toujours  être  satisfaite.  Si  pour  x  et  j* 
on  substitue  leurs  valeurs  dans  l'expression  de  ^ ,  on  aura 

Msin^'cos^'  ,       si^c  c' 

valeurs  qui  satisferont  à  Féquation  (C) ,  n^  22 ,  ainsi  que 
nous  Tavons  supposé. 


35.. 
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NOTE  IV. 

Sur  la  stabilité  du  système  planétaire*  {Voy.  p.  227.) 

Oq  a  entre  les  excentricités  et  les  tangentes  des  inclinaisons 
des  orbes  planétaires  les  équtftions  de  condition  suivantes  : 

e^'mS/a  4-  e'^m' ^'a  +  e''*w!' ^^If  +  etc.  =  C,  1 

tang'^m  y/a+Xm^'p'm'  V^7^  tangVm"  \/?+etc.=iC'.  j 

Lagrange  y  dans  le  n?  102  de  la  section  VU  de  la  Mécanique 
analjriique,  dit  :  «  Il  suit  de  là  que  si  les  excentricités  des  or- 
bites (et  par  conséquent  les  tangentes  des  inclinaisons) 
qui  appartiennent  à  des  masses  très  grandes  sont  une  fob 
très  petites,  elles  le  seront  toujours,  ce  qui  est  le  cas  de 
Jupiter  et  de  Saturne  ;  mais  celles  qui  appartiennent  à  des 
masses  très  petites  pourront  croître  jusqu'à  Tunité  et  au-delà, 
et  Ton  ne  pourra  déterminer  leurs  véritables  limites  que  par 
l'intégration  des  équations  différentielles  qui  les  déterminent.  » 

Cette  remarque,  que  j'ai  développée  avec  détail  n^  56, 
parait  avoir  été  mal  saisie  par  Laplace,  qu'il  est  si  rare  de  trou- 
ver en  défaut.  En  effet ,  après  l'avoir  reproduite  dans  le  n®  2 , 
livre  XY  de  la  Mécanique  céleste,  il  ajoute  :  «  Lagrange  en 
conclut  que  l'on  ne  peut  être  alors  assuré  que  les  excentricités 
conserveront  toujours  une  petite  valeur  qu'e/i  résonant  Véqua^ 
tion  algébrique  qui  détermine  les  coejfficiens  du  temps  dans  les 
sinus  et  cosinus  des  expressions  de  e  sin  m ,  e  cos  &y  e'  sin  m\  etc., 
et  en  s' assurant  que  les  racines  de  cette  équation  sont  toutes 
réelles.  Mais  si  ce  grand  géomètre  eut  considéré  ce  que  j'ai  dit 
dans  le  n®  67  du  livre  II  de  la  Mécanique  céleste,  il  aurait  vu 
que  sans  recourir  à  cette  résolution  je  démontrais  que  les  ra- 
cines sont  toutes  réelles  et  inégales.  » 

Or,  d'après  la  manière  dont  Laplace  traduit  l'observation  de 
Lagrange ,  il  est  évident  qu'il  n'en  a  pas  apprécié  toute  la  por- 
4ée.  ^A^ffet,  Lagrange  ne  dit  pas  qu'il  suffise ,  pour  que  les  ex- 
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centricités  et  les  inclinaisons  soient  toujoars  très  petites ,  que 
Téquation  dont  il  est  question  ait  toutes  ses  racines  réelles  ; 
mais  bien  qu'il  faillut  que  les  valeurs  des  excentricités  et  des  in- 
clinaisons, données  par  l'intégration  des  formules  différent- 
tielles  qui  les  déterminent,  demeurent  toujours  très  petites ,  ce 
qui  exige  que  la  seconde  condition  énoncée  n^  56,  livre  YI, 
soit  aussi  satisfaite ,  comme  nous  l'avons  fait  voir  dans  le  nu- 
méro cité.  La  réfutation  de  Laplace  tombe  donc  à  faux ,  puis- 
qu'elle ne  s'applique  pas  à  l'observation  de  Lagrange  prise 
dans  son  véritable  sens. 

Quant  au  passage  de  la  Mécanique  céleste  cité  par  Laplace , 
nous  en  avons  reproduit  l'esprit  dans  le  n**  65  du  livre  II  ; 
mais  puisque  l'occasion  s'en  présente ,  nous  ferons  sur  ce  sujet 
une  observation.  Si  l'on  relit  avec  attention  le  passage  cité  de 
la  Mécanique  céleste  ,  et  qu'on  se  demande  ensuite  quelles 
sont  les  vraies  conséquences  qu'on  en  doit  tirer^oo  concliira» 
il  me  semble,  que  pour  satisfaire  aux  équations  de  condi- 
tion (a) ,  l'équation  que  nous  avons  désignée  par  X  =  o  dans 
le  n**  56,  livre  YI ,  doit  avoir  toutes  ses  racines  réelles  et 
inégales,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  pour  que  les  ex- 
centricités et  les  inclinaisons  ne  puissent  pas  croître  indéfini-* 
ment ,  il  faut  que  cette  condition  soit  nécessairement  satis- 
faite 'y  or ,  n'est-ce  pas  ce  que  l'on  sait  d'avance  par  la  forme 
même  des  valeurs  des  excentricités,  et  des  inclinaisons,  et  n'est- 
ce  pas  une  espèce  de  cercle  vicieux  dans  lequel  on  tourne  sans 
rien  prouver?  C'est  seulement ,  selon  moi ,  de  l'équation  algé- 
brique X  =  o  que  Ton  peut  déduire  la  preuve  que  la  première 
des  conditions  nécessaires  à  la  stabilité  du  système  planétaire 
est  satisfaite  ;  et ,  ce  qui  serait  à  désirer,  c'est  que  par  la  seule 
inspection  de  la  formation  analytique  de  cette  équation ,  on 
pût  démontrer  la  réalité  et  l'inégalité  de  ses  racines  ;  mais  cela 
paraît  très  difficile  lorsqu'on  considère  à  la  fois  le  système  des 
sept  planètes  principales ,  et  jusqu'à  ce  qu'on  y  soit  parvenu , 
la  résolution  numérique  de  cette  équation  est  le  seul  moyen  de 
s'assurer  de  la  réalité  de  ses  racines ,  comme  je  l'ai  &it  n**  ga 
du  livre  VI , 
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NOTE  V.  (Foir  page  548.) 

Moyens  mouvemens  sidéraux  des  planètes  pour  une  armée 
julienne  de  365^  j^  ou  valeurs  de  n,  n',  etc. 

Mercure n   =  538 1 016^^,53 

Vénus n'  =  2106641,4^ 

La  Terre n*  ssb  1296977,37 

Mars n"  =1    689051,08 

Jupiter n>^=     109256,59 

Saturne n^  s=s      4^9969^^^ 

Uranus.  • .  •  •  •  n^' ss      i5425,49 

d'où  Ton  a  conclu  $ 

Distances  moyennes  des  planètes  au  Soleil  ou  demi^  grands 

axes  de  leurs  orbites» 

Mercure a  =  0,38709888 

Vénus a'  sa  0,72333228 

La  Terre a"  ^=:  i  ,00000000 

Mars â*=  1,52369210 

Jupiter a>^=  5, 201  i5S24 

Saturne a ^  =  9963797320 

Uranus «^'=19,18251740 

Telles  sont  les  râleurs  des  moyens  mouvemens  et  des  dis** 
tanees  moyennes  qui  résultent  des  tables  astronomiques  les 
plus  récentes  ;  ce  sont  celles  qu'on  aurait  du  employer  dans 
le  calcul  des  perturbations  planétaires  :  mais  en  les  com- 
parant aux  valeurs  que  nous  avons  adoptées  n®  88,  on  voit 
qu'il  n'en  peut  provenir  dans  les  résultats  aucune  dififérence 
sensible.  Les  valeurs  des  autres  élémens  des  orbites  elliptiques, 
relatifs  à  Tannée  1800 ,  que  nous  avons  prise  pour  époque, 
n'ont  besoin  d'aucun  changement. 
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NOtES  DIVERSES. 


Sur  la  comète  de  1 769. 

L'e'poque  qui  s'approche  du  retour  tle  cette  comète  à  son 
périhélie  donne  un  intérêt  pour  ainsi  dire  de  circonstance  à  sa 
théorie.  Quelques  géomètres  se  sont  étonnés  que  les  élémens 
de  Forbite  pour  i835,  que  j'ai  donnés  n®  4?  ^^  \\ytc  III ,  ne 
coïncidassent  pas  avec  ceux  que  j'ai  présentés  dans  la  Connais^ 
sance  des  Tems  pour  i833  ;  mais  ils  ont  sans  doute  oublié  que 
les  résultats  rapportés  dans  le  livre  III  sont  ceux  qu'a  obte- 
nus M.  Damoiseau,  comme  je  l'ai  annoncé  n®  4u  ^^^^^  ^\\^r 
tandis  que  dans  la  Connaissance  des  Tems  j,'ai  ^senté  ceux 
de  mes  propre&cakuls.  Ce  qui  m'a  engagé  à' recourir  au  travail 
de  M.  Damoiseau  pour  les  efemples  numérique^  que  je  vouIais^ 
donner,  c'est  que  cet  astronoi|[ie  avait  ^oopt^é Ja  division  ^era- 
gésîmale  du  cercle,  que  j'ai  suivie  dans  tout  le  cours  de  cet  ou- 
vrage, tandis  que  dans  mon  mémoire  sur  ce^ujet  j'ai  préféré,, 
pour  la  commodité  dû  calcul,  la  division  décimale.  Ce  mémoire 
va  enfin  paraître  dans  la  collection  de  l'Académie  des  Sciences,, 
tome  YJ  {Sa\fans  étrangers)  ;  j'en  ai  extrait  les  résultats  sui- 
vans ,  convertis  en  secondes  sexagésimales,  et  qui  proviennent 
des  dernières  corrections  que  j'ai  fait  subir  aux  masses  pertujr- 
batrices,  et  des  altérations  relatives  à  l'action  de  la  Terre ,  que 
je  n'avais  considérée  qu'à  partir  du  périhélie  de  1759,  et  dont 
l'influence  sur  la  comète  pendant  les  trois  mois  qui  ont  pré- 
cédé ce  passage  ,  quoique  moins  forte  que  cellç  qu'elle  a  exer- 
cée pendant  les  trois  mois  qui  l'ont  siûvi,  sera  pourtant  assez 
sensible,  sur  la  durée  de  la  période  actuelle,  pour  qu'on  en 
tienne  compte.  Il  faut  rectifier,  sur  ce  point,  ce  que  j'ai  dit 
dans  la  note  Y  du  tome  II  de  cet  ouvrage. 

En  partant  des  élémens  résultant  de  la  discussion  des  ob- 
servations de   1682  et  de  1759,   faite  avec  grand  soin  pac 
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Burckhardt  (*) ,  et  en  employant  pour  les  masses  de  Japiter^ 
Saturne  et  Uranus  les  yaleors  que  nous  avons  adoptées  n®  87, 
liyre  YI,  j'ai  trouvé  par  le  calcul  des  perturbations  que  la  co- 
mète a  subies  dans  l'intervalle  des  passages  de  1682  et  i  ^Sg  i 

Altéra tioni  de  PanomaUe  Alteratioas  da  moyexk 

moyenne.  mouTement  diame. 

IP +  i7oio*,48  +0^336854 

T) 4-  393,76  +  o,o2833& 

]$[ +  339,20  -f- 0,013963 

$ »  -*  o,oo65o2 

+  17743,44  +  0,372651 

Le  moyen  mouvement  au  périhélie  de  1682  aura  pour  ex- 

.       36o*— ZiTÇ 

pression — 2  nommant   donc  71,   on  aura 

27937 

71= 45^,75496  ;  et  en  nommant  n'zssn  -f  ^in  le  moyen  mou- 
vement diurne  au  périhélie  de  1759,  on  aura  7t'  =  46''yi276». 

Le  calcul  des  perturbations  pendant  la  période  de  1769  jus- 
qu'au prochain  retour  m'a  donné  ensuite  : 

Altérations  de  l'anomalie  Altérations  dn  moyen 

moyenne.  monvement  diom*. 

Tp +  1 356^,94  +  0^,3978441 

T> *.  4-  1979,27  —  0,0889308 

^.......  +    129,23  +0,0091954 

% +     721,47  +  a,  0258207 

-f-  4^86,91.  +  0,3439294 

En  nommant  T' l'intervalle  entre  le  pa3sage  au  périhélie  de 
1759  et  le  prochain  retour  au  même  point  de  son  orbite,  on 
aura 


têm 


{^)  Connaissance  des  Tems  ponr  iSig^ 
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T  =  ^^' 7  ^^  =  ^8003^3,' 
n 

ce  qui ,  à  compter  du  12,6  mars  1759  9  origine  de  la  période, 
répond  au  12,6  novembre  i835,  ou  bien  au  i3,i  novembre,  le 
jour  étant  compté  de  minuit. 

M.  Damoiseau  a  fixé  ce  passage  au  4982  novembre  i835.  Je 
me  suis  assuré  qu'en  introduisant  dans  ses  calculs  les  correc- 
tions nécessaires  pour  ramener  les  valeurs  des  masses  qu'il  a 
employées  à  celles  qui  sont  aujourd'hui  généralement  adop- 
tées, il  n'en  résulterait  aucune  altération  notable  dans  les  ré- 
sultats. La  différence  de  8  jours  qui  existe  entre  nous  tient 
donc  uniquement  à  celle  des  élémens  elliptiques  dont  nous 
sommes  partis ,  et  à  la  marche  des  calculs. 

Le  moyen  mouvement  diurne  à  l'instant  du  passage  sera  de 
46",  12761  +  o'',343929=;  46'S47'539,  et  le  demi-grand  axe 
correspondant  i7",99755. 

Pour  déterminer  les  autres  élémens  de  l'orbite  elliptique  à 
la  même  époque ,  le  calcul  des  perturbations  pendant  l'inter- 
valle de  17^9  jusqu'au  prochain  retour  m'a  donné  : 

Altérations  de  F  excentricité,  du  périhélie  et  des  variables  qui 
déterminent  F  inclinaison  et  la  longitude  du  nœud, 

lit  1^  sin  9  sin  8  sia  9  cos  9 

ip... —  o, 0003579^  —  85o"i8  —  0,00073447  '^  0,0034^96 

Î)..,H-  0,00034304  —    84,55  —  o,oooîo4io  —  o,ooo3o874 

i|i... —  o,oooo!i658  —    a3,ii  —0,00000766  H- o,oooo25g3 

—  o, 00004 i5o        —  9^7 > 84         —  0,000846^3         —  0,00370777 

L'excentricité  de  l'orbite,  d'après  les  élémens  que  nous 
avons  adoptés,  en  1759,  était  0,9675571  ;  on  aura  donc  pour 
l'excentricité  en  i835,  0,9675571 — 0,0000415=0,9675156. 

Les  valeurs  de  sin  ^  sin  ^  et  sin  ^  cos  ^  supposent  que 
l'on  a  pris  pour  plan  fixe  celui  de  Torbite  de  la  comète 
en  1759.  On  en  tire,  pour  l'inclinaison  et  pour  la  longitude  à\k 
nœud  ascendant  de  l'orbite  mobile  sur  ce  plaui 

9  =  12' 64%      ô  =  167»  8' 3&". 
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La  petitesse  des  valeurs  de  sin  p  sin  9  et  sin  f  cos  9  fait  que  la 
valeur  de  l'angle  8  peut  laisser  beaucoup  d'incertitude.  (  Foir 
ce  que  nous  avons  dit  à  cet  égard  n®  1 15 ,  livre  VI.  ) 

On  a  d'ailleurs  pour  le  mouvement  direct  du  périhélie  par 
rapport  aux  fixes  , 

2^^  =  -  957%84  ; 

d'où,  en  considérant  le  triangle  intercepté  sur  la  sphère  céleste, 
entre  l'orbite  de  la  con^ète  en  1759,  son  orbite  troublée  et  l'é- 
cliptique  vraie,  on  conclura  pour  i835  : 

Inclinaison  de  l'orbite  de  la  comète  à  l'écliptique.    17^  44^  94' 

Mouvement  direct  du  nœud  ascendant •  .       35.44 

Distance  du  nœud  ascendant  au  périhélie. ^49*   '  *4^ 

En  ajoutant  à  l'altération  du  nœud  1^4'^''  pourlaprécess^pn 
des  équinoxes  dans  l'intervalle  de  76  ans,  on  aura  sa  variation 
par  rapport  à  l'équinoxe  mobile.  La  longitude  du  nœud  en  1 7  Sg 
était  53°  5o'  1 1*  ;  elle  sera  donc  au  prochain  passage  55**  3o';  et 
en  réunissant  les  résultats  précédens ,  on  formera  le  tableau 
suivant  des  élémens  de  Torbite  de  la  comète  à  son  retour  au 
périhélie  de  i835. 

Élémens  de  la  comhte  en  i835. 

Instant  du  passage  au  périhélie ,  i3  novembre  i835. 

Demi*grand  axe 1 7 >99755 

Excentricité .0  ,g£Î75i56 

Lieu  du  périhélie  sur  l'orbite. 3o4^3i'  ^V 

Longitude  du  nœud  ascendant 55  .Sp' 

Inclinaison  de  l'orbite  à  l'écliptique I7.44«24 

Sens  du  mouvement,  rétrograde. 

C'est  d'après  ces  élémens  que  M.  Bouvard  a  copstruit 
l'éphéméride  qui  se  trouve  dans  la  Connaissance  des  Tenu 
pour  1837. 
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Du  plan  invariable  du  système  du  monde* 

Nous  ne  comptions  pas  revenir  sur  cet  objet ,  mais  une  note 
insérée  par  M.  Poinçot  dans  la  6*  édition  de  ses  Été  mens  de 
Statique,  prouve  qu'il  ne  fait  aucun  compte  des  observa- 
tions qu'ont  provoquées  les  objections  élevées  par  lui  contre 
la  théorie  du  plan  invariable  selon  Laplace  ;  il  est  donc  néces- 
saire de  rappeler  encore  une  fois  toutes  les  raisons  qui  nous 
forcent  à  persister  dans  notre  opinion  (*), 

Sans  nous  arrêter  aux  argumens  de  nos  adversaires,  que 
nous  pourrions  appeler  purement  spéculatifs,  attachons- 
nous  à  ceux  qui  peuvent  se  traduire  en  nombres ,  car  ce  sont 
les  seuls  qui  soient  sans  réplique  dans  de  pareilles  discussions  : 
mettons  d'abord  de  notre  côté  l'autorité  des  chiffres;  la 
question  sera  bientôt  tranchée. 

«  Je  vais ,  dit  M.  Poinsot  en  parlant  du  plan  invariable  de 
,  Laplace ,  montrer  que  ce  plan  invariable  varie.,  que  sa  varia- 
tion n'est  pas  extrêmement  petite ,  comme  on  pourrait  croire, 
mais  qu'elle  est  du  même  ordre  que  la  précession  des  équi- 
noxes,  mouvement  sensible  dans  le  ciel ,  etc. 

»  Pour  faire  voir  sans  calcul ,  de  la  manière  la  plus  évidente, 
ce  défaut  des  formules  de  M.  Laplace,  il  n'y  a  qu'à  l'appliquer 
au  cas  le  plus  simple  de  tous,  celui  où  le  système  ne  serait 
composé  que  de  deux  corps. 

»  Ne  considérons  donc  que  la  Terre  et  le  Soleil ,  et  suppo- 


(*)  Il  doit  être  bien  entenda  qu'il  n'est  ici  question  que  delà  théorie  du  plaa 
invariable,  et  cela  ne  change  rien  à  ce  que  nous  avons  dit  n^  ii5,  livre  VI,  rela- 
tivement à  son  utilité  pratique.  ?lous  n'examinerons  pas  non  plus  la  question 
sous  le  rapport  des  difficultés  astronomiques  que  présenterait  la  détermina- 
tion du  plan  que  Ton  a  proposé  de  substituer  an  plan  irufariahle  de  Laplace. 
Celui-ci  est  toujours  facile  à  retrouver;  la  position  du  plan  maximum  des 
aires  dépend  au  contraire  de  quantités  qui  nous  seront  toujours  înconnufis. 
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sons  même ,  afin  de  rendre  la  chose  plus  manifeste ,  que  le 
Soleil  soit  parfaitement  sphérique ,  qu'il  ne  tourne  pas  sur  son 
axe ,  et  que  son  centre  agisse  exactement  comme  un  point  où 
toute  la  masse  serait  concentrée. 

»  Par  les  formules  de  M.  Laplace,  il  est  évident  que  le  plan 
invariable  serait  le  plan  même  de  Torbite  de  la  Terre ,  ou  ce 
qu'on  appelle  le  plan  de  Vécliptique,  de  sorte  que  ce  plan  se- 
rait immobile  ou  toujours  parallèle  à  lui-même  dans  F  espace. 
Or,  je  dis  que  dans  ce  cas  les  nœuds  de  l'écliptique  sur  un  plan 
fixe  varieraient  d'une  manière  très  sensible,  n 

J'ai  cité  l'objection  tout  entière  pour  qu'on  ne  puisse  pas 
m'accuser  d'en  avoir  affaibli  la  valeur.  Je  pourrais,  pour 
toute  réponse ,  renvoyer  au  n"  86  du  livre  VI ,  où  cette  ob- 
jection avait  été  comme  devinée,  mais  puisqu'on  insiste,  in- 
sistons. 

En  conservant  toutes  les  notations  du  n®  cité  et  en  n'ayant 
égard  qu'à  l'action  du  Soleil  sur  la  Terre ,  regardée  comme 
un  ellipsoïde  homogène,  en  nommant  ç  et  Çi'  les  inclinaisons 
respectives  de  l'écliptique  et  de  l'équateur  sur  un  plan  fixe 
quelconque  ^  6  et  f  les  Icm^iudes  de  leurs  nœuds  sur  le  même 
plan,  les  équations  (3),  b?  86,  donneront 

m{/a{i — c*)  cos^  +  C^cos^'=/,  ) 

m  ^ a  (i  —  e*)  sin  ^  cos  fl  —  C^  sin  ^'  cos  fl'  =  /',   /    (i) 

m^a{\ — e*)sin^sin8  —  C^  sinf'sinô' =/'.    î 

Supposons  que  le  plan  fixe  passe  par  l'intersection  com- 
mune de  l'équateur  et  de  l'écliptique  ou  par  la  ligne  des  équi- 
noxes ,  et  qu'il  partage  l'angle  ^  +  ^'  que  forment  entre  eux 
ces  deux  plans ,  de  manière  qu'on  ait 

mV/a  (i  — e*)  sin  ^  —  G«  sin  ^'  =  o.       (a) 

Les  deux  dernières  équations  (i)  donneront  d  =  S',  et  par  suite 
^=0,  /'=:o,  c'est-à-dire  que  le  plan  dont  il  s'agit  sera 
le  plan  maximum  des  aires  ou  le  plan  rigoureusement  in- 
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variable  dans  le  système  que  nous  considérons;  et  si  l'on 
nomme  y  =  ^-f-^'  l'obliquité  de  récliptique»  en  élevant  au 
carré  l'équation  (2)  et  la  première  des  équations  (i)^  et  en  les 
ajoutant  on  en  tirera 

COS  y  zz  y.  ■  ■     — "• 

Si  Ton  néglige  le  carré  de  l'excentricité  e  de  l'orbe  terres- 
tre ,  le  second  membre  de  cette  équation  se  réduit  à  une  cons- 
tante ;  l'obliquité  de  l'écliptique  ne  variera  donc  pas  ;  et 
comme  les  équations  (i)  et  (2)  donnent  encore 

COS  0    =  ^ 1-5 , 

cos^    =: ^— ., 

2TOa(i  — e')/  * 

les  angles  ^  et  ^'  seront  également  constans.  Ainsi  donc ,  dans 
ce  cas  f  l'inclinaison  de  l'équateur  et  de  l'écliptique  sur  le  plan 
fixe  et  leur  inclinaison  mutuelle  seront  constantes ,  et  ces  trois 
plans  auront  toujours  une  intersection  commune.  Cette  in- 
tersection ne  sera  pas  fixe ,  mais  dans  son  mouvement  elle  ne 
quittera  pas  le  plan  maximum  des  aires  et  ce  mouvement  sera 
uniforme.  Il  est  facile  de  se  représenter  le  mouvement  d'un 
pareil  système  en  imaginant  que  les  pôles  de  l'équateur  et  de 
l'écliptique  tournent  autour  du  pôle  du  plan  principal  de 
projection,  de  manière  à  ce  que  la  ligne  des  équinoxes  demeure 
toujours  sur  ce  plan;  cependant  le  plan  de  l'écliptique  res- 
tera toujours  très  peu  incliné  au  plan  fixe ,  et  par  conséquent 
à  très  peu  près  parallèle  à  lui-même.  En  effets,  en  négligeant 

le  carré  de  e,  et  en  observant  qu'on  a  ^/a  =  «•/!,  n  étant  le 
moyen  mouvement  de  la  Terre  dans  son  orbite,  Féquation  (2) 
donne 

ma*7i  sin  ^  =  C«  sin  ^\ 
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Ed  nommant  D  le  rayon  de  Téquateur,  on  a  Cc=:|mD*, 
et  par  le  n**  86 ,  livre  YI ,  on  a 


Î-- —  =  o,oooooo253qQ. 


En  supposant  donc  ^'=  23^  27'  So"^  on  trouye  qae  l'angle  ç 
est  moindre  que  0^,0209  ;  on  peut  donc  supposer  que  le  phn 
de  Tecliptique  se  confond  avec  le  plan  principal  de  projec- 
tion j  et  comme  l'inclinaison  mutuelle  de  ces  deux  plans  est 
constante ,  leur  identité'  se  maintiendra  toujours. 

Maintenant,  si  l'on  considère  le  cas  général,  l'ëquation  (2), 
en  la  diffe'rentiant ,  donnera  à  très  peu  près 


ma*n  y/ 1 —  e*  itp  =  C&  cos  ^'i)p'. 

En  substituant  pour  G  sa  valeur,  et  en  supposant,  comme  pré- 
cédemment ,  ç>'  =  23^  27'  So^j  cette  équation  donne 

^f   =   O,OO0OO02329^^^ 

Il  s'en  faut  donc  beaucoup  que ,  comme  l'assure  M.  Poinsot, 
les  variations  du  plan  invariable  soient  alors  du  même  ordre 
que  les  variations  de  l'équateur.  Nous  avons  trouvé ,  n®  98, 
16'  16"  pour  la  variation  de  l'obliquité  de  l'écliptique  depuis 
le  temps  d'Hipparque  jusqu'au  commencement  de  ce  siècle; 
en  supposant  donc  i'^'  =  976",  on  aura 

^(p  =  o", 00022739. 

Ainsi  en  1928  ans ,  l'inclinaison  de  l'écliptique  sur  le  plan 
fixe  n'aurait  pas  varié  de  2  dix -millièmes  de  seconde;  on 
peut  donc  la  regarder  comme  insensible ,  et  considérer,  dans 
ce  cas ,  le  plan  de  l'écliptique  comme  invtxriable,  conformé- 
ment à  la  théorie  de  Laplace. 
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Quant  aux  observations  de  M.  Poinsot  relativement  au 
mouvement  des  nœuds ,  comme  on  a,  d'après  les  e'qua- 
tions  (i),  6=  6^,  il  est  clair  que  le  nœud  de rëcliptique  aura 
sur  le  plan  fixe  le  même  mouvement  que  réquateur,  eu  sorte 
que  leur  intersection  commune  demeurera  toujours  sur  ce 
plan  ;  mais  cela  n'implique  pas  contradiction  j  puisqu'une  va- 
riation très  légère  dans  l'inclinaison  mutuelle  de  deux  plans , 
supposée  très  petite,  peut  en  produire  de  considérables  dans  la 
position  de  leur  commune  intersection. 

Le  second  exemple  choisi  par  M.  Poinsot  pour  mettre  en 
défaut  la  théorie  de  Laplace ,  consiste  à  supposer  que  le  sys- 
tème est  formé  du  Soleil,  de  la  Terre  et  de  la  Lune,  considérés 
cèmme  des  points  massifs.  Dans  ce  cas ,  le  plaii  invariable ,  se- 
IW  les  idées  de  ce  grand  géomètre ,  est  celui  que  décrit  le 
ceiitt^é  ^commun  de  gravité  de  la  Terre  et  de  la  Lune ,  ce  qui 
éïiïèite  peu  du  plan  de  l'écUptique.  Montrons  qu'en  effet  ce 
plan  Coïncide  toujours ,  à  très  peu  près,  avec  le  plan  maximuTn 
des  àites  décrites  par  les  centres  de  gravité  de  la  Terre  et  de  la 
Lune.  Il  est  clair  que  ce  système  revient  à  celui  de  deux  pla- 
nètes m  et  m'  réagissant  Tune  sur  Vautre,  que  nous  avons 
considéré  n*^  55, Eh^  II,  «t  le  plan  invariable  sera  déterminé 
pafleB  tfqnailoBs  (i)^âan8  lesquellpt  il  suffira  de  changer  C^  en 

ni'  \/7{ï—7^) ,  m' étant  la  masse  de  là  Lune ,  a'  et  e'  le  demi- 
^ikt  axe  et  ^excentricité  de  son  orbite  autour  de  la  Terre. 
Si'l^)^n  nommie  donc  ç  et  p'  les  inclinaisons  respectives  de  l'é- 
cttpikiue  et  dé  Forbite  lunaire  sur  le  plan  maximum  des  aires, 

m  v/a(i— cO  sln  ^  =  m'  [/n^  (i  —  e'»*)  sin  (f>\       (3) 
Or  on  a,  à  très  peu  près , 

En  négligeant  donc  les  carrés  des  excentricités  e  et  e\  et  en 
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supposant  ^'  =  5®  8'  38",  qui  est  rinclinaison  de  Torbîte  lu- 
naire à  Técliptique ,  on  trouvera  que  l'angle  ^  ne  s'élève  pas 
à  12".  En  différentiant  l'e'quation  (3),  on  aura,  à  très  peu 
près, 

^  m'y  cl  #   K  / 

/^^   =  ^-zr-.COS^.^'; 

my  a 
d'où  l'on  conclut ,  d'après  les  valeurs  précédentes  , 

i^  =  0,00066446^'; 

et  comme  l'inclinaison  moyenne  de  l'orbe  lunaire  sur  l'éclip- 
tique  vraie  est  constante ,  malgré  le  mouvement  séculaire  de 
l'écïlptique,  si  l'on  suppose  ^^'^=9^6%  valeur  supérieure  à 
celle  qu'on  peut  supposer  à  la  variation  de  l'orbe  lunaire  sur 
un  plan  fixe,  depuis  le  temps  d'Hipparque  jusqu'à  nos  jours, 
ou  trouve  ^  =  o",64  pour  la  variation  de  l'orbe  terrestre  en 
1928  ans  :  ce  plan  peut  donc  être  considéré  comme  invariabU 
dans  le  système  que  nous  considérons. 

Quant  aux  nœuds  de  Fécliptique  sur  le  plan  maximum  des 
aires ,  on  a  6  =  ô',  et  d'après  les  équations  ( i) ,  le  nœud  ascen- 
dant de  l'orbe  lunaire  coTinHHp  avec  leuusuddcsccuclAutde  l'é- 
cliptique,  et  réciproquement;  par  conséquent,  comme  le 
mouvement  du  nœud  de  l'orbe  lunaire  surl'écliptique  fixe  est 
d'environ  19®  par  an,  il  est  clair  que  l'intersection  des  plans 
des  orbites  de  la  Terre  et  de  la  Lune  aura  sur  le  plan  thati- 
mum  des  aires  un  mouvement  très  rapide,  ce  qui  n'empêchera 
pas  le  plan  de  l'écliptique  de  rester  toujours  à  très  peu  près 
parallèle  à  lui-même,  et  de  remplir,  par  conséquent ,  la  seule 
condition  qui  caractérise  le  plan  invariable  C^. 


(*")  On  ne  doit  pas  oaUier  qa^i]  ne  s'agit  ici  que  d^an  cas  particulier  qni  est 
sans  application  dans  le  système  dn  monde.  Laplace  en  calcniant ,  n*  ag, 
livre  VII,  les  inégalités  lanaires  dues  à  la  non-sphericiié  de  la  Terre,  trouve  que 
sou  inflaence  sur  les  déplacemens  de  Forbite  de  la  Lune  serait  d'angmenta: 
d«  o,ooooooa63d4'»t  le  mouvement  rétrograde  des  norads ,  nt  c'tant  le  mojen 
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Oa  conçoit,  en  effet,  que  da^s  les  deux  système  qv^  non^ 
venons  de  considérer,  comme  on  a  y zr^^-l-^^y.et  fa^c  suite 
^  =:  ^  rf-  Jhp'ySii'f  e^t  une^assez  petite  qo^t^^'  pour  qui'oii 
:pui^e  la. négliger, par  rapport  à  i)f\  »ap.  auca  .aimplen^nt 
^;=:J:^^c'e$t-ià-dire  que, les  variations  de  Téq^teur  daus,!^ 
prençiier  cas,  et  celle  de  l'orbe  lunaire  dans  ^le  ^secotnd ,  pa^ 
rapport  au  plan,  invariable  tel  qu'il  résulte  de  la  théprie  4e 
Laplace,  saroi^t  les  mêmes  que  celles  de  ces  deux  plans  par 
rapport  A  un  troisième  plaa  qui  serait  rigoureusement  ^e  ;  If^ 
différences  seront  absolument  insensibles.  Or,.i;e  grand  g^o^ 
mètre  n'a  jamais  prétendu  autre  chose  j  l'invapabilité  àuplop, 
invariable  tel  qu'il  le  définit  n®  62  du  livre  ,il,^ej^  M4r 
conique^  célçste,  compte  les  inégalités  de  tous  les.mouveniens 
planét^dresi  n'est  qu'approchée  et  exacte  qu'autant  qu'c^ 
n^égl^e  d^ps^le,mouvemç;nt  de  translation  les  perturbations  ré- 
sultantes d|pe  la; foi;me.,et  des  diiuensions  des. corps  célestes. 
Daps  li&n®  21  dfu  livre  1%  Laplace  a  donné,  la,  théorie;  géné- 
rale du  pl4.n  invariaJIpIe  p9;ur  un  systèqie  de  corps  quelconques 
réagissant  les  uns  si^  les  autres  ;  U  ^n  a  fait  VapplicatioA^^/i 
système  d^||^0I^de  .dai;is  lelivre.  Il,  en  profitant  de.  tous. ]Les 
avantages  qu'oJ(&:ait  sa  constitution  pour  faciliter  le  calcul  des 
mouvemens  plané taire^i  question  assez  difficile  pour  qu'oi^^e 
cherche  pas  sans  nécessité  à  la  compliquer. 

Les  équations,  (i)  uqus  montrent  ^çore  que,  quand  bien 
même  leasecpn|ds.ter^ies.4es  premiers  men^rç;^  seraient  corn- 
,parables  et.inêmes  supérieurs  aux  pren^ers^  ce  q\û  i^urait  lie,Uy 
,par  exemple,  si  .les  aireS;  qife  ces,  termes  r^ésentent  prove- 
naient de  .U  ro.tation  du^  Soleil ,  ovi  pourrait  encore  prendre 
l'écliptiquepourle  plan  invariable;  d^  sj^^tème»  bien  qjae  p^r 
sa  positipn  jil.  différât  s^sU^lçment ,  dans  ce^cas,  du  pla^ 
maoM'niifTn  de$,  .^ires. 

mouTeiAent jd^  la  1^9  da^^  Aqn  orbite^.  C^ue.j^uapxit^  p^i  .aJbsoiament 
insensible,  et  à  plus  forte 'rajson  par.conse'qc^nt  la  non  sphéricité  de  la 
Terre  ne  peat  avoir  sur  la  position  du  plan  invariable  aucune  action  ap« 
prëcîable.  Le  même  résultat  a  lieu  par  rapport  h  'relf i^^ricîte''  du  Soiétl , 
comme  nous  l'avons  vu  n'*  79  ,  livre  VI . 

Tome  III.  36 
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Gtitte  observation  y  d'après  ce  qui  a  été  dit  n**  86,  livre  YT, 
n'a  pas  besoin  de  développement.  Mais,  disent  nos  adversaires, 
Il  existe  donc  selon  vous  plusieurs  plans  invariables  dans  le 
système  planétaire  ?  Pourquoi  non ,  cela  dépend  entièrement 
de  sa  constitution.  Supposons,  en  effet,  que  Jupiter,  Saturne 
•t  Uranus  forment  un  système  à  part,  sur  lequel  lés  autres 
planètes  n'aient  aucune  influence ,  comme  cela  a  déjà  lieu , 
àtfèa  peu  près,  dans  le  système  solaire.  Eh  bien  !  n'y  âurait-il 
pas  trois  plans  invariables  dans  un  pareil  système  ,  celui  qui  a 
îiea  dans  le  système  particulier  des  trois  planètes  considérées 
îsolAuient,  celui  qui  a  lieu  pour  l'ensemble  du  système,  et  le 
plau  maximum  des  aires. 

11  est  donc  évident  que  les  objections  présentées  contre  la 
théorie  du  plan  invariable  de  La  place  tiennent  à  des  consîdé- 
rations  toutp-à-fait  fautives  et  à  là  confusion  que  l'on  a  £ûte 
des  variations  des  inclinaisons  et  des  nœuds.  Sans  doute , 
géométriquement  parlant ,  l'intersection  de  deux  plans  inva- 
riables est  elle-même  invariable  ;  mais  on  peut  toujours  sup- 
poser, et  c'est  le  cas  de  la  nature ,  que  la  position  de  l'un 
de  ces  plans  subisse  des  variations  assez  petites  pour  qu'il 
reste  toujours  sensiblement  parallèle  à  lui-même,  tandis  que 
ses  nœuds  sur  le  plan  qui  est  rigoureusement  fixiB,  éprouvent  des 
déplacemens  considérables. 

Mais  le  véritable  défaut  de  l'argumentation  de  nos  adver- 
saires, et  nous  l'avons  déjà  remarqué  ailleurs,  vient  de  ce 
qu'ils  veulent  traiter  par  des  méthodes  rigoureuses  la  théorie 
du  système  du  monde,  qui  n'est  au  fait  qu'un  grand  problème 
d'approximation  ;  c^esi  pour  cela  que  ce  problème  se  refuse 
aux  méthodes  synthétiques ,  et  quil  rentre  dans  le  domaine 
de  l'analyse;  et  si  ce  puissant  auxiliaire  de  l'esprit  humain  ii'est, 
comme  on  l'a  osé  dire ,  qu'un  instrument ,  on  conviendra  du 
moins  que  c^n  est  Un  bien  précieux  que  celui  qui  nous  a  livré 
la  clé  du  mécanisme  des  cieux ,  et  qui  nous  éclaire  sur  tant 
d'erreurs  où  les  simples  notions  de  la  Géométrie  nous  auraient 
)i)failUblçment  çpnduiu. 
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GoDdaoDS  donc  de  cette  discussion ,  à  lai{iieUe  nous  avons 
donné  quelque  déreloppement  pour  n'être  pas  forcé  d'y  revenir, 
quli  n*y  a  pas  lien  d'apporter  aucune  modiBcation  dans  la 
théorie  du  plan  inyariable  pr^entée  par  Liq^laoe;  cest  avec 
raison  et  surtout  avec  connaissance  de  cause  ({u'il  a  fût  abstrac- 
tion des  quantités  qu'il  a  n^;ligées  dans  sa  détermination  ;  ces 
quantité  sont  du  même  ordre  que  celles  qu'on  nq^Uge  ordi- 
nairement dans  la  théorie  des  in^alitâ  planétaires ,  et  que  le 
calcul ,  comme  l'obseryatiott ,  autorise  à  rq^arder  comme  ab* 
plument  insensibles. 


FIN   DES  NOTES. 
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